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Le  Mémoire  que  j'ai  l'honneur  de  soumettre  à  la  Classe  contient 
diverses  recherches  sur  la  Géométrie  des  solides.  I^  première  Partie 
offre  la  solution  de  la  question  proposée  par  M.  Poinsot,  sur  le  nombre 
des  polyèdres  réguliers  que  l'on  peut  construire;  la  seconde  Partie 
renferme  la  démonstration  d'un  théorème  nouveau  sur  les  polyèdres  en 
général. 

PREMIÈRE   PARTIE. 

M.  Poinsot,  dans  son  Mémoire  sur  les  polygones  et  les  polyèdres,  après 
avoir  donné  la  description  de  quatre  polyèdres  d'une  espèce  supérieure 
à  celle  que  l'on  a  coutume  de  considérer,  pose  la  question  suivante  : 
«  Est-il  impossible  qu'il  existe  des  polyèdres  réguliers  dont  le  nombre 
de  faces  ne  serait  pas  un  de  ceux-ci,  4f  ^^  8,  1 2,  20Î  Voilà,  ajoute-t-il, 
une  question  qui  mériterait  d'être  approfondie,  et  qu'il  ne  parait  paf; 
facile  de  résoudre  en  toute  rigueur.  » 

(M  Lu  à  la  première  Classe  de  rinstitiit,  en  février  iSii,  par  A.-L.  Cauciiy,  Ingénieur 
des  Ponts  el  Chaussées. 
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8  RECHERCHES  SUR  LES  POLYÈDRES. 

Il  est  vrai  que  la  diversité  des  méthodes  dont  M.  Poinsot  s'est  servi 
pour  faire  dériver  les  trois  nouveaux  dodécaèdres,  et  le  nouvel  ico- 
saèdre  du  dodécaèdre  et  de  Ticosaèdre  ordinaire,  laisse  en  doute  la 
possibilité  de  résoudre  la  question  précédente;  mais,  en  généralisant 
quelques  principes  renfermés  dans  le  Mémoire  même  de  M.  Poinsot,  on 
parvient  à  faire  dériver  les  polyèdres  réguliers  d'espèces  supérieures  de 
ceux  de  première  espèce,  par  une  méthode  simple  et  analytique  qui 
conduit  immédiatement  à  la  solution  de  la  question  proposée. 

11  est  facile  de  voir,  et  M.  Poinsot  en  a  fait  l'observation,  n'*  15  de 
son  Mémoire,  qu'on  peut  former  tous  les  polygones  réguliers  d'espèces 
supérieures,  en  prolongeant  les  côtés  des  polygones  réguliers  de  pre- 
mière espèce. 

Les  polyèdres  réguliers  d'espèces  supérieures  dérivent  d'une  manière 
analogue  des  polyèdres  réguliers  de  première  espèce,  et  l'on  peut 
former  tous  les  nouveaux  polyèdres  réguliers  en  prolongeant  les  arêtes 
ou  les  faces  des  polyèdres  réguliers  déjà  connus. 

Ainsi,  par  exemple,  en  prolongeant  dans  le  dodécaèdre  ordinaire  les 
arêtes  qui  forment  les  côtés  des  douze  pentagones,  on  obtient  le  dodé- 
caèdre étoile  de  seconde  espèce. 

Si,  dans  le  dodécaèdre  ordinaire,  on  prolonge  le  plan  qui  contient 
chaque  face  jusqu'à  la  simple  rencontre  des  plans  des  cinq  faces  qui 
entourent  la  face  opposée,  on  obtiendra  le  dodécaèdre  de  troisième 
espèce,  compris  comme  le  dodécaèdre  ordinaire  sous  des  pentagones 
de  première  espèce. 

Enfin,  si  l'on  prolonge  les  arêtes  qui,  dans  le  dodécaèdre  de  la  troi- 
sième espèce,  forment  les  côtés  des  douze  pentagones,  on  obtiendra 
le  dodécaèdre  de  quatrième  espèce. 

On  obtiendra  l'icosaèdre  de  septième  espèce  en  prolongeant  chaque 
face  de  l'icosaèdre  ordinaire  jusqu'à  la  rencontre  des  plans  des  trois 
triangles  qui  entourent  la  face  opposée  à  celle  que  l'on  considère. 

Ce  que  nous  venons  d'observer  relativement  aux  quatre  polyèdres 
d'espèces  supérieures  a  lieu  en  général ,  c'est-à-dire  qu'on  ne  pourra 
construire   des  polyèdres  réguliers  d'espèces  supérieures  qu'autant 
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qu'ils  résulteront  du  prolongement  des  faces  ou  des  arêtes  de  polyèdres 
réguliers  de  même  ordre  et  de  première  espèce. 

En  effet,  supposons  que  Ton  soit  parvenu  d'une  manière  quelconque 
à  construire  un  polyèdre  régulier  d'espèce  supérieure.  Transportons- 
nOus  par  la  pensée  au  centre  de  la  sphère  inscrite.  Les  plans  qui  com- 
prennent les  différentes  faces  du  polyèdre  présenteront  à  l'œil  de  l'ob- 
servateur placé  à  ce  centre  la  forme  d'un  polyèdre  convexe  de  première 
espèce,  qui  servira  comme  de  noyau  au  polyèdre  donné  d'espèce  supé- 
rieure. Je  dis,  de  plus,  que  la  régularité  du  polyèdre  d'espèce  supé- 
rieure entraîne  nécessairement  la  régularité  du  polyèdre  de  première 
espèce  qui  lui  sert  de  noyau. 

Pour  le  prouver,  revenons  à  la  définition  des  polyèdres  réguliers.  Un 
polyèdre  régulier  d'une  espèce  quelconque  est  celui  qui  est  formé  par 
des  polygones  égaux  et  réguliers,  également  inclinés  l'un  sur  l'autre, 
et  assemblés  en  même  nombre  autour  de  chaque  sommet.  Il  suit  de 
cette  définition  que,  si  l'on  construit  un  second  polyèdre  régulier  égal 
au  premier,  et  que  l'on  désigne  par  des  numéros  i,  2,  3,  4*  •••  les 
faces  correspondantes  des  deux  polyèdres,  on  pourra  faire  coïncider  le 
second  polyèdre  avec  le  premier,  en  plaçant  l'une  quelconque  des  faces 
du  second  sur  une  face  déterminée,  par  exemple  sur  la  face  n°  i  du  pre- 
mier, et  en  commençant  par  faire  coïncider  dans  ces  deux  faces  deux 
quelconques  de  leurs  arêtes.  Réciproquement,  si  deux  polyèdres  égaux 
satisfont  à  la  condition  précédente,  on  pourra  en  conclure  avec  sûreté 
qu'ils  sont  réguliers  :  car,  puisqu'on  pourra  faire  alors  coïncider  cha- 
cune des  faces  du  second  avec  une  face  déterminée  du  premier,  en  com- 
mençant par  faire  coïncider  deux  arêtes  quelconques  de  ces  deux  faces, 
il  s'ensuivra  que  les  différentes  faces  sont  des  polygones  égaux  et  régu- 
liers;  et  puisque,  en  faisant  coïncider  deux  faces  quelconques  prises  k 
volonté,  on  fait  coïncider  toutes  les  autres,  on  en  conclura  que  les  dif- 
férents angles  dièdres  sont  égaux,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  les 
faces  sont  également  inclinées  l'une  sur  l'autre,  et  assemblées  en  même 
nombre  autour  de  chaque  sommet. 

Cela  posé,  considérons  un  polyèdre  régulier  d'espèce  supérieure, 
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ayant  pour  noyau  un  polyèdre  de  première  espèce  et  de  même  ordre, 
dont  la  régularité  n'est  pas  encore  démontrée.  Construisez  un  second 
polyèdre  d'espèce  supérieure  égal  au  premier;  vous  construirez  en 
même  temps  un  second  polyèdre  de  première  espèce  égal  à  celui  qui 
formait  le  noyau  du  polyèdre  régulier  donné;  désignez  maintenant  par 
(les  numéros  i,  2,  3,  ...  les  différentes  faces  correspondantes  des  deux 
polyèdres  d'espèce  supérieure,  et  par  les  mêmes  numéros  i,  2,  3,  ... 
les  faces  des  polyèdres  de  première  espèce  qui  sont  renfermées  dans  les 
mêmes  plans  que  les  faces  affectées  de  ces  numéros  dans  les  polyèdres 
d'espèce  supérieure.  De  quelque  manière  que  vous  fassiez  coïncider  les 
deux  polyèdres  d'espèce  supérieure,  les  deux  polyèdres  de  première 
espèce,  compris  sous  les  mêmes  faces,  coïncideront  aussi;  et  comme 
l'on  peut  faire  coïncider  les  deux  polyèdres  réguliers  d'espèce  supé- 
rieure, en  plaçant  une  face  quelconque  du  second  sur  une  face  déter- 
minée du  premier,  il  s'ensuit  qu'on  peut  faire  coïncider  de  la  même 
manière  les  deux  polyèdres  de  première  espèce.  Par  suite,  les  diffé- 
rentes faces  des  deux  polyèdres  de  première  espèce  sont  toutes  égales 
entre  elles,  également  inclinées  l'une  sur  l'autre,  et  assemblées  en 
même  nombre  autour  de  chaque  sommet. 

Il  nous  reste  à  prouver  que  les  différentes  faces  de  chaque  polyèdre 
de  première  espèce  sont  des  polygones  réguliers.  Pour  y  parvenir  il 
suffît  d'observer  que,  si  l'on  fait  coïncider  d'une  manière  quelconque 
une  des  faces  du  second  polyèdre  d'espèce  supérieure  avec  une  face 
déterminée  du  premier  polyèdre  de  même  espèce,  les  deux  faces  qui 
portent  les  mêmes  numéros  dans  les  polyèdres  de  première  espèce 
coïncideront  aussi  :  or,  supposons  que  le  nombre  des  côtés  de  chaque 
face  soit  égal  à  n  dans  les  deux  polyèdres  d'espèce  supérieure.  11  y 
aura  n  manières  différentes  d'opérer  la  coïncidence  de  deux  faces  de 
ces  polyèdres;  et  par  suite,  il  y  aura  aussi  n  manières  d'opérer  la  coïn- 
cidence des  faces  correspondantes  des  deux  polyèdres  de  première 
espèce.  Or,  on  ne  peut  satisfaire  à  cette  condition  qu'en  supposant  les 
faces  des  polyèdres  de  première  espèce  égales  ou  à  des  polygones 
réguliers  de  l'ordre  /i,  ou  à  des  polygones  semi-réguliers  d'un  ordre  au 
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moins  égal  à  2/1;  d'ailleurs,  il  est  facile  de  voir  que  ce  dernier  cas  ne 
peut  exister  :  car,  comme  on  ne  peut  supposer  n  =  2,  il  faudrait  que 
Ton  eût  au  moins  2/1  =  6;  et/dans  ce  cas,  on  aurait  des  polyèdres  de 
première  espèce,  dont  toutes  les  faces  auraient  au  moins  six  côtés,  ce 
qui  est  impossible. 

Il  est  donc  prouvé  maintenant  que  dans  un  ordre  quelconque  on  ne 
peut  construire  de  polyèdres  réguliers  d'une  espèce  supérieure,  qu'au- 
tant qu'ils  résultent  du  prolongement  des  arêtes  ou  des  faces  des 
polyèdres  réguliers  de  même  ordre  et  de  première  espèce  qui  leur 
servent  de  noyau;  et  que,  dans  chaque  ordre,  les  faces  des  polyèdres 
d'espèces  supérieures  doivent  avoir  le  même  nombre  de  côtés  que 
celles  des  polyèdres  de  première  espèce. 

Il  suit  d'abord,  de  ce  qui  précède,  que,  comme  il  n'y  a  que  cinq 
ordres  de  polyèdres  qui  fournissent  des  polyèdres  réguliers  de  première 
espèce,  on  ne  peut  chercher  que  dans  ces  cinq  ordres  des  polyèdres 
réguliers  d'espèce  supérieure.  Ainsi  tous  les  polyèdres  réguliers,  de 
quelque  espèce  qu'ils  soient,  doivent  être  des  tétraèdres,  des  hexaèdres, 
des  octaèdres,  des  dodécaèdres,  ou  des  icosaèdres.  De  plus,  tous  les 
tétraèdres,  octaèdres  et  icosaèdres,  de  quelque  espèce  qu'ils  soient, 
doivent  avoir  pour  faces  des  triangles  équilatéraux,  les  hexaèdres  des 
carrés,  les  dodécaèdres  des  pentagones  réguliers  de  première  ou  de 
seconde  espèce.  Voyons  maintenant  combien  chaque  ordre  renferme 
d'espèces  différentes. 

Afin  de  répandre  plus  de  jour  sur  cette  discussion,  j'observerai  : 

I"  Qu'on  ne  peut,  des  polyèdres  réguliers  de  première  espèce, 
déduire  des  polyèdres  réguliers  d'espèces  supérieures  qu'en  prolon- 
geant les  arêtes  des  faces  déjà  existantes,  ou  en  formant  de  nouvelles 
faces; 

2"  Que  le  dodécaèdre  est  le  seul  polyèdre  régulier  duquel  on  puisse 
obtenir  des  espèces  différentes,  en  prolongeant  les  arêtes  des  faces, 
parce  qu'il  existe  deux  espèces  de  pentagones,  tandis  qu'il  n'existe 
qu'une  espèce  de  triangle  et  une  espèce  de  carré; 

3"  Que,  dans  le  cas  où  l'on  forme  de  nouvelles  faces,  on  ne  peut  les 
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obtenir  qu'en  prolongeant  chacune  des  faces  du  polyèdre  de  première 
espèce  jusqu'à  la  rencontre  de  plans  qui  comprennent  des  faces  non 
voisines  de  celle  que  l'on  considère; 

4**  Que  ces  dernières  doivent  être  en  nombre  égal  à  celui  des  faces 
voisines  de  celle  que  l'on  considère,  et  avoir  toutes  sur  celle-ci  et  entre 
elles  une  égale  inclinaison. 

Dans  le  tétraèdre,  chacune  des  quatre  faces  est  voisine  des  trois 
autres,  d'où  il  suit  qu'on  ne  peut  obtenir  de  nouvelles  faces  en  prolon- 
geant celles  qui  existent;  il  n'y  a  donc  qu'un  seul  tétraèdre,  celui  de 
première  espèce. 

Dans  l'hexaèdre,  les  faces  qui  ne  sont  pas  voisines  sont  parallèles  et, 
par  conséquent,  ne  peuvent  se  rencontrer  :  il  n'y  a  donc  aussi  qu'un 
hexaèdre,  celui  de  première  espèce. 

L'octaèdre  ordinaire  peut  être  considéré  comme  formé  par  deux  faces 
opposées  et  comprises  dans  des  plans  parallèles,  dont  chacune  est 
avoisinée  par  trois  autres  faces  également  inclinées  sur  elle  et  sur  son 
opposée.  Si  donc  on  peut  espérer  de  former  un  nouvel  octaèdre  régulier, 
ce  ne  peut  être  qu'en  prolongeant  jusqu'à  la  rencontre  de  chacune  des 
faces  les  plans  qui  contiennent  les  trois  faces  voisines  de  celle  qui  lui 
est  opposée  :  or  cette  construction,  au  lieu  de  donner  un  octeèdre 
régulier  d'espèce  supérieure,  donne  un  solide  double  formé  par  deux 
tétraèdres  qui  se  traversent  mutuellement.  C'est  ainsi  qu'en  prolongeant 
les  côtés  de  l'hexagone  ordinaire  on  obtient  deux  triangles  équilaté- 
raux  en  croix  l'un  sur  l'autre,  au  lieu  d'un  hexagone  de  seconde  espèce. 

Si,  dans  le  dodécaèdre  ordinaire,  on  prolonge  les  côtés  des  douze 
pentagones,  on  aura,  ainsi  que  M.  Poinsot  l'a  observé,  un  dodécaèdre 
régulier  de  deuxième  espèce. 

Pour  obtenir  d'autres  dodécaèdres,  il  faut  trouver  le  moyen  de  pro- 
longer, jusqu'à  la  rencontre  de  chaque  face  du  dodécaèdre  ordinaire, 
cinq  faces  non  voisines  et  également  inclinées  sur  elle.  Or,  le  dodécaèdre 
ordinaire  peut  être  considéré  comme  formé,  de  deux  faces  opposées 
situées  dans  des  plans  parallèles,  et  dont  chacune  est  avoisinée  par  cinq 
autres  faces  également  inclinées  sur  elle  et  sur  son  opposée.  Si  donc  on 
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peut  construire  d'autres  dodécaèdres  que  ceux  décrits  ci-dessus,  ce  ne 
peut  être  qu'en  prolongeant  chaque  face  du  dodécaèdre  ordinaire  jus- 
qu'à la  rencontre  des  plans  qui  contiennent  les  cinq  voisines  de  la  face 
opposée.  Les  intersections  de  ces  cinq  plans  avec  la  face  que  Ton  consi- 
dère forment  deux  pentagones  réguliers,  l'un  de  première  et  l'autre  de 
seconde  espèce.  Ces  deux  pentagones  représentent  les  faces  des  dodé- 
caèdres réguliers  de  troisième  et  dé  quatrième  espèce. 

Dans  l'icosaèdre  ordinaire,  en  choisissant  pour  base  une  des  faces 
prise  à  volonté,  on  trouve,  comme  dans  les  trois  ordres  précédents,  une 
autre  face  opposée  et  située  dans  un  plan  parallèle.  Si  l'on  classe  les 
triangles  compris  entre  ces  deux  faces  par  séries,  en  renfermant  dans 
une  même  série  ceux  qui  sont  également  inclinés  sur  la  base,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  sur  la  face  opposée,  on  trouvera  que  les  dix-huit 
triangles  restant  forment  quatre  séries,  savoir  : 

i**  Une  série  de  trois  triangles  voisins  de  la  base; 

2°  Une  série  de  trois  triangles  voisins  de  la  face  opposée; 

3**  Une  série  de  six  triangles,  dont  chacun  n'a  qu'un  sommet  de 
commun  avec  la  base  ; 

l\^  Une  série  de  six  triangles,  dont  chacun  n'a  qu'un  sommet  de 
commun  avec  la  face  opposée. 

Désignons  les  triangles  de  la  troisième  et  de  la  quatrième  série  par 
des  numéros  i,  2,  3,  4»  5,  6;  en  sorte  que  deux  numéros  consécutifs 
indiquent  deux  triangles  qui  se  touchent  par  une  arête  ou  par  un 
sommet.  La  base  d'un  nouvel  icosaèdre  régulier  ne  pourra  être  formée 
que  par  l'intersection  de  la  base  de  l'icosaèdre  donné  avec  trois  triangles 
de  la  même  série,  également  inclinés  l'un  sur  l'autre.  Cela  posé,  il  est 
facile  de  voir  qu'on  ne  peut  espérer  d'obtenir  la  base  d'un  nouvel 
icosaèdre  que  de  cinq  manières,  savoir,  en  prolongeant,  jusqu'à  la 
rencontre  du  plan  de  la  base  donnée  : 

1®  Les  plans  qui  contiennent  les  trois  triangles  de  la  deuxième 
série; 

2P  Les  plans  qui  contiennent  les  triangles  i,  3,  5  de  la  troisième 
série  ; 
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3**  Les  plans  qui  contiennent  les  triangles  2, 4f  ^  de  la  troisième  série  ; 

4^  Les  plans  qui  contiennent  les  triangles  i,  3,  5  de  la  quatrième 
série; 

5^  Les  plans  qui  contiennent  les  triangles  2,  4»  6  de  la  quatrième 
série. 

Si  Ton  étend  de  proche  en  proche  les  cinq  constructions  précédentes 
aux  différentes  faces  de  l'icosaèdre  ordinaire,  on  obtiendra  les  résultats 
suivants  : 

1°  En  suivant  la  première  construction,  on  passera  sur  toutes  les 
faces,  et  l'on  obtiendra  l'icosaèdre  de  septième  espèce,  décrit  par 
M.  Poinsot; 

2°  En  suivant  la  deuxième  ou  la  troisième  construction,  on  ne 
passera  que  sur  huit  faces,  et  l'on  obtiendra  simplement  un  octaèdre 
régulier  de  première  espèce; 

3**  En  suivant  la  quatrième  et  la  cinquième  construction,  on  ne 
passera  que  sur  quatre  faces,  et  l'on  formera  simplement  un  tétraèdre 
régulier. 

Il  suit,  de  ce  qu'on  vient  de  dire,  qu'on  ne  peut  former  d'autres 
polyèdres  réguliers  d'espèces  supérieures  que  les  quatre  décrits  par 
M.  Poinsot. 

La  théorie  précédente  fournit  encore  le  moyen  de  calculer  l'angle 
compris  entre  deux  faces  quelconques  d'un  polyèdre  régulier,  lorsqu'on 
connaît  les  angles  formés  par  les  faces  adjacentes  dans  le  tétraèdre,  le 
dodécaèdre  et  l'icosaèdre  de  première  espèce. 

En  effet,  soient  a,  p,  y  ces  trois  angles; 

L'angle  compris  entre  deux  faces  du  tétraèdre  sera  toujours  a. 

Dans  l'hexaèdre,  deux  faces  adjacentes  se  coupent  à  angle  droit,  deux 
faces  non  adjacentes  sont  parallèles. 

Dans  l'octaèdre,  les  faces  sont  parallèles  deux  à  deux.  L'angle  com- 
pris entre  deux  faces  non  parallèles  est  représenté  par 


7:  —  « 


quand  les  deux  faces  sont  adjacentes,  et  par  a  quand  elles  ne  le  sont  pas. 
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Dans  le  dodécaèdre,  les  faces  sont  parallèles  deux  k  deux.  L'angle 
compris  entre  deux  faces  non  parallèles  est  représenté  par  p  quand  les 
deux  faces  sont  adjacentes,  et  par 

quand  elles  ne  le  sont  pas. 

Dans  ricosaèdre,  les  faces  sont  encore  parallèles  deux  à  deux.  L'angle 
compris  entre  une  face  et  les  faces  voisines  étant  y,  l'angle  compris 
entre  la  même  face  et  celles  qui  avoisinent  la  face  opposée  sera 

TT  — y; 

enfin,  l'angle  compris  entre  deux  faces,  dont  l'une  n'est  pas  adjacente 
à  l'autre  ni  à  la  face  opposée,  sera  représenté  ou  par  oc  ou  par 

TT  —  a. 


SECONDE  PARTIE. 

Euler  a  déterminé  le  premier,  dans  les  Mémoires  de  Pétersbourg, 
année  1758,  la  relation  qui  existe  entre  les  différents  éléments  qui 
composent  la  surface  d'un  polyèdre;  et  M.  Legendre,  dans  ses  Éléments 
de  Géométrie,  a  démontré  d'une  manière  beaucoup  plus  simple  le  théo- 
rème d'EuIer,  par  la  considération  des  polygones  sphériques.  Ayant 
été  conduit  par  quelques  recherches  à  une  nouvelle  démonstration  de 
ce  théorème,  je  suis  parvenu  à  un  théorème  plus  général  que  celui 
d'Euler  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Théorème.  —  Si  l'on  décompose  un  polyèdre  en  tant  d'autres  que  Von 
voudra  y  en  prenant  à  volonté  dans  l'intérieur  de  nouveaux  sommets;  que 
l'on  représente  par  P  le  nombre  des  nouveaux  polyèdres  ainsi  formés, 
par  S  le  nombre  total  des  sommets,  y  compris  ceux  du  premier  polyèdre, 
par  F  le  nombre  total  des  faces,  et  par  A  le  nombre  total  des  arêtes^  on 
aura 

(I)  S-hFi=A-+-PH-i, 
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cest'à'dire  que  la  somme  faite  du  nombre  des  sommets  et  de  celui  des 
faces  surpassera  d'une  unité  la  somme  faite  du  nombre  des  arêtes  et  de 
celui  des  polyèdres. 

» 

Il  ost  facile  de  voir  que  le  théorème  d'Euler  est  un  cas  particulier  du 

théorème  précédent;  car,  si  l'on  suppose  tous  les  polyèdres  réduits  à 

un  seul,  on  aura 

P  =  i, 

et  l'équation  (i)  se  réduira  à  celle-ci 

(2)  S4-F=:A-ha. 

On  déduit  encore  de  l'équation  (i)  un  second  théorème  relatif  à  la 
Géométrie  plane  ;  car  si  l'on  suppose  que,  tous  les  polyèdres  étant  réduits 
à  un  seul,  on  détruise  ce  dernier  en  prenant  une  de  ses  faces  pour  base, 
et  transportant  sur  cette  face  tous  les  autres  sommets  sans  changer  leur 
nombre,  on  obtiendra  une  figure  plane  composée  de  plusieurs  poly- 
gones renfermés  dans  un  contour  donné. 

Soient  : 

F  le  nombre  de  ces  polygones; 
S. le  nombre  de  leurs  sommets; 
A  celui  de  leurs  côtés; 

on  obtiendra  la  relation  qui  existe  entre  ces  trois  nombres  en  faisant, 
dans  la  formule  générale,  P  =  o,  et  l'on  aura  alors 

(3)  S4-F  =  A-hi; 

d'où  l'on  conclut  que  la  somme  faite  du  nombre  des  polygones  et  de 
celui  des  sommets  surpasse  d'une  unité  le  nombre  des  droites  qui 
forment  les  contours  de  ces  polygones.  Ce  dernier  théorème  est,  dans 
la  Géométrie  plane,  l'équivalent  du  théorème  général  dans  la  Géométrie 
des  polyèdres. 

Nous  pourrions  démontrer  immédiatement  le  théorème  général  ren- 
fermé dans  l'équation  (i),  et  en  déduire  comme  corollaires  les  deux 
autres  théorèmes.  Mais,  afin  de  faire  mieux  connaître  l'esprit  de  cette 
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démonstration,  nous  allons  commencer  par  démontrer  d'une  manière 
analogue  le  dernier  théorème  renfermé  dans  l'équation  (3). 

Il  est  d'abord  facile  de  faire,  dans  les  divers  cas  particuliers,  «l'appli- 
cation de  ce  théorème. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  contour  donné  soit  le  périmètre  d'un 
triangle,  que  l'on  prenne  un  point  dans  l'intérieur,  et  que  do  ce  point 
aux  trois  sommets  on  mène  trois  droites,  on  formera  trois  triangles 
dans  le  contour  donné.  Ces  trois  triangles  fourniront  quatre  sommets, 
et  le  nombre  des  droites  qui  forment  leurs  côtés  sera  égal  à  G  :  or  6, 
augmenté  de  l'unité,  donne  la  même  somme  que  4  -*-  3,  ce  qui  vérifie  le 
théorème. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  le  contour  donné  soit  un  quadri- 
latère, que  l'on  prenne  un  point  dans  l'intérieur,  et  que  de  ce  point  aux 
quatre  sommets  on  mène  quatre  droites,  on  formera  quatre  triangles 
dans  le  contour  donné.  Ces  quatre  triangles  fourniront  cinq  sommets 

et  huit  côtés  :  or 

8  +  1  =  4  +  5, 

ce  qui  vérifie  le  théorème. 

Supposons  enfin  que  le  contour  donné  soit  un  polygone  de  n  côtés, 
et  que  l'on  prenne  dans  l'intérieur  un  point  que  l'on  joigne  aux  n  som- 
mets du  polygone  par  n  droites.  Les  n  triangles  que  l'on  formera  par  c(» 
moyen  fourniront  un  nombre  de  sommets  égal  à  n  4-  i,  et  un  nombre 
de  côtés  égal  à  2/i  :  or  2/2,  augmenté  de  l'unité,  est  égal  a  la  somme 
faite  de  /i  et  de  /2  -4-  I ,  ce  qui  vérifie  le  théorème.. 

Passons  maintenant  au  cas  général,  et  supposons  un  nombre  F  de 
polygones  renfermés  dans  un  contour  donné.  Soient  S  le  nombre  des 
sommets  de  ces  polygones,  et  A  le  nombre  des  droites  qui  forment  leurs 
côtés.  Décomposons  chacun  des  polygones  en  triangles,  en  menant 
d'un  de  ses  sommets  aux  sommets  non  voisins  des  diagonales.  Soit  n  le 
nombre  des  diagonales  tracées  dans  les  différents  polygones,  F  -+-  /i  sera 
le  nombre  des  triangles  résultants  de  la  décomposition  des  polygones, 
et  A  -+-  /i  sera  le  nombre  des  côtés  de  ces  triangles.  Le  nombre  de  leurs 
sommets  sera  le  même  que  celui  des  sommets  des  polygones,  ou  S. 

OEm'ret  de  C.  —  S.  Il,  t.  I.  3 
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Supposons  maintenant  que  Ton  enlève  successivement  les  différents 
triangles,  de  manière  à  n'en  laisser  subsister  à  la  fin  qu'un  seul,  en 
commençant  par  ceux  qui  avoisinent  le  contour  extérieur,  et  n'enle- 
vant dans  la  suite  que  ceux  dont  un  ou  deux  côtés  auront  été  réduits, 
par  les  suppressions  antérieures,  à  faire  partie  du  même  contour. 
Soient  h  le  nombre  des  triangles  qui  ont  un  côté  compris  dans  le 
contour  extérieur  au  moment  où  on  les  enlève,  et  h"  le  nombre  des 
triangles  qui  ont  alors  deux  côtés  compris  dans  le  même  contour.  I^ 
destruction  de  chaque  triangle  sera  suivie,  dans  le  premier  cas,  de  la 
destruction  d'un  côté,  et,  dans  le  second  cas,  de  la  destruction  de  deux 
côtés  et  d'un  sommet.  Il  suit  de  là  qu'au  moment  où  l'on  aura  détruit 
tous  les  triangles,  à  l'exception  d'un  seul,  le  nombre  des  triangles 
détruits  étant 


celui  des  côtés  détruits  sera 


et  celui  des  sommets  détruits 


h'^ili\ 


h\ 


Le  nombre  des  triangles  restants  sera  donc  alors 
celui  des  côtés  restants 

A-h/i  — (/i'-h-i/j'')=3, 

et  celui  des  sommets  restants 

•  S-A''=3. 

Si  l'on  ajoute  la  première  équation  à  la  troisième  et  qu'on  retranche 

la  seconde,  on  aura 

S-4-F~A  =  i, 

ou 

(3)  S-hF^A-M, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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On  peut  encore  arriver  à  la  même  équation,  sans  employer  la  décom- 
position des  polygones  en  triangles.  En  effet,  supposons  les  divers 
polygones  réunis  successivement  autour  de  l'un  d'entre  eux  pris  à 
volonté. 

Soient  : 

a  et  ^  les  nombres  de  côtés  et  de  sommets  du  premier  polygone; 

a!  et  s' les  nombres  de  côtés  et  de  sommets  du  second  polygone  qui  ne 

lui  sont  pas  communs  avec  le  premier; 
a"  et  5"  les  nombres  de  côtés  et  de  sommets  du  troisième  polygone  qui 

ne  lui  sont  pas  communs  avec  les  deux  premiers,  etc.; 

vous  aurez  les  équations  suivantes  : 

a'  —  5'  -f- 1 , 


En  ajoutant  toutes  ces  équations  qui  sont  en  nombre  égal  à  F,  et 
observant  que 

a  -h  a'  -H  a*'  -+-...  —  A,         s  +  5'  -h  ^'^  -h . . .  :^  S, 

on  aura  l'équation 

Az=S4-F-i, 

équivalente  à  celle  qui  a  été  trouvée  ci-dessus. 

Corollaire.  —  Si  Ton  représente  par  a  et  par  s  les  côtés  et  sommets 
compris  dans  le  contour  extérieur,  par  a  et  s^  les  côtés  et  sommets 
renfermés  dans  l'intérieur  du  même  contour,  on  aura 

5  4- 5,1=  S,        a+a,=  A; 

et  comme  l'on  aura  aussi  s  =  a,  l'équation  (3)  deviendra 

d'où  il  résulte  que  le  nombre  des  sommets  intérieurs,  augmenté  du 
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nombre  dos  polygones,  est  égal  au  nombre  des  côtés  intérieurs  aug- 
menté de  l'unité. 

Le  théorème  d'Euler  est  une  conséquence  immédiate  du  théorème 
renfermé  dans  Téquation 

S4-F  =  A4-i. 

En  effet,  supposons  que  F  représente  le  nombre  des  faces  qui  com- 
posent la  surface  convexe  d'un  polyèdre  et  que  S  et  A  soient  les 
nombres  de  sommets  et  d'arêtes  renfermés  dans  cette  même  surface. 
Si,  dans  la  surface  du  polyèdre,  on  supprime  une  des  faces,  les  faces 
restantes,  dont  le  nombre  sera  F  —  i,  pourront  être  considérées  comme 
formant  une  suite  de  polygones  renfermés  dans  le  contour  de  la  face 
supprimée;  et,  par  suite,  les  nombres  S,  A  et  F  —  i  devront  satisfaire 
au  théorème  démontré.  En  effet,  soit  que  les  polygones  soient  compris 
dans  un  seul  et  même  plan,  ou  dans  des  plans  différents,  le  théorème 
n'en  existe  pas  moins,  puisqu'il  ne  dépend  que  du  noftibre  des  poly- 
gones et  du  nombre  de  leurs  éléments.  On  aura  donc,  en  considérant 
la  surface  d'un  polyèdre, 

S -h  (F —  i)  — A -4-1 
ou 

(2)  S4-F=:A-ha, 

ce  qui  renferme  le  théorème  d'Euler. 

Je  reviens  maintenant  au  théorème  général  dont  les  deux  théorèmes 
précédents  ne  sont  que  des  cas  particuliers,  et  je  vais  commencer  par 
en  faire  l'application  à  quelques  cas  simples. 

Supposons  d'abord  que  l'on  prenne  un  point  dans  l'intérieur  d'une 
pyramide  triangulaire  et  que,  de  ce  point  aux  quatre  sommets,  on  mène 
quatre  droites,  on  séparera  la  pyramide  donnée  en  quatre  nouvelles 
pyramides  triangulaires,  qui  fourniront  cinq  sommets,  dix  faces  et  dix 
arêtes.  Dans  ce  cas,  la  somme  faite  du  nombre  des  arêtes  et  du  nombre 
des  polyèdres  est  quatorze;  celle  du  nombre  des  sommets  et  du  nombre 
des  faces,  étant  quinze,  surpasse  quatorze  d'une  unité;  ce  qui  vérifie  le 
théorème. 
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Supposons,  en  second  lieu,  que  d'un  point  pris  dans  Tintérieur  d'un 
hexaèdre  on  mène  huit  droites  aux  huit  sommets;  l'hexaèdre  sera  par- 
tagé en  six  pyramides  quadrangulaires,  qui  fourniront  neuf  sommets, 
dix-huit  faces  et  vingt  arêtes.  Dans  ce  cas,  le  nombre  des  arêtes  et 
celui  des  polyèdres  forment  une  somme  égale  à  vingt-six;  la  somme 
faite  du  nombre  des  faces  et  de  celui  des  sommets  étant  vingt-sept, 
surpasse  la  première  d'une  unité,  ce  qui  vérifie  le  théorème. 

Supposons  enfin  que  l'on  prenne  un  polyèdre  quelconque,  dont  la 
surface  renferme  un  nombre /de  faces,  un  nombre  a  d'arêtes  et  un 
nombre  s  de  sommets;  et  que  d'un  point  pris  dans  l'intérieur  du 
polyèdre  on  mène  s  droites  aux  différents  sommets.  On  divisera  le 
polyèdre  en  autant  de  pyramides  qu'il  y  avait  de  faces;  et  l'on  formera 
a  l'intérieur  autant  de  faces  qu'il  y  avait  d'arêtes  à  l'extérieur,  et 
autant  d'arêtes  qu'il  y  avait  de  sommets  à  l'extérieur.  On  aura  donc 
en  tout  /  pyramides  qi|i  fourniront  5-hi  sommets,  /-f-a  faces  et 
a-\-s  arêtes.  Dans  ce  cas,  le  nombre  des  pyramides  et  celui  des  arêtes 
forment  une  somme  égale  à 

/-f-(a-4-5), 

et  le  nombre  des  faces  forme  avec  celui  des  sommets  une  somme  égale  à 

(/-h  a) -h  (5  +  1). 

Cette  dernière  somme  surpasse  la  première  d'une  unité,  ce  qui  vérifie 
le  théorème. 

Considérons  maintenant  le  théorème  dont  il  s'agit  dans  le  cas  le 
plus  général,  et  supposons  un  nombre  P  de  polyèdres  renfermés  darjs 
un  polyèdre  donné. 

Soient  : 

S  le  nombre  des  sommets  de  ces  divers  polyèdres; 
F  le  nombre  de  leurs  faces  ; 
A  le  nombre  de  leurs  arêtes. 

Divisons  toutes  les  faces  en  triangles  par  des  diagonales,  et  soit/i  le 
nombre  de  ces  diagonales,  le  nombre  total  des  triangles  dans  lesquels 
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les  faces  des  différents  polyèdres  seront  divisées  sera  F  -+-  /i.  Supposons 
maintenant  que  Ton  décompose  chaque  polyèdre  en  pyramides  triangu- 
laires, en  faisant  passer  par  un  des  sommets  et  les  côtés  des  triangles 
non  adjacents  des  faces  triangulaires.  Soient  P-+-/i  le  nombre  des 
pyramides  ainsi  formées  dans  les  différents  polyèdres,  a  le  nombre  des 
nouvelles  arêtes  qui  en  résultent.  Le  nombre  des  nouveaux  triangles 
qui  forment  les  faces  de  ces  pyramides  sera  p-^  a.  Pour  n'en  con- 
vaincre, il  suffit  d'observer  que  si,  parmi  ces  différentes  pyramides,  on 
construit  d'abord  celles  qui  avoisinent  la  surface  de  chaque  polyèdre, 
on  n'aura  jamais,  pour  former  chaque  pyramide,  qu'une  ou  deux  faces 
nouvelles  à  construire;  et  qu'il  en  résultera,  dans  le  premier  cas,  une 
nouvelle  pyramide  seulement;  dans  le  second  cas,  une  nouvelle  pyra- 
mide et  une  nouvelle  arête.  Il  suit  de  là  que,  après  la  décomposition  des 
polyèdres  en  pyramides  triangulaires,  le  nombre  total  des  pyramides 

étant 

P-h/? 


et  celui  des  arêtes  étant 


celui  des  faces  sera 


-h  n  -h  «, 


-f-  /i  -h  a 


Quant  à  celui  des  sommets,  il  sera  toujours  égal  à  S. 

Supposons  maintenant  que  l'on  enlève  successivement  du  polyèdre 
total  les  diverses  pyramides  triangulaires  qui  le  composent,  de  manière 
k  n'en  laisser  subsister  à  la  fin  qu'une  seule,  en  commençant  par  celles 
qui  ont  des  triangles  situés  sur  la  surface  extérieure  du  polyèdre  donné, 
et  n'enlevant  dans  la  suite  que  celles  dont  une  ou  plusieurs  faces  auront 
été  découvertes  par  des  suppressions  antérieures.  Chaque  pyramide 
que  l'on  enlèvera  aura  une,  deux  ou  trois  faces  découvertes. 

Soient  : 

p'  le  nombre  des  pyramides  qui  ont  une  face  découverte  au  moment 

où  on  les  enlève; 
/>"  le  nombre  des  pyramides  qui  ont  alors  deux  faces  découvertes; 
p'"  le  nombre  des  pyramides  qui  ont  alors  trois  faces  découvertes. 
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La  destruction  de  chaque  pyramide  sera  suivie,  dans  le  premier  cas, 
de  la  destruction  d'une  face;  dans  le  deuxième  cas,  de  la  destruction 
de  deux  faces  et  de  Tarête  commune  à  ces  deux  faces;  dans  le  troisième 
cas,  de  la  destruction  d'un  sommet,  de  trois  faces  et  de  trois  arêtes.  11 
suit  de  là  que,  au  moment  où  Ton  aura  détruit  toutes  les  pyramides  à 
l'exception  d'une  seule,  le  nombre  des  sommets  détruits  sera 


P''^ 


celui  des  pyramides  détruites 


/>' -h /?' -h />', 
celui  des  triangles  détruits 

p'  -h  2/?"  -h  Zp' 

et  celui  des  arêtes  détruites 

Le  nombre  des  sommets  restants  pourra  donc  être  représenté  par 

S-/?^-4. 
celui  des  pyramides  restantes  par 

celui  des  triangles  restants  par 

F-h/iH-a-h/?—  (/?'-+- 2/?'-+- 3/?*')  —  4 

et  celui  des  arêtes  restantes  par 

A  -h  /iH-  a  —  (/?'-h  '^p")  -  6. 

Si  l'on  ajoute  la  première  des  équations  précédentes  à  la  troisième, 
on  aura 

S-f-F-H/i-ha-^p  —  (/?'-h  2/>''-i-  ^p")  —  8.      . 

Si  l'on  ajoute  la  deuxième  à  la  quatrième,  on  aura 

A-hP-h/i-haH-/?  — (/>'-i-2//-h4/>''j  -  7. 
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Si  Ton  retranche  Tune  de  l'autre  les  deux  équations  que  nous  venons 
de  trouver,  on  aura 

ou 

s  -+-  F  —  A  -4-  P  4-  I .  C.  Q.  F.  D. 

On  peut  encore  arriver  à  Téquation  précédente  sans  avoir  recours  à 
la  décomposition  des  polyèdres  en  pyramides  triangulaires.  En  effet, 
supposons  les  divers  polyèdres  réunis  successivement  autour  de  Fun 
d'eux  pris  à  volonté. 

Soient  : 

a,  /,  s  les  nombres  d'arêtes,  de  faces  et  de  sommets  de  ce  premier 

polyèdre; 
a',/',  s' les  nombres  des  arêtes,  faces  et  sommets  du  deuxième  polyèdre 

qui  ne  lui  sont  pas  communs  avec  le  premier; 
a!\J\  s"  les  nombres  des  arêtes,  faces  et  sommets  du  troisième  polyèdre 
.  qui  ne  lui  sont  pas  communs  avec  les  deux  premiers. 

Vous  aurez,  en  vertu  du  théorème  d'Euler  et  du  théorème  sur  les 
polygones  (uotrle  Corollaire,  p.  19), 

s  -♦-/  =:  a  4-a, 
5'4-/'zi=a'-f-i, 


En  ajoutant  ces  équations,  qui  sont  en  nombre  égal  à  P,  et  obser- 
vant que 

5  4-  5'  -+-  5'  -+-...—  s,        /  4-  /'  H- /" -h . . .  =  F,         a  H-  a'  -H  a'  -h . . .  =:  A , 


on  aura 


(3)  S4-F  =  A4-P4-i. 

Corollaire.  —  Si  l'on  représente  par  5,  a  et/les  nombres  de  sommets, 
arêtes  et  faces  compris  dans  la  surface  extérieure  du  polyèdre  donné, 
par  ^,,  a,  et/  les  nombres  de  sommets,  arêtes  et  faces  situés  à  Tinté- 
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•io 


rieur,  on  aura 


S=rS-|-5„  A— a -h  a,,  ¥=:/-{-/,, 


On. aura  d'ailleurs,  en  vertu  du  théorème  d'Euler, 
Par  suite,  Téquation  (3)  deviendra 

.V;-h/,  — a,-+-  P4»  I. 


ORuvré»  de  C.  —  S.  II,  t.  I. 
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SECOND   MÉMOIRE  ">• 


Journal  de  l'École  Pol/ technique,  XVI*  Cahier,  Tome  IX,  p.  ^7;  i8i3, 


Dans  le  Mémoire  que  j'eus  l'honneur  de  présenter  l'année  dernière 
k  la  Classe,  j'avais  réuni  quelques  recherches  sur  les  polygones  et  les 
polyèdres  réguliers  et  irréguliers,  et  j'avais  généralisé  le  théorème 
d'Euler  sur  le  nombre  des  éléments  qui  constituent  un  polyèdre  quel- 
conque. MM.  Legendre  et  Malus,  dont  le  rapport  a  déterminé,  en  faveur 
de  ce  Mémoire,  l'approbation  de  la  Classe,  m'engagèrent  dès  lors  à 
poursuivre  mon  travail  et  à  chercher  la  démonstration  du  théorème  ren- 
fermé dans  la  définition  9,  placée  à  la  tête  du  onzième  Livre  des  Éléments 
(VEucliâey  savoir  que  deux  polyèdres  convexes  sont  égaux  lorsqu'ils 
sont  compris  sous  un  même  nombre  de  faces  égales  chacune  à  chacune. 
J'ai  examiné,  en  conséquence,  avec  beaucoup  de  soin,  les  démonstra- 
tions que  M.  Legendre  avait  déjà  données  de  ce  théorème  dans  plu- 
sieurs cas  particuliers;  et,  en  développant  les  principes  dont  il  avait 
fait  usage,  je  suis  parvenu  à  démontrer,  d'une  manière  générale,  le 
théorème  dont  il  s'agit  et  quelques  autres  qui  s'y  rapportent.  Ces 
théorèmes  sont  de  deux  espèces  :  les  uns  sont  relatifs  aux  polygones 

(1)  Lu  à  la  première  Classe  de  l'Institut,  dans  la  séance  du  20  janvier  1S12,  par 
Â.-L.  Caucuy,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 
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convexes  rectilignes  et  sphériques;  les  autres  aux  angles  solides  et 
aux  polyèdres  convexes.  Je  vais  les  exposer  successivement  dans  les 
deux  Parties  de  ce  Mémoire. 


PREMIÈRE   PARTIE. 

Théorèmes  sur  les  polygones  convexes  rectilignes  et  sphériques, 

M.  Legendre  a  démontré,  dans  ses  Éléments  de  Géométrie  sur  les 
triangles  rectilignes  et  sphériques,  un  théorème  qu'on  peut  énoncer  de  la 
manière  suivante  : 

Théorème  I .  —  Si,  dans  un  triangle  rectiligne  ou  sphérique  ABC  {fig*  i  ) 
dont  deux  côtés  AB,  AC  sont  invariables,  on  fait  croître  ou  diminuer 
l'angle  A  compris  entre  ces  côtés,  le  côté  opposé  BC  croîtra  dans  le 
premier  cas  et  diminuera  dans  le  second. 

Fig.  i/ 


On  peut  généraliser  ce  théorème  de  la  manière  suivante  : 

« 

Théorème  II.  —  Si,  dans  un  polygone  convexe  rectiligne  ou  sphé- 
rique ABCDEFG  {fig.  2),  dont  tous  les  côtés  AB,  BC,  CD,  ...,  FG,  à 
l'exception  d'un  seul  AG,  sont  supposés  invariables,  on  fait  croître  ou 
décroître  simultanément  les  angles  B,  C,  D,  E,  F,  G  compris  entre  ces 
mêmes  côtés,  le  côté  variable  AG  croîtra  dans  le  premier  cas  et  décroîtra 
dans  le  second. 

Démonstration.  —  Supposons  d'abord  que  l'on  fasse  croître  l'angle  ABC 
tout  seul;  alors,  dans  tout  le  polygone  ABCDEFG,  il  n'y  aura  que  le 
triangle  ABC  de  variable;  et,  dans  ce  triangle  même,  il  n'y  aura  de 
variable  que  le  côté  AG  et  les  angles  :  mais  l'angle  ABG  devant  croître 
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par  l'hypothèse,  le  côté  yariablc  AG  croîtra  nécessairement.  On  ferait 
voir  (le  même  que  les  angles  G,  D,  E,  ...  venant  à  croître  successive- 
ment, le  côté  AG  ira  toujours  en  croissant.  L'accroissement  simultané 


de  ces  mêmes  angles  devant  produire  le  même  effet  que  leur  accrois- 
sement successif,  ne  pourra  qu'augmenter  la  droite  en  question. 

On  prouverait  de  même  que  la  diminution  simultanée  des  angles  B, 
C,  D,  E,  F  entraînerait  celle  du  côté  variable  AG. 

Théorème  III.  —  Si,  dans  un  polygone  connexe  recUligne  ou  sphé- 
rique  ABCDEFG  {fig^  3)  dont  les  côtés  sont  invariables  y  on  fait  varier 
tous  les  angles,  ceux-ci  ne  pourront  tous  varier  dans  le  même  sens,  soit 
en  plus,  soit  en  moins. 


Démonstration.  —  En  effet,  on  vient  de  voir,  dans  le  théorème  précé- 
dent, que  tous  les  angles  non  adjacents  à  un  même  côté  ne  peuvent  v.v 
rier  dans  le  même  sens  sans  que  le  côté  lui-même  augmente  ou  diminue. 

Théorème  IV.  —  5/,  dans  un  polygone  convexe  rectiligne  ou  sphérique, 

% 

dont  les  côtés  sont  invariables,  on  fait  varier  tous  les  angles  et  que. 
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passant  ensuite  en  revue  ces  mêmes  angles^  on  les  classe  en  différentes 
séries  en  plaçant  dans  une  même  série  tous  les  angles  qui,  pris  consécutif 
vement,  varient  dans  le  même  sens,  les  séries  composées  d'angles  qui 

4 

varieront  en  plus  seront  toujours  en  même  nombre  que  les  séries  composées 
d'angles  qui  varieront  en  moins  et^  par  suite,  le  nombre  total  des  séries 
sera  pair. 

Démonstration.  —  On  vient  de  prouver  que  tous  les  angles  ne  peuvent 
varier  dans  le  même  sens.  Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  que,  si  Ton  fait 
le  tour  du  polygone,  on  trouvera  les  différentes  séries  alternativement 
composées  d'angles  qui  varieront  en  plus  et  d'angles  qui  varieront  en 
moins.  Si,  par  exemple,  la  première  série  est  composée  d'angles  qui 
varient  en  plus,  la  troisième,  la  cinquième,  la  septième, ...  séries  seront 
aussi  composées  d'angles  qui  varieront  en  plus  et,  en  général,  toutes 
les  séries  d'ordre  impair  seront  de  même  nature  que  la  première  série. 
Il  est  donc  impossible  que  la  dernière  série  soit  une  série  de  rang 
impair;  car,  étant  de  même  nature  que  la  première,  elle  se  confondrait 
avec  elle.  La  dernière  série  est  donc  une  série  de  rang  pair  et,  par  suite, 
le  nombre  total  des  séries  est  pair. 

Théorème  V.  —  '  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème 
précédent,  le  nombre  des  séries  sera  toujours  au  moins  égal  à  4- 

Démonstration.  —  Nous  venons  de  prouver  qu'il  est  nécessairement 


pair;  il  reste  à  faire  voir  qu'il  ne  peut  être  égal  à  2.  Et,  en  effet,  si  dans 
le  polygone  ABCDEFGH  {Jig.  4),  dont  les  côtés  sont  invariables,  tous 
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les  angles  que  Ton  suppose  variables  pouvaient  être  classés  en  deux 
séries,  savoir  :  une  série  d'angles  A,  B,  C,  D  variables  en  plus  et  une 
série  d'angles  Ë,  F,  G,  H  variables  en  moins,  la  diagonale  AË,  qui  ne 
laisse  d'un  côté  que  des  angles  B,  G,  D  variables  en  plus  et,  de  Tautre, 
que  des  angles  F,  G,  H  variables  en  moins,  devrait  à  la  fois  croître  et 
décroître,  ce  qui  est  absurde. 

Il  y  aura  donc  toujours  au  moins  quatre  séries,  savoir  :  deux  séries 
d'angles  qui  varieront  en  plus  et  deux  séries  d'angles  qui  varieront  en 

moins. 

• 

Théorème  VL  —  Les  mimes  choses  étant  posées  que  dans  les  deux 
théorèmes  précédents,  si  Von  passe  en  revue  tous  les  angles  du  polygone 
et  qu'on  les  compare  deux  à  deux  dans  l* ordre  où  ils  se  présentent  relati- 
s^ement  aux  signes  de  leurs  variations,  on  trouvera,  en  faisant  le  tour  du 
polygone,  au  moins  quatre  changements  de  signes. 

Démonstration.  —  En  effet,  on  vient  de  voir  qu'il  y  aura  toujours  au 
moins  deux  séries  d'angles  qui  varieront  en  plus  et  deux  séries  d'angles 
qui  varieront  en  moins.  La  variation  du  dernier  angle  de  chaque  série 
étant  toujours  de  signe  contraire  à  celui  de  la  variation  du  premier 
angle  de  la  série  suivante,  *les  quatre  séries  dont  il  est  question  four- 
niront évidemment  quatre  changements  de  signes. 

Nota.  —  Les  trois  théorèmes  précédents  n'ont  lieu  que  pour  des 
polygones  de  plus  de  trois  côtés  et  non  pour  des  triangles  dans  les- 
quels l'invariabilité  dès  angles  entraîne  celle  des  côtés. 

Théorème  VIL  —  Si,  dans  un  polygone  convexe  rectiligne  ou  sphérique 
de  plus  de  quatre  côtés,  on  suppose  non  seulement  les  côtés,  mais  aussi 
plusieurs  angles  invariables  et  qu'on  fasse  varier  les  angles  restants, 
puis  qucy  passant  en  revue  tous  les  angles  variables  du  polygone,  on  les 
classe  en  différentes  séries,  en  plaçant  dans  une  même  série  tous  ceux  qui, 
pris  consécutivement  ou  séparés  les  uns  des  autres  par  les  angles  inva- 
riables, varient  dans  le  même  sens,  on  trouvera  toujours  au  moins  quatre 
séries  d'angles  variables  :  savoir,  deux  séries  d'angles  variables  en  plus 
et  deux  séries  d'angles  variables  en  moins. 


SUR  LES  POLYGONES  ET  LES  POLYÈDRES.      31 

Démonstration.  —  Avec  les  sommets  qui  correspondent  aux  angles 
variables  du  polygone  donné  formez  un  second  polygone.  Il  est  facile 
de  voir  que  les  côtés  de  ce  second  polygone  seront  invariables  et  que 
ses  angles  seront  en  même  nombre  et  éprouveront  les  mêmes  variations 
que  les  angles  variables  du  premier  polygone. 

Supposons,  par  exemple,  que,  dans  le  polygone  donné 

kabc^deCfgl}  {fig.5), 

À,  B,  C,  D  soient  les  seuls  angles  variables.  Joignez  AB,  BG,  CD,  ..., 
vous  diviserez  le  polygone  donné  en  plusieurs  parties  dont  la  princi- 

Fig.  5. 


pale  sera  le  polygone  intérieur  ABÇD,  composé  d'autant  de  côtés  que 
le  polygone  donné  avait  d'angles  variables.  De  plus,  il  est  facile  de  voir 
que  ce  second  polygone  sera  la  seule  partie  variable  dans  le  polygone 
donné.  Et,  en  effet,  les  angles  a,  6,  c,  ...,  rf,  c,  ...  étant  invariables, 
ainsi  que  les  côtés  adjacents,  les  polygones  extérieurs  AabcB,  BdeC, ... 
sont  nécessairement  invariables..  Il  suit  de  là  : 

i'^  Que  les  côtés  AB,  BC,  CD,  ...  qui  font  partie  de  ces  polygones 
extérieurs  sont  invariables; 

2**  Que  la  différence  de  chacun  des  angles  variables  du  polygone 
donné  avec  Tangle  du  polygone  intérieur  qui  a  même  sommet  étant  tou- 
jours représentée,  ou  par  l'angle  d'un  polygone  extérieur  tel  que  ÇDg-, 
ou  par  la  somme  de  deux  angles  de  cette  espèce  tels  que  DC/,  BC<?, 
cette  différence  est  nécessaireinent  constante  et,  par  suite,  que  les 
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angles  du  polygone  ABCD  varient  de  la  même  quantité  que  les  angles 
variables  du  polygone  donné. 

Cela  posé,  il  est  évident  que  les  séries  d'angles  variables,  soit  en  plus, 
soit  en  moins,  seront  en  même  nombre  de  part  et  d'autre.  D'ailleurs 
(d'après  le  théorème  V),  les  angles  du  polygone  ABCD  doivent  former 
au  moins  quatre  séries  :  savoir,  deux  séries  d'angles  variables  en  plus 
et  deux  séries  d'angles  variables  en  moins.  Il  en  sera  donc  de  même 
des  angles  variables  du  polygone  donné. 

Nota.  —  Le  polygone  ABCD  ne  pouvant  avoir  moins  de  quatre  côtés, 
puisque  l'on  suppose  ses  angles  variables,  le  polygone  donné  ne  peut 
avoir  moins  de  cinq  côtés  ni  moins  de  quatre  angles  variables. 

Théorème  VIIL  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème 
précédent,  si  l'on  passe  en  revue  tous  les  angles  variables  du  polygone  et 
quon  les  compare  deux  à  deux  dans  l'ordre  où  ils  se  présentent  relati- 
vement aux  signes  de  leurs  variations,  on  trouvera  toujours,  en  faisant  le 
tour  du  polygone,  au  moins  quatre  changements  de  signes. 

Démonstration.  —  En  effet,  on  vient  de  voir  qu'il  y  aura  toujours  au 
moins  deux  séries  d'angles  qui  varieront  en  plus  et  deux  séries  d'angles 
qui  varieront  en  moins.  La  variation  du  dernier  angle  de  chaque  série 
étant  toujours  de  signe  contraire  à  celui  de  la  variation  du  premier 
angle  de  la  série  suivante,  les  quatre  séries  dont  il  est  question  fourni- 
ront quatre  changements  de  signes. 


SECONDE  PARTIE. 
Théorèmes  sur  les  angles  solides  et  les  polyèdres  convexes. 

On  sait  qu'un  angle  solide  peut  toujours  être  représenté  par  le  poly- 
gone sphériquc  qu'on  obtient  en  coupant  cet  angle  solide  par  une 
sphère  décrite  de  son  sommet  comme  centre  avec  un  rayon  pris  à 
volonté.  Les  côtés  du  polygone  sphérique  mesurent  les  angles  plans  qui 
composent  l'angle  solide,  et  les  angles  du  polygone  mesurent  les  coins 
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compris  entre  leurs  plans  ou,  si  Ton  veut,  les  inclinaisons  sur  les 
différentes  arêtes  de  Tangle  solide.  Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  que 
si,  dans  les  théorèmes  I,  II,  III,  IV,  V,  VI,  VII  et  VIII,  on  substitue  les 
noms  d'angles  solides,  d'angles  plans  et  d'inclinaisons  sur  les  arêtes 
à  ceux  de  polygone  sphérique,  de  côtés  et  d'angles,  on  obtiendra  autant 
de  théorèmes  sur  les  angles  solides.  Nous  nous  contenterons  d'énoncer 
ici  ceux  qui  correspondent  aux  théorèmes  VI  et  VIII  démontrés  ci- 
dessus. 

Théorème  IX.  —  5i,  dans  un  angle  solide  à  plus  de  trois  faces  et  dont 
les  angles  plans  sont  invariables,  on  fait  varier  les  inclinaisons  sur  toutes 
les  arêtes  et  que,  passant  ensuite  en  revue  ces  mêmes  inclinaisons,  on  les 
compare  deux  à  deux  dans  l'ordre  où  elles  se  présentent  relativement  aux 
signes  de  leurs  variations,  on  trouvera  toujours,  en  faisant  le  tour  de 
l'angle  solide,  au  moins  quatre  changements  de  signes. 

Théorème  X.  —  Si,  dans  un  angle  solide  à  plus  de  quatre  faces,  on 
suppose  non  seulement  les  angles  plans,  mais  encore  les  inclinaisons  sur 
quelques  arêtes  invariables  et  qu'on  fasse  varier  les  inclinaisons  sur  les 
arêtes  restantes,  dont  le  nombre  doit  être  au  moins  égal  à  4f  puis  que, 
passant  en  revue  les  arêtes  sur  lesqjielles  les  inclinaisons  v^arient,  on 
compare  ces  inclinaisons  deux  à  deux  dans  r ordre  où  elles  se  présentent 
relativement  aux  signes  de  leurs  variations,  on  trouvera  toujours,  en 
faisant  le  tour  de  l'angle  solide,  au  moins  quatre  changements  de  signes. 

Théorème  XI.  —  Dans  un  polyèdre  quelconque,  la  somme  faite  du 
nombre  des  faces  et  de  celui  des  sommets  surpasse  de  deux  unités  le 
nombre  des  arêtes. 

Ce  théorème  a  été  découvert  par  Euler.  On  en  peut  voir  une  démons- 
tration ingénieuse  dans  les  Éléments  de  Géométrie  de  M.  Legendre. 

Si  l'on  représente  par  S  le  nombre  des  sommets  d'un  polyèdre  quel- 
conque, par  H  le  nombre  de  ses  faces,  par  A  le  nombre  de  ses  arêtes, 
le  théorème  précèdent  fournira  l'équation 

S  -+-  H  :=  A  -h  2, 

QEuvreî  de  C.  —  S.  Il,  l.  I.  5 
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ou 

A-H  =  S~2. 

Corollaire.  —  Soient  : 

a  le  nombre  des  triangles; 
h  le  nombre  des  quadrilatères; 
c  le  nombre  des  pentagones; 
d  le  nombre  des  hexagones; 
e  le  nombre  des  heptagones,  etc., 

qui  composent  la  surface  d'un  polyèdre,  on  aura 

H=    an-    b-¥-    c-^    d-h    e-+-..., 

et,  par  suite, 

« 

4(  A  —  H  )  =  aa  H-  4  ^  -f-  6c  -h  8rf  -hioe  -+-...  ; 

d'ailleurs,  par  ce  qui  précède, 

A-Hz=S-a; 

on  aura  donc  aussi 

4S  —  S  =  2a-h^b-^6c  -h^d-hioe  -^. . .. 

Théorème  XIL  —  Si  l'on  conçoit  la  surface  d'un  polyèdre  décomposée 
en  plusieurs  portions,  chaque  portion  du  polyèdre pou^^ant  être,  à  volonté, 
ou  une  face  seule,  ou  le  système  de  pUisieurs  faces  voisines  considérées 
comme  ne  formant  quun  seul  groupe,  le  théorème  d'Euler  aura  lieu 
entre  le  nombre  des  portions  dont  il  s'agit,  le  nombre  des  arêtes  qui 
sentent  de  limites  à  ces  mêmes  portions  et  le  nombre  des  sommets  compris 
entre  ces  arêtes;  c'est-à-dire  que  la  somme  faite  du  nombre  des  portions 
et  de  celui  des  arêtes  qui  les  terminent  surpassera  de  deux  unités  le  nombre 
de  ces  mêmes  arêtes. 

Démonstration.  —  Le  théorème  dont  il  s'agit  aurait  évidemment  lieu, 

si  les  droites  qui  terminent  chaque  portion  du  polyèdre  se  trouvaient 

ta 

dans  un  même  plan;  car  alors  on  pourrait  former  un  nouveau  polyèdre 
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en  substituant  à  chaque  portion  yne  face  plane  terminée  au  même 
contour. 

Cela  posé,  il  est  facile  de  sentir  que  le  théorème  doit  encore  avoir 
lieu  dans  l'hypothèse  contraire  à  celle  que  Ton  vient  de  faire;  car  le 
nombre  des  portions,  celui  des  arêtes  qui  leur  servent  de  contour  et 
celui  des  sommets  compris  entre  ces  arêtes  restent  les  mêmes  dans  les 
deux  cas. 

Si  Ton  représente  par  H  le  nombre  des  portions  dont  il  s'agit,  par  A 
le  nombre  des  arêtes  qui  les  terminent,  par  S  le  nombre  des  sommets 
compris  entre  ces  arêtes,  on  aura,  comme  précédemment, 

S-HH=:A  -f-2, 

ou 

A--H  =  S-2. 

Corollaire.  —  Soient  : 

a  le  nombre  des  portions  du  polyèdre  terminées  par  un  contour  de  trois 

arêtes  ; 
b  le  nombre  des  portions  terminées  par  un  contour  de  quatre  arêtes; 
c,  d,e,  ...  le  nombre  des  portions  terminées  par  un  contour  de  cinq, 

de  six,  de  sept,  . . .  arêtes; 


on  aura 


H=    a-h    6-f-    C4-    t/-+-      c-H-..., 
aA  =  3a-h  4^ -H  5c -+- 6û?-+-  7^-+-..., 
4 ( A  —  H  )  =  2 a -H  4  ^  H- 6c -+- 8<i -H  I oe  H- . . . 


et,  par  suite, 


4S  —  8=:2rtH-4ÔH-6c-h8c/-H  loe-h. . .. 


4 


Les  théorèmes  précédents  vont  nous  donner  les  moyens  de  démontrer 
le  théorème  renfermé  dans  la  définition  IX  du  onzième  Livre  d'Euclide. 
Ce  dernier  peut  être  énoncé  de  la  manière  suivante  : 

Théorème  XIIL  —  Dans  un  polyèdre  convexe  dont  toutes  les  faces  sont 
invariables  s  les  coins  compris  entre  les  faces  ou,  ce  qui  revient  au  même^ 
les  inclinaisons  sur  les  différentes  arêtes  sont  aussi  invariables  ;  en  sorte 
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que,  avec  les  mêmes  faces  y  on  ne  p^ut  construire  qu'un  second  polyèdre 
convexe  symétrique  du  premier. 

Démonstration.  —  En  effet,  supposons,  contre  l'énoncé  ci-dessus, 
que  l'on  puisse  faire  varier  les  inclinaisons  des  faces  adjacentes  sans 
détruire  le  polyèdre  et,  pour  simplifier  encore  la  question,  supposons 
d'abord  que  l'on  puisse  faire  varier  toutes  les  inclinaisons  à  la  fois. 
Les  inclinaisons  sur  certaines  arêtes  varieront  en  plus;  les  inclinaisons 
sur  d'autres  arêtes  varieront  en  moins,  et  en  comparant  deux  à  deux, 
relativement  aux  signes  de  leurs  variations,  les  inclinaisons  des  arêtes 
qui,  dans  chaque  face,  aboutissent  aux  mêjnes  sommets,  on  trouvera, 
en  passant  successivement  d'une  arête  à  l'autre,  plusieurs  changements 
de  signes.  C'est  le  nombre  de  ces  changements  que  nous  allons  cher- 
cher à  déterminer. 

Soient  (comme  ci-dessus,  théorème  XI)  : 

S  le  nombre  des  angles  solides  du  polyèdre; 
H  le  nombre  de  ses  faces; 
A  le  nombre  de  ses  arêtes; 

on  aura  (par  le  théorème  XI) 

Cela  posé,  il  suit  du  théorème  IX  que  chaque  angle  solide  doit 
fournir  au  moins  quatre  Changements  de  signes  entre  les  variations 
d'inclinaison  sur  les  arêtes  qui  le  composent.  La  surface  totale  du 
polyèdre  devra  donc  fournir  un  nombre  de  changements  de  signes  au 
moins  égal  a  4S;  reste  à  savoir  si  cela  est  possible. 

Or,  si  l'on  compare  successivement  deux  à  deux  les  différentes 
arêtes  qui  composent  une  même  face,  on  trouvera  que  chaque  face 
triangulaire  contenant  toujours  au  moins  deux  arêtes  sur  lesquelles  les 
variations  d'inclinaison  sont  de  même  signe,  ne  pourra  fournir  au  plus 
que  deux  changements  de  signes.  Les  quadrilatères  pourront  fournir 
chacun  quatre  changements  de  signes;  mais  les  pentagones  se  trouvant 
dans  le  même  cas  que  les  triangles  n'en  fourniront  chacun  que  quatre 
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au  plus,  comme  les  quadrilatères.  En  continuant  de  même,  on  fera  voir 
que  les  hexagones  et  les  heptagones  ne  pourraient  fournir  chacun  plus 
de  six  changements  de  signes,  que  les  octogones  et  les  ennéagones  n'en 
pourraient  fournir  chacun  plus  de  huit  et  ainsi  de  suite.  Il  suit  de  là 
que  toutes  les  faces  du  polyèdre  ne  pourront  fournir  ensemble  plus 

de  changements  de  signes  qu'il  n'y  a  d'unités  dans  la  somme  faite  de 

« 

deux  fois  le  nombre  des  triangles,  de  quatre  fois  celui  des  quadrila- 
tères, de  quatre  fois  celui  des  pentagones,  de  six  fois  celui  des  hexa- 
gones, etc.,  ou  dans 

Mais,  si  Ton  compare  ce  résultat  à  la  valeur  de  /|S  —  8  trouvée  plus 
haut,  il  sera  facile  de  voir  qu'il  ne  peut  jamais  la  surpasser.  Il  est  donc 
impossible  d'obtenir  entre  les  variations  d'inclinaison  sur  toutes  les 
arêtes  un  nombre  de  changements  de  signes  au  moins  égal  à  4  S  ;  on  ne 
peut  donc  changer  à  la  fois  les  inclinaisons  sur  toutes  les  arêtes. 

Si  l'on  suppose,  en  second  lieu,  que  dans  le  polyèdre  donné,  non  seu- 
lement les  faces,  mais  encore  les  inclinaisons  sur  plusieurs  arêtes  restent 
invariables  et  que  cependant  on  puisse,  sans  détruire  le  polyèdre,  faire 
varier  les  inclinaisons  sur  les  arêtes  restantes,  alors,  pour  démontrer 
l'absurdité  de  l'hypothèse,  il  suffira  de  concevoir  la  surface  du  polyèdre 
décomposée  en  autant  de  portions  que  les  arêtes  sur  lesquelles  les  incli- 
naisons varient  forment  de  contours  différents,  et  d'appliquer  aux  por- 
tions, aux  arêtes  qui  les  terminent  et  aux  sommets  compris  entre  ces 
arêtes,  les  mêmes  raisonnements  que  nous  avons  appliqués  dans  l'hypo- 
thèse précédente  aux  faces,  aux  arêtes  et  aux  sommets  du  polyèdre.  On 
y  parviendra  en  substituant,  dans  le  cours  de  la  démonstration,  les 
théorèmes  X  et  XII  aux  théorèmes  IX  et  XI  sur  lesquels  on  s'est  appuyé 
dans  le  premier  cas. 

Corollaire  /.  —  Il  suit  du  théorème  précédent  que  deux  polyèdres 
convexes^  compris  sous  un  même  nombre  de  faces  égales  et  semblablement 
placées  y  sont  ou  superposables  ou  symétriques  et,  dans  tes  deux  cas,  ils 
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sont  nécessairement  égaux.  C'est  en  quoi  consiste  le  théorème  renfermé 
dans  la  définition  IX  du  onzième  Livre  d*Euclide. 

Corollaire  IL  —  Il  suit  encore  du  théorème  précédent  que,  lorsque 
deux  polyèdres  convexes  sont  compris  sous  un  même  nombre  de  faces 
semblables  et  semblablement  placées,  le  deuxième  est  semblable  au  pre- 
mier ou  à  un  troisième  polyèdre  symétrique  du  premier.  C'est  en  quoi 
consiste  le  théorème  renfermé  dans  la  définition  X  du  Livre  déjà  cité. 


RECHERCHES  SUR  LES  NOMRRES. 


Journal  de  l' École  Polytechnique ,  XVI'  Cahier,  t.  IX,  p.  99;  181 3. 


M,  Lagrange  a  démontré,  le  premier,  dans  les  Mémoires  de  Berlin 
(année  1770),  le  théorème  suivant  : 

Étant  donnés  un  nombre  premier  p  et  deux  autres  nombres  entiers  B 
et  C  positifs  ou  négatifs,  mais  non  divisibles  par  /?,  on  peut  toujours 
trouver  deux  nombres  t  et  u,  tels  que  la  formule 

r«H-Bw«-hC 
soit  divisible  par  p. 

Ce  théorème  a  quelque  analogie  avec  un  autre  plus  simple  et  dont 
voici  renoncé  : 

9 

m 

Étant  donnés  un  nombre  premier  p  et  deux  autres  nombres  entiers  A 
et  B  positifs  ou  négatifs,  mais  non  divisibles  par  p,  on  peut  toujours 
trouver  un  nombre  x  tel  que  la  formule 

A^-hB 
soà  divisible  par  p. 

Ce  dernier  théorème  ayant  été  démontré  très  simplement  par  M.  Le- 
gendre  dans  son  Introduction  à  la  théorie  des  nombres,  l'analogie  m'a 
porté  à  croire  qu'il  devait  exister  une  démonstration  semblable  du 
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théorème  de  M.  Lagrange.  Le  travail  que  j'avais  entrepris  dans  le 
dessein  de  parvenir  à  cette  démonstration  m'a  conduit,  en  outre,  à  la 
démonstration  de  quelques  autres  théorèmes  que  je  vais  exposer  suc- 
cessivement, et  dont  plusieurs  me  paraissent  nouveaux. 

Pour  simplifier  les  énoncés  des  théorèmes,  j'appellerai  nombres  de 
même  forme,  relativement  à  un  diviseur  donné,  des  nombres  entiers 
qui,  étant  divisés  par  ce  diviseur,  donneront  des  restes  entiers  et  posi- 
tifs égaux.  Par  opposition,  j'appellerai  nombres  déforme  différence  des 
nombres  entiers  qui,  étant  divisés  par  le  diviseur  donné,  donneront 
des  restes  entiers  et  positifs  différents. 

Supposons  que 

rto,       aj,       £7j,        •  •  •  f       <tçt 

soient  une  série  de  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  composée  de 
a -h  I  termes  différents;  nous  représenterons  par  Uj.  le  terme  général 
de  cette  série  et  nous  dirons  alors  que  la  formule  a^.  peut  prendre 
successivement  a  -h  i  valeurs  différentes.  Si,  de  plus,  les  valeurs  par- 
ticulières 

«0»      ^t»      ^î»      •  •  •  >      ^a» 

de  la  formule  a^.,  sont  toutes  de  formes  différentes  relativement  à  un 
diviseur  donné,  nous  dirons  alors  que  la  formule  a^  peut  fournir  a  -f-  i 
valeurs  de  formes  différentes. 

Soient  de  même 


b^y     Oif     t>j,     •••,     ôp;        Co,    Cj,     Cj,     •••»     c 


r» 


des  séries  composées  chacune  de  termes  de  formes  différentes  relative- 
ment à  un  diviseur  donné;  nous  représenterons  par  i^,,  c^, ...  les  termes 
généraux  de  ces  séries  et  nous  dirons  que  les  formules  A^,^,, ...  peuvent 
fournir,  l'une  p  -h  i,  l'autre  y  -h  i  valeurs  de  formes  différentes. 

Cela  posé,  je  vais  passer  à  la  démonstration  des  théorèmes,  en  com- 
mençant par  ceux  qui  sont  déjà  connus. 

r 

Théorème  L  —  Soit,  pris  pour  diviseur,  un  nombre  entier  quelconque  n. 
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premier  ou  non  premier;  soit 

et  supposons  que  la  formule  a^  puisse  fournir  a  -h  i  valeurs  de  formes 
différentes  relativement  au  dis^iseur  n  ;  soit,  de  plus,  k  un  nombre  entier 
quelconque  positif  ou  négatif;  je  dis  que  les  formules 

k-^-ax        et        k  —  Gx 

fourniront  chacune  a  h-  i  valeurs  de  formes  différentes  relatii^ement  au 
diviseur  n. 

Démonstration.  —  Soient  a^  et  a,  deux  valeurs  de  la  formule  a„  les 
deux  valeurs  correspondantes  de  la  double  formule  k  ±  a^  seront 

kztorf     k±as; 

d'ailleurs,  la  différence  des  valeurs  a^,  a,  de  la  première  formule  ne 
pouvant  être  ni  nulle  ni  divisible  par  n,  il  en.sera  de  même  de  la  diffé- 
rence des  valeurs 

k±:ar9     k±ag 

de  la  double  formule  k  ±.  aj,,  puisque  cette  dernière  différence  est,  au 
signe  près,  égale  à  la  première.  Il  résulte  de  là  que  deux  valeurs  de  la 
formule 

A:  4-  «x        ou        k  —  ax 

sont  nécessairement  de  formes  différentes  relativement  à  n. 

Théorème  II.  —  Soi/,  pris  pour  diviseur  y  un  nombre  premier  p;  soit 

et  supposons  que  la  formule  a^  puisse  fournir  a  -h  i  valeurs  de  formes 
différentes  relativement  àp;  soit,  de  plus,  A  un  nombre  entier  quelconque 
positif  ou  négatif,  non  divisible  par  p\  je  dis  que  la  formule  ka^  four- 
nira aussi  a  -f- 1  valeurs  déformes  différentes. 

OEwres  de  C.  —  S.  H,  t.  I.  6 
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•        • 
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Démons tralion.  —  Soient  a^  et  a,  deux  valeurs  de  la  formule  a^..  I^s 
deux  valeurs  correspondantes  de  la  formule  Aa^  seront 

A  Or        et        Aa^; 

d'ailleurs,  les  deux  quantités  A  et  a^  —  a,  n'étant  point,  par  l'hypo- 
thèse, divisibles  par/?,  la  différence 

des  deux  valeurs  Aa^.,  Aa,  de  la  formule  Auj.  ne  pourra  être  non  plus 
divisible  par/?.  Il  suit  de  la  que  deux  valeurs  de  la  formule  Aa^  sont 
nécessairement  de  formes  différentes  relativement  à  n. 

Théorème  lil.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème 

précédent  et  k  étant  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif  la 

formule 

k -h  Aojs        ou        k  —  Aajg 

fournira  a  4- 1  valeurs  de  formes  différentes  relativement  à  p. 

Démonstration.  —  En  effet,  il  suit  du  théorème  I  que  la  formule 

k-hAOje  ou  k  —  AOj: 

fournira  autant  de  valeurs  de  formes  différentes  que  la  formule  Aa^.,  et 
il  suit  du  théorème  II  que  celle-ci  fournira  autant  de  valeurs  de  formes 
différentes  que  la  valeur  Uj.. 

Théorème  IV.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème 
précédent,  si,  de  plus,  le  nombre  a  -h  1  des  valeurs  de  la  formule  Uj.  est 
égal  à  />,  l'une  des  valeurs  de  la  formule 

k-^Aûjc        ou         k  —  Aajc 
sera  divisible  par  p. 

Démonstration.  —  En  effet,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  la  formule 

k  -\-  Aqjc        ou        a-  —  a Ujc, 

étant  divisée  par/?,  doit  donner/?  restes  différents,  c'est-à-dire  tous  les 
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restes  possibles;  elle  doit  donc  donner  aussi  le  reste  zéro.  La  valeur 
de  la  formule  qui  correspond  à  ce  reste  sera  évidemment  divisible 
par  p. 

Théorème  V.  —  Soit,  pris  pour  dii^iseur,  un  nombre  premier  p;  soit 

el  supposons  que  la  formule  a^.  puisse  fournir  a  4-  i  valeurs  de  formes 
différentes  relativement  à  p;  soit,  de  plus,  k  un  nombre  entier  quelconque 
positif  ou  négatif;  je  dis  que  les  deux  formules 

ax        et        «x^-^ 

fourniront  ensemble  au  moins  a  -h  2  valeurs  déformes  différentes  rela- 
tivement  à  p. 

Démonstration.  —   Supposons,  contre  Ténoncé  ci-dessus,  que  les 
deux  formules 

Or        el        a^-k-  k 


ne  puissent  fournir  ensemble  plus  de  a  -h  i  formes  différentes.  Dans 
ce  cas,  toutes  les  valeurs  de  la  seconde  formule  devront  être  de  mêmes 
formes  que  celles  de  la  première.  Il  suit  de  là  que  a^  étant  une  valeur 
quelconque  de  la  première  formule  et  a^-f-A  la  valeur  correspondante 
de  la  seconde,  l'une  des  valeurs  de  la  première  formule  sera  nécessai- 
rement de  la  forme  a^-^k.  En  substituant  cette  valeur  à  a^.  on  prou- 
vera,  par  un  raisonnement  semblable  à  celui  qu'on  vient  de  faire,  que 
la  formule  a^.  doit  nécessairement  fournir  une  valeur  de  la  forme 

{ttr-^  k)  -{-  k  OU  Qr-k-lk, 

et,  en  continuant  de  même,  on  fera  voir,  en  général,  que  la  formule  a^., 
dans  l'hypothèse  présente,  devra  fournir  des  valeurs  de  toutes  les  formes 
suivantes  : 

Or,     af.-h  k,     ar-\-2k,     a,. -h  3  A-,      ...,     ct,--^  {p  —  0^» 

et  comme  les  formes  dont  il  s'agit  sont  toutes  différentes  entre  elles  et 
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en  nombre  égal  à  /»,  la  formule  a^.  devrait  fournir  p  valeurs  de  formes 
différentes;  ce  qui  ne  peut  être,  puisqu'on  suppose/?  plus  grand  que 
a  -h  2,  ou  tout  au  plus  égal  à  a  -h  2. 

Théorème  VI.  •—  Soit  y  pris  pour  diviseur  y  un  nombre  premier  p  ;  soit 

et  supposons  que  la  formule  a^  puisse  fournir  a  -+- 1  ncUeurs  déformes  dif- 
férentes  relativement  à  p;  soient  y  de  plus,  60  •  ^i  deux  nombres  entiers  de 
formes  différentes  relativement  au  même  diviseur;  je  dis  que  les  formules 

«X  -^  ^0»     Ox  -H  ^t 

fourniront  ensemble  au  moins  a  4-  2  valeurs  de  formes  différentes. 

Démonstration.  —  Pour  déduire  ce  théorème  du  précédent  il  suffit 
de  substituer  la  formule  a^-+-  60  à  la  formule  a^  et  de  faire  ensuite 

Théorème  VII.  —  Soit^  pris  pour  diviseur,  un  nombre  premier  p  et  soient 
OL  et^  deux  nombres  entiers  tels  que  Von  ait 

supposons  que  la  formule  a  j.  puisse  fournir  cl  ■+■  1  valeurs  déformes  diffé- 
rentes et  la  formule  by^  P  -h  i  valeurs  de  formes  différentes;  je  dis  que 
la  formule  a^.  -h  b^  fournira  au  moins  a  -+-  P  -h  i  valeurs  de  formes 
différentes. 

Démonstration.  —  On  peut  toujours  supposer  que  la  formule  a^  soit 
celle  qui  fournisse  le  plus  de  valeurs.  Cela  posé,  l'on  aura  |3  =  a.  De 
plus,  il  pourra  arriver,  ou  que  les  valeurs  de  la  formule  a^.  et  celles  de 
la  formule  hy  soient  toutes  de  formes  différentes,  ou  que  les  formes  des 
valeurs  de  la  formule  b^  soient  toutes  comprises  parmi  les  formes  des 
valeurs  de  la  formule  a^,  ou  que  les  formes  des  valeurs  de  la  formule  by 
soient  en  partie  comprises  et  en  partie  non  comprises  parmi  celles 
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des  valeurs  de  la  formule  a^.  Nous  allons  examiner  chacun  de  ces  trois 
cas  séparément. 

Premier  cas.  —  Et  d'abord,  pour  ramener  le  premier  cas  à  l'un  des 
deux  suivants,  il  suflit  de  substituer  à  la  formule  by  la  formule  by-^k^ 
en  prenant  pour  k  un  nombre  entier  positif  ou  négatif,  tel  que  l'une 
des  valeurs  de  la  formule  b^—k  soit  égale  h  l'une  des»valeurs  de  la 
formule  a^.  La  formule  a^-h  by  devant  fournir  autant  de  valeurs  diffé- 
rentes que  la  formule 

il  suffira  de  démontrer  le  théorème  relativement  aux  formules 

«x        et        by^  k 

qui  fourniront  au  moins  deux  valeurs  de  même  forme. 

Deuxième  cas.  —  Supposons  que  les  formes  des  valeurs  de  by  soient 
toutes  comprises  parmi  les  formes  des  valeurs  de  la  formule  aj^.  Il 
pourra  arriver,  ou  que  la  formule  a^-f-  by  fournisse/?  valeurs  de  formes 
différentes,  c'est-à-dire  des  valeurs  de  toutes  les  formes  possibles  déter- 
minées par  les  restes 

O,     I,     2,     3,     ...,    />  — I, 

ou  que  le  nombre  des  valeurs  de  formes  différentes  fournies  par  la  for- 
mule a^-hé^  soit  plus  petit  que/?.  Dans  la  première  hypothèse,  le 
théorème  se  trouve  vérifié,  puisque  l'on  suppose 

tout  au  plus  égal  à  p.  Soit,  dans  la  seconde  hypothèse,  i  -+-  7  le  nombre 
des  formes  qui  ne  sont  pas  comprises  parmi  celles  de  la  formule  a^j-f-  A^, 
et  soit  c^  le  terme  général  d'une  série  composée  de  i  -+-  y  termes  qui 
présentent  successivement  ces  mêmes  formes.  Les  deux  formules 

é7ge-f-  by        et        Cz 
comprendront  à  elles  deux  toutes  les  formes  possibles.  Soient,  de  plus, 
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*//*f  ^n  ^'^ux  valeurs  de  la  formule  hy\  b„^  —  6„  ne  pourra  être  ni  nulle 
ni  divisible  par/?  et,  par  suite,  les  deux  formules 

Cz         et         C;  -h  b,n  —  bn 

devront  fournir  y  -f-  2  valeurs  de  formes  différentes.  La  formule 

Cz  H-  b,„  —  bn 

devra  donc  fournir  une  valeur  dont  la  forme  ne  soit  pas  comprise 
parmi  celles  de  la  formule  c,  et  soit  comprise  parmi  celles  de  la  for- 
mule «,-i-  by.  Soient  c^,  a^,  A,  les  valeurs  de  c.,  «j.,  by  qui  rendent  la 

formule 

Cz  H-  b,n  —  ba 

de  même  forme  que  la  formule  aj.-\-by.  Substituez  aux  formules  ûTj. 
et  by  les  deux  formules 

Ox-hbs        et        by-hCi.—  b„. 

Il  est  facile  de  voir  que  ces  deux  dernières  formules  contiendront  au 
moins  deux  termes  de  même  forme,  savoir  : 

a,.  4-  bg         et         b„,  -h  c*  —  b^. 

De  plus,  la  formule 

by-hCk—  bn 

contiendra  au  moins  un  terme  c^  dont  la  forme  ne  sera  point  comprise 
parmi  celles  des  valeurs  de  la  formule  aj.-+-  />,.  Les  deux  formules 

«X  -H  b,^     by-hCk—  bn 

fourniront  donc  des  valeurs  de  même  forme  et  des  valeurs  de  formes 
différentes;  d'ailleurs,  il  suffît  de  démontrer  le  théorème  relativement 
k  ces  deux  dernières  formules,  pour  qu'il  soit  démontré  relativement 
aux  formules  a^  et  by.  La  question  pourra  donc  être  toujours  ramenées 
au  troisième  cas  que  nous  allons  examiner. 

Troisième  cas.  —  Supposons  que  les  formes  des  valeurs  de  la  for- 
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mule  by  soient  en  partie  comprises  et  en  partie  non  comprises  parmi 
celles  des  valeurs  de  la  formule  Cj..  Soit 

la  série  des  valeurs  de  la  formule  a^  au  nombre  de  a  -h  ï  ,  et  soit 
(2)  bo,    bi,    6j,    ...,    b^ 

la  série  des  valeurs  de  la  formule  b^  au  nombre  de  ^  +  i . 

Comme  il  ne  s'agit  ici  que  des  formes  des  valeurs  que  Ton  considère, 
c'est-à-dire  des  restes  qu'on  obtient  en  les  divisant  par  p,  on  pourra 
supposer  les  termes  des  séries  (i)  et  (2)  plus  petits  que  p,  parce  que, 
dans  tous  les  cas,  on  peut  les  rendre  tels  en  retranchant /i  de  chacun 
d'eux  autant  de  fois  que  possible.  Alors,  les  termes  qui  étaient  de 
même  forme  dans  les  deux  séries  deviendront  égaux  de  part  et  d'autre. 
Soit  I  4-  Y  le  nombre  de  ces  termes  et  soient  respectivement 

«o>      ^1»      ^1»       •••»      ^y>      ^oi      ^1»      ^ï>       •••!      by 

les  termes  égaux,  en  sorte  que  l'on  ait 

flfo=^o»         ai=^i>         ...»         ay^=by; 

soient,  de  plus, 

^y-f-ii      ^Y-»-ï>      ...»      ^OLf      ^y-t-i      ^Y-*-*'       '''*         ? 

les  autres  termes  des  séries  (i)  et  (2),  qui  seront  tous  de  formes  diffé- 
rentes; le»  séries  (i)  et  (2)  seront  respectivement 

(l)  ^0»      ^i>      ^1»       •  •  .»      ^y»      ^y-+-t>      ^y+i»      «•■♦      ût^, 

(a)  flo,      «1,      «j,       ...,      fly,       ^y-hi,       ^y+ï,        ..,       b^. 

Cela  posé,  je  dis  que,  pour  démontrer  le  théorème  relativement  aux 
séries  (i)  et (2),  il  suffira  de  le  démontrer  relativement  aux  deux  séries 

{6)       ctQf      flj,      Qf,      ...,     fly,      ^yn-i»      ^y-hi»      •••»     ^o>      ^y-+-i>      ^y-Hj>      •••»      ^pi 
(4)       «0»     «i>     «î,      .•.,     «y, 
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qui  ne  diffèrent  des  deux  séries  données  que  parce  qu'on  a  fait  passer 
dans  la  première  tous  les  termes  de  la  seconde  qui  n'étaient  pas  com- 
muns aux  deux  séries.  Pour  prouver  cette  proposition  il  suflira  de 
faire  voir  que  toutes  les  sommes  que  l'on  peut  obtenir,  en  ajoutant 
successivement  les  termes  de  la  série  (4)  à  ceux  de  la  série  (3),  sont 
nécessairement  de  la  forme  aj.-hby;  en  sorte  qu'on  peut  les  obtenir 
également  en  ajoutant  successivement  les  termes  de  la  série  (2)  à  ceux 
de  la  série  "(i).  Et,  en  effet,  les  sommes  dont  il  s'agit  sont  de  deux 
espèces.  Les  unes  résultent  de  l'addition  des  termes  ^o,  a,,  a^, ...,  a^ 
de  la  série  (4)  aux  termes 

^y-»-i>      ^y4-i»      ^y-hj>      •••»      ^p 

de  la  série  (3),  et  sont  évidemment  de  la  forme  aj.-h6^.  Les  autres 
résultent  de  l'addition  des  termes  de  la  série  (4)  avec  les  termes 

de  la  série  (3);  d'ailleurs,  les  termes 

étant  de  la  forme  «j.,  et  les  termes  de  la  série  (4)  pouvant  être  consi- 
dérés comme  étant  de  la  forme  by,  parce  qu'ils  sont  communs  aux 
séries  (r)  et  (2),  les  sommes  dont  il  s'agit  seront  encore  de  la  forme 
fljp-i-  by.  Ainsi,  pour  démontrer  le  théorème  relativement  aux  séries  (1) 
et  (2),  il  suffira  de  le  démontrer  relativement  aux  séries  (3)  et  (4) 
composées  :  l'une  de 

i-h  a-h  (3  —  y  • 

termes  de  formes  différentes,  l'autre  de 

i-f-y 

termes  dont  les  formes  sont  comprises  parmi  celles  des  termes  de  la 

< 

série  (3). 

Cela  posé,  on  pourra,  par  le  moyen  des  transformations  employées 
dans  le  deuxième  cas,  augmenter  les  séries  (3)  et  (4)  de  quantités 


RECHERCHES  SUR  LES  NOMBRES.  49 

• 

telles  que  les  formes  des  termes  de  la  série  (4)  soient  en  partie  com- 
prises et  en  partie  non  comprises  parmi  les  formes  des  termes  de  la 
série  (3).  Soit  o -h  i  le  nombre  des  termes  qui,  tiprés  ces  transforma- 
tions, seront  de  même  forme  dans  les  deux  séries;  on  pourra,  en 
opérant  comme  ci-dessus,  substituer  aux  séries  (3)  et  (4)  deux  nou- 
velles séries  (5)  et  (G)  composées,  l'une  de 

ih-oc-hP  —  y4-(y  —  d)  =  i-ha-4-(3— (5 

termes  de  formes  différentes,  l'autre  de 

« 


termes  dont  les  formes  se  trouveront  comprises  parmi  celles  des  termes 
de  la  série  (5),  et  l'on  prouvera,  comme  précédemment,  que,  pour 
démontrer  le  théorème  relativement  aux  séries  (3)  et  (4)f  il  suffira  de 
le  démontrer  relativement  aux  séries  (5)  et  (G). 

En  continuant  de  même,  on  fera  voir,  en  général,  que  l'on  peut 
substituer  aux  séries  données,  dont  les  nombres  de  termes  sont  respec- 
tivement 

plusieurs  autres  systèmes  de  séries  semblables,  dont  lés  nombres  de 
termes  soient  respectivement 

I  -h  a  H-  (3  —  y,  I  -+-  y, 
i-h  a  -h  (3  —  d,  I  -h  6, 
iH-a-hP— £,      n-e. 


les  nombres  entiers  p,  y,  S,  e  formant  une  série  décroissante,  et  qu'il 
suffit  de  démontrer  le  théorème  relativement  au  dernier  de  ces  svstèmes 
pour  qu'il  soit  démontré  relativement  à  tous  les  autres.  D'ailleurs,  les 
nombres  entiers  p,  y,  o,  e,  ...  formant  une  série  décroissante  et  ne 
pouvant  jamais  être  nuls,  la  série  dont  il  s'agit  se  terminera  nécessai- 
rement par  l'unité,  et  alors  on  obtiendra  deux  séries  dont  les  nombres 
de  termes  seront  respectivement 

a  -h  (3        et        i. 
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Mais,  d'après  le  théorème  VI,  les  additions  faites  des  termes  de  ces 
deux  séries  doivent  fournir  un  nombre  de  sommes  de  formes  diffé- 
rentes au  moins  égal  à 

Le  théorème  VII  se  trouvant  ainsi  vérifié  par  rapport  à  ces  deux 
dernières  séries,  sera  également  vrai  relativement  aux  deux  séries 
données. 

Scholie.  —  Il  est  facile  de  voir  que  le  théorème  que  nous  venons  do 
démontrer  n'a  lieu,  en  général,  que  relativiRment  à  un  diviseur  premier. 

« 

En  effet,  si,  au  lieu  de  prendre  pour  diviseur  un  nombre  premier  p,  on 
prenait  pour  diviseur  le  nombre  composé  np^  alors,  en  supposant 


a-h  I  =  /i 


et  faisant 


^0  — o,         ^1  — /?,  ...,         ^3     =?Pf 

et  divisant  la  formule  a^-hby  par  np,  on  ne  pourrait  obtenir  pour 
restes  que  des  nombres  divisibles  par  p  et,  par  suite,  le  nombre  do 
ces  restes,  ne  pouvant  surpasser  /i  ou  a  -h  i.  serait  nécessairement  au- 
dessous  de  a  4-  /3  H-  I . 

Il  existe  pourtant  un  cas  où  le  théorème  VII  a  lieu  relativement  à 
un  diviseur  quelconque  :  c'est  celui  où 

comme  nous  le  ferons  voir  ci-après. 

Corollaire.  —  Rien  n'empêche,  dans  ce  qui  précède,  de  supposer  la 

série  (2)  égale  à  la  série  (1);  alors  on  a  a  =  fl  et  l'on  peut  énoncer  le 

théorème  de  la  manière  suivante  : 

« 
Théorème  VIII.  —  Soit,  pris  pour  diviseur,  un  nombre  premier  p  \  soit 

2(X  -^ï^p. 
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el  supposons  que  la  formule  Uj,  puisse  fournir  a  -+- 1  valeurs  de  formes 
différentes  relativement  à  p,  les  sommes  qui  résulteront  de  toutes  les  corn- 
binaisons  possibles  de  ces  t^aleurs,  prises  deux  à  deux,  fourniront  au 
moins  2a  +  i  termes  de  formes  différentes,  • 

Théorème  IX.  —  Soit,  pris  pour  diviseur,  un  nombre  entier  quelconque  n^ 
premier  ou  non  premier;  soient  a  et^  deux  autres  nombres  entiers  tels  que 
l'on  ait 

supposons  que  la  formule  Uj.  puisse  fournir  a  -4-  i  valeurs  de  formes  diffé- 
rentes et  la  formule  by^  P  -h  i  valeurs  de  formes  différentes,  la  formule 
Uj  4-  bj  fournira 

valeurs  de  formes  différentes,  cest-à-dire  des  valeurs  de  toutes  les  formes 
possibles. 

Ce  théorème,  qui  est  un  cas  particulier  du  théorème  VII,  lorsque 
n  est  un  nombre  premier,  peut  se  démontrer  en  général  de  la  manière 
suivante. 

Démonstration.  —  Soit  k  un  reste  quelconque  plus  petit  que  n;  pour 
prouver  que  la  formule  aj.-^-  by  donne  au  moins^  une  valeur  de  la  forme  k, 
il  suffira  de  prouver  que  la  formule  Uj. -h  by—  k  fournira  au  moins  une 
valeur  de  la  forme  zéro  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  les  formules  «a. 
etk  —  by  fournissent  au  moins  deux  valeurs  de  mêmes  formes.  Et,  en 
effet,  la  formule  a^.  devant  fournir  a  ■+- 1  valeurs  de  formes  différentes 
et  la  formule  6^,  ^  -h  i  valeurs  de  formes  différentes;  si  les  deux  for- 
mules ne  pouvaient  fournir  deux  valeurs  de  même  forme,  on  aurait  en 
tout 

a-f-PH-2         ou         n-hi 

valeurs  de  formes  différentes,  ce  qui  est  absurde. 

Théorème  X.   —  Soit,  pris  pour  diviseur,  un  nombre  quelconque  n  ; 
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soient  a  et  ^  deux  nombres  entiers  tels  que  l'on  ait 

si  là  formule  a  j.  fournit  a  -t-  r  valeurs  de  formes  différentes  et  la  formule  b^ , 
P  -H  I  valeurs  déformes  différentes  y  une  des  valeurs  de  Informulé  a^  -h  b^ 
sera  de  la  forme  zéro  y  c'est-à-dire  divisible  par  p. 

En  effet,  d'après  le  théorème  précédent,  la  formule  aj.-\-  by  doit 
fournir  des  valeurs  de  toutes  les  formes  possibles. 

Théorème  XI.  —  Soit,  pris  pour  diviseur^  un  nombre  premier  p\  soient  ol^ 
jî,  Y  des  nombres  entiers  tels  que  l'on  ait 

a-H(3-+-i</9; 

supposons  que  la  formule  a  j^  fournisse  a  -h  i  valeurs  déformes  différentes, 
la  formule  by^^  -^-i  valeurs  de  formes  différentes  et  ta  formule  c,,  Y  4-  i 
valeurs  déformes  différentes;  a  -h  ^  -f-  Y  -*-  '  étant  supposé  ou  plus  petit 
que  p  ou  tout  au  plus  égal  à  p^  la  formule  ajg-h  by-h  c^  fournira  au 

moins 

a -h  (3  -h  y  -+- 1 

txileurs  de  formes  différentes. 

m 

Démonstration,  —  En*effet,  il  suit  du  théorème  VII  que  la  formule 
a^-h  by  fournira  au  moins  a  -h  p  -h  i  valeurs  de  formes  différentes.  I^ 
formule  c^  fournissant,  d'ailleurs,  y  "*-  '  valeurs  de  formes  différentes, 
les  deux  formules  a^-hè^,  et  c^  réunies  devront  fournir,  d'après  le 
théorème  VII, 

(a -h  ;3)  H- y  4-1 

valeurs  de  formes  différentes. 

Corollaire.  —  Si  l'on  suppose  que  la  formulera  fournisse  un  nombre  o 
de  valeurs  de  formes  différentes  et  que  l'on  ait 
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on  fera  voir,  par  un  raisonnement  semblable  à  ceux  que  Ton  vient 
d'établir,  que  la  formule 

cix-h  ày-h  Cz-h  du 

doit  fournir  au  moins 

valeurs  de  formes  différentes.  En  continuant  de  même,  on  démontrera, 
en  général,  le  théorème  suivant  : 

Théorème  XII.  —  Soit,  pris  pour  diviseur ,  un  nombre  premier  p;  soient 
a»  P»  Yt  S»  £t  •  •  •  des  nombres  entiers  tels  que  Von  ait 

supposons,  de  plus,  que  les  formules 

^x*     "y»     ^5»     Un,     e^f,     . . . 

puissent  fournir,  la  première,  ol  -h  i  valeurs  de  formes  différentes;  la 
deuxième,  ^  -h  i  valeurs  déformes  différentes;  la  troisième,  Y  -h  i  valeurs 
déformes  différentes,  etc.,  la  formule 

a^P  4-  6y  -f-  c-  -t-  rfii  -h  e„  -h . . . 
fournira  au  moins 

valeurs  déformes  différentes. 
Corollaire.  —  Si  Ton  suppose 

alors  la  formule 

û^x  -H  6y  4-  C5  -h  t/„  -h  e^  -+- .  .  . 

fournira  p  valeurs  de  formes  différentes,  c'est-ii-dire  des  valeurs  de 
toutes  les  formes  possibles;  elle  fournira  donc  aussi  une  valeur  de 
la  forme  zéro,  c'est-à-dire  divisible  par  p,  d'où  résulte  le  théorème 
suivant  :  * 
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Théorème  XIII.  —  Soit,  pris  pour  diviseur,  un  nombre  premier  quel- 
conque  p  ;  soient  a,  p,  -y,  S,  ...,£,.. .  des  nombres  entiers  tels  que  l'on  ail 

supposons  que  les  formules 

^x>      ^yf      e-f      «tt,      €pf       .  .  . 

puissent  fournir,  la  première,  a  -h  i  valeurs  de  formes  différentes;  la 
deuxième,  ^  -h  i  valeurs  déformes  différentes;  la  troisième,  y  -h  i  valeurs 
de  formes  différentes;  ta  quatrième,  S  -H  i  valeurs  déformes  différentes; 
la  cinquième,  t  -f- 1  valeurs  déformes  différentes,  etc,  ;  une  des  valeurs.de 
la  formule 

sera  nécessairement  divisible  par  p. 

Corollaire.  —  Le  théorème  précédent  aurait  lieu,  a  fortiori,  si  Ton 
avait 

Théorème  XIV.  —  SoiV,  pris  pour  diviseur,  un  nombre  premier  /?  >  2 
et  considérons  la  formule  x^  comme  représentant  le  carré  d'un  nombre 

entier  pris  à  volonté.  Je  dis  que  la  formule  x^  pourra  fournir  ^^  valeurs 
déformes  différentes. 

Démonstration.  —  Substituez  successivement  à  la  place  de  x  les 
différents  termes  de  la  suite 

/?  — I 


qui  sont  en  nombre  égal  à  - — ^-  Il  est  facile  de  voir  que  ces  substitu- 

tions  donneront  pour  a?*  autant  de  valeurs  de  formes  différentes.  Et,  en 
effet,  soient  r^  et  s^  deux  de  ces  valeurs.  Pour  que  r*  et  s^  fussent  de 
même  forme,  il  faudrait  que  leur  différence 

/•'— 5*1=  (r  —  s)  {r  -h  s) 
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fût  divisible  par />.  Or,  c'est  ce  qui  ne  peut  être,  puisque  le  plus  grand 
des  facteurs  de  cette  différence,  savoir  r -h  5,  est  tout  au  plus  égal  à 

a ^-  €, -p  —  2 

et,  par  conséquent,  plus  petit  que  p. 

Corollaire  I.  —  Il  est  facile  de  voir  que,  si,  dans  la  formule  x^,  on 
substitue  successivement,  à  la  place  de  x,  les  termes  de  la  suite 

p-k-l        /?  H-3 

£. ,       i ,       ...,      p  —  1^ 

3  2  ^ 

on  aura  des  valeurs  de  mêmes  formes  que  celles  qu'on  avait  déjà  obte- 
nues par  la  substitution  des  nombres 

5  />  —  I 

2 

à  la  place  de  x;  seulement,  les  mêmes  formes  se  trouveront  reproduites 
dans  un  ordre  inverse.  En  effet,  la  différence  des  carrés 


i^y  «  {^y 


est  mp  et,  par  consé'quent,  divisible  par/?. 

Corollaire  II.  —  La  formule  a?'  pouvant  fournir  - — -  restes  de  formes 
différentes,  les  formules 

Ax\    BjK*        el        B/'-hC 

pourront  fournir  chacune  - — -  restes  de  formes  différentes,  pourvu 

que  A,  B  et  G  soient  des  nombres  entiers  non  divisibles  par  p.  Par 
suite,  la  formule 

pourra  fournir/?  valeurs  de  formes  différentes,  c'est-à-dire  des  valeurs 
de  toutes  les  formes  possibles;  elle  fournira  donc  aussi  une  valeur  de 
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la  forme  zéro,  c'est-a-dire  divisible  par  /?,  d'où  résulte  le  théorème 
suivant  : 

Théorème  XV.  —  Soit,  pris  pour  dwiseur^  un  nombre  premier  p^  et 
soient  A,  B,  C  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  mais  non  divi- 
sibles par  p  ;  on  pourra  toujours  trouver,  pour  x  et  y,  des  valeurs  telles 

que  la  formule 

AjF*-hBj»-i-C 

soit  divisible  par  p.  • 

Nota.  —  Il  suit  de  la  théorie  précédente  qu'on  pourra  toujours  satis- 
faire à  la  question  en  prenant  pour  x  et  pour  y  des  valeurs  entières 

plus  petites  que  -• 


Théorème  XVI.  —  Désignons  par  oc^  la  somme  des  x  premiers  termes 
de  la  progression  arithmétique 

a:"*  sera  le  terme  général  des  nombres  polygones  de  l'ordre  m -h  2  et  l'on 
aura 

Supposons  d'abord  m  pair,  et  soit  p  un  nombre  premier  quelconque  >  2. 
On  pourra  toujours  supposer 

p  —  I  =  ma  H-  n, 

t 
a  étant  le  quotient  de  — et  n  étant  ou  zéro  ou  un  nombre  entier  plus 

petit  que  m.  Cela  posé,  Je  dis  que  la  formule  x"*  pourra  fournir  a  •+- 1 
valeurs  déformes  différentes,  si  l'on  an^=oetoi-h2.  valeurs  déformes 
différentes  dans  le  cas  contraire. 

Démonstration,  —  Supposons  d'abord  n  =  0;  on  aura 

p  —  i  =  /7îa        ei        p  z=z  mx-h  i. 

Substituez  successivement,  à  la  place  de  n,  dans  la  formule  x^,  les 
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termes  de  la  suite 

o,    I,    3,    3,    ...,    a, 

qui  sont  en  nombre  égal  à  a  -h  i.  Il  est  facile  de  voir  que  ces  substitu- 
tions donneront,  pour  a:"',  autant  de  valeurs  de  formes  différentes  et, 

en  effet,  soient  r"*  et  s"'*  deux  de  ces  valeurs.  Pour  que  r"'  et  s"*  fussent 
de  même  forme  il  faudrait  que  leur  différence 


m 


hr  —  m '■ sz=(r-—s)\  — (r-H5  —  i)-hi 

2  2  L  2  J 


fût  divisible  par  /?;  or,  c'est  ce  qui  ne  peut  être,  puisque  le  plus  grand 
facteur  de  cette  différence,  savoir 


m 


st  tout  au  plus  égal  h 


—  (a-i-a  —  I  —  i)H-i  =  ;w(a  —  i)  —  I 


et,  par  conséquent,  plus  petit  que  moi  -h  i  ou  />. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  n  ne  soit  pas  nul;  alors  on  aura 

p^ima-h^        ou        p'>  ma-h  2, 

Dans  ce  cas,  substituez  successivement,  à  la  place  de  x,  dans  la  for- 
mule af**  les  termes  de  la  suite 

o,     I,     2,     3,      . . ,,     oc  H-  I, 

qui  sont  en  nombre  égal  à  a  -h  2.  Il  est  facile  de  voir  que  ces  substi- 
tutions donneront,  pour  a/'\  autant  de  valeurs  de  formes  différentes. 

Et,  en  effet,  soient  r"',  s"*  deux  de  ces  valeurs.  Pour  que  r"'  et  s*"  fussent 
de  même  forme  il  faudrait  que  leur  différence 


('•-*)l  ~(^-H*-0-+-M 


fût  divisible  par/>;  or,  c'est  ce  qui  ne  peut  être,  puisque  le  plus  grand 
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facteur  de  cette  différence,  savoir 


m 

—  (r-H5  — i)  4-f, 

2 


st  tout  au  plus  égal  à 


2 


et,  par  conséquent,  plus  petit  que  ma  -+-  2  ou  ^. 


Corollaire.  —  Soitnt  oc"\  y^^  z"\  ...  différents  nombres  polygones 
de  Tordre  m -h  2,  m  étant  un  nombre  pair.  Soit,  de  plus,  p  un  nombre 
premier,  et  soient  a  le  quotient  et  n  le  reste  de  la  division  de  p  —  f 
par  m.  Soient  encore  A,  B,  G,  D,  ...  des  nombres  entiers  positifs  ou 
négatifs  non  divisibles  par/i.  Il  suit  de  ce  qu'on  vient  de  dire  : 

r*  Que  les  formules 


x'«,     A  a:'",     Ax"*4-B 

fourniront  nécessairement  a  4-  i  restes  de  formes  différentes  relative- 
ment k  p,s\  n  est  égal  à  zéro,  et  a  h-  2  restes  de  formes  différentes  dans 
le  cas  contraire; 
2°  Que  la  formule 

Air^-f-Bj^-hC 

fournira  au  moins  2a -M  valeurs  de  formes  différentes  relativement  à/?, 
si  n  est  égal  à  zéro,  et  2a  4-  3  valeurs  de  formes  différentes  dans  le  cas 
contraire; 
3°  Que  la  formule 


A^"»-+-  B/"*4-  C-'"  ■+-  D 

fournira  au  moins  3a  h-  i  valeurs  de  formes  différentes,  si  n  est  égal  à 

zéro,  et  3a  H-  4  valeurs  de  formes  différentes  dans  le  cas  contraire,  etc. 

En  continuant  de  même,  on  fera  voir,  en  général,  que,  si  la  formule 


/ 


Aj;'"-h  B/"*-+-  C5"*-h  Da"*4-  Ei'"*-!-. .  .4-  F 
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est  composée  d*autant  de  termes  variables  qu'il  y  a  d'unités  dans  m, 
cette  formule  fournira  moL  -»- 1  valeurs  de  formes  différentes,  si  n  est 
égal  à  zéro  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  l'on  a  /?=:/wa4-i  et 
m{oL  H-i)  -h  I  valeurs  de  formes  différentes,  s'il  est  possible,  dans  le 
cas  contraire;  d'ailleurs,  /w(a  -h  i)  -f- 1  étant  toujours  plus  grand  que. 
moL  +  n  OM  />,  il  est  clair  que  la  formule  dont  il  s'agit  devra  fournir 
p  valeurs  de  formes  différentes,  c'est-à-dire  des  valeurs  de  toutes  les 
formes  possibles  et,  par  suite,  une  de  ses  valeurs  devra  être  divisible 
par  />,  d'où  résulte  le  théorème  suivant  : 

Théorème  XVII.  —  Soient  m  un  nombre  pair  et  p  un  nombre  premier 
quelconque  >►  2. 

Soient,  de  plus ,  A,  B,  G,  ...,  Y  plusieurs  nombres  entiers  positifs  du 

négatifs  mais  non  divisibles  par  p.  Représentons  par  a/",  y,  5'",  . . .  des 
nombres  polygones  de  l'ordre  m -^  2  et  en  nombre  égal  à  m.  On  pourra 
toujours  trouver,  pour  x,y^  z,  des  valeurs  telles  que  la  formule 


Au:»*  -h  B/"* -f-  C-"*  -h . . .  ^-  F 
soit  divisible  par  p. 

Nota.  —  Il  suit  de  la  théorie  précédente  qu'on  pourra  toujours  satis- 
faire à  la  question  en  prenant  pour  œ,  y,  z,  ...  des  valeurs  entières- 
plus  petites  que  1  -h  ^• 


Corollaire  I.  —  Si  l'on  suppose  /w  =  2,  la  formule  que  l'on  consi- 
dère se  réduira  à  trois  termes  de  la  forme 

A  ^' -h  B  j^' 4- C 

et  l'on  sera  ramené  au  théorème  XV,  qui  n'est  qu'un  cas  particulier  du 
précédent. 

Corollaire  IL  —  Si  l'on  suppose 
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on  trouvera  que  la  formule 


a:'" -f- y -h  5"* -^... -h  F, 

composée  crautant  de  nombres  polygones  qu'il  y  a  d'unités  dans  /w,  est 
.toujours  divisible  par  un  nombre  premier  donné. 

Théorème  XVIII.  —  Désignons  par  x*  la  suite  des  x  premiers  ternies  de 
la  progression  arithmétique 

o;'  sera  la  formule  générale  des  nombres  triangulaires  et  ion  aura 


x'  — 


Soit,  de  plus,  p  un  nombre  premier  quelconque  ^2  et  soit 

/>  —  I  =  2a. 

Je  dis  que  la  formule  x*  fournira  nécessairement  a  H-  i  valeurs  de 
formes  différentes. 

Démonstration.  —  Substituez  successivement  à  la  place  de  x,  dans 
la  formule  x\  les  termes  de  la  suite 

o,     I,    2,    3,     ...,    a, 

qui  sont  en  nombre  égal  à  a  4-  i.  Il  est  facile  de  voir  que  ces  substi* 

tutions  donneront,  pour  x\  autant  de  valeurs  de  formes  différentes. 

Kt,  en  effet,  soient  r*  et  5'  deux  de  ces  valeurs.  Pour  qu'elles  fussent 
(le  même  forme,  il  faudrait  que  leur  différence 

-r      -r       (r  —  .ç)  (r  4-.Ç-4- 0 

r*  —  5' 

2 

fût  divisible  par  /?;  or,  c'est  ce  qui  ne  peut  être,  puisque  le  plus  grand 
facteur  de  cette  différence,  savoir  r-hf -h  i,  peut  tout  au  plus  devenir 
égal  à 

«H-5t  —  I-hl  ou  à  2a-- />--!. 
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Corollaire,  —  Il  suit  du  théorème  précédent  que,  si  l'on  représente 
par  A,  B,  C  des  nombres  entiers  non  divisibles  par  />,  les  formules 

A^       et        Bj^H-  C 

fourniront  chacune  a-hi  valeurs  de  formes  différentes.  Par  suite,  la 
formule 

A^-l-B7^4-C 

fournira  2a  -f- 1  valeurs  de  formes  différentes,  c'est-à-dire  des  valeurs 
de  toutes  les  formes  possibles.  Elle  devra  donc  fournir  une  valeur  divi- 
sible par/>,  d*où  l'on  conclut  le  théorème  suivant  : 

Théorème  XIX.  —  Soit  p  un  nombre  premier  quelconque  >  2;  soient  A, 
B,  C  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs  mais  non  divisibles  par  p; 
on  pourra  toujours  trouver,  pour  x  et  y^  des  valeurs  telles  que  la  formule 

A"?^-B/»-hC 
soit  divisible  par  p. 

Théorème  XX.  —  Soient  m  un  nombre  impair  et  p  un  nombre  premier 
quelconque;  soit  a  le  quotient  de  la  division  de  p  par  2/n,  en  sorte  qu'on  ait 

p  z=  ama  -h  n, 
n  étant  un  nombre  entier  plus  petit  que  2/w;  soit,  de  plus,  af**  la  formule 


générale  des  nombres  polygones  de  l'ordre  /w  -+-  2  ;  je  dis  que  la  formule  a?'" 
fournira  au  moins  a  H-  2  valeurs  de  formes  différentes. 

Démonstration.  —  Substituez  successivement,  à  la  place  de  a?,  dans 
la  formule  af\  les  termes  de  la  suite 

o,     I,     2,     3,     . . .,     a,     a  -h  I, 

qui  sont  en  nombre  égal  à  a  4-  2.  Je  dis  que  ces  substitutions  fourni- 
ront, pour  af\  autant  de  valeurs  de  formes  différentes.  Et,  en  effet, 
soient  /•"*  et  5"*  deux  de  ces  valeurs;  pour  qu'elles  fussent  de  même 
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forme,  il  faudrait  que  leur  différence 


-(r  — 5)  [/n(r-i-5  —  i)  4-2] 


fût  divisible  par/?.  Or,  c'est  ce  qui  ne  peut  être,  puisque  le  plus  grand 
facteur  de  cette  différence,  étant 

m  ' 

—  (r4-5  — i)-M 
2 

dans  le  cas  où  r  —  s  est  impair  et 

w  (  r  -h  5  —  I  )  -f-  2 

dans  le  cas  où  r  —  5  est  pair,  sera  tout  au  plus  égal  a 

/?i(a  4- i-h  a  —  I -— 1)  H- a         ou  à         2/na  — (m  — 2) 


t,  par  conséquent,  plus  petit  que  p. 


Corollaire.  —   Soient  x"\  y"\  z"\  . . .  des  nombres  polygones  de 
Tordre  impair  /w-h2;  soient,  de  plus,  p  un  nombre  premier  et  a  le 

quotient  de  la  division  — ;  enfin,  soient  A,  B,  C,  ...  des  nombres 

entiers  non  divisibles  par/>;  il  suit  du  théorème  précédent  : 
I**  Que  les  formules 


fourniront  nécessairement  a  4-  2  valeurs  de  formes  différentes  relati- 
vement à/?; 

2^  Que  la  formule 

fournira  2a  -h  3  valeurs  de  formes  différentes  relativement  à /?,  .... 
En  continuant  de  même,  on  fera  voir,  en  général,  que,  si  la  formule 


Ax'"H-  B/'"  +  G-'"  -h ...  4-  F 
est  composée  d'autant  de  termes  variables  qu'il  y  a  d'unités  dans  im. 
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cotte  formule  fournira,  s'il  est  possible, 

2m(a  -h  i)  H-  I 

valeurs  de  formes  différentes.  Mais 

2  m  (  a  -+- 1  )  -h  I 

étant  plus  grand  que  p,  il  est  clair  que  la  formule  dont  il  s*agit  four- 
nira p  valeurs  de  formes  différentes,  c'est-à-dire  des  valeurs  de  toutes 
les  formes  possibles  ;  elle  fournira  donc  une  valeur  divisible  par/?  et, 
par  suite,  on  aura  le  théorème  suivant  : 

Théorème  XXI.  —  Soient  m  un  nombre  impair  et  p  un  nombre  premier 
quelconque;  soient,  de  plus.  A,  B,  C,  D,  . . .,  Y  plusieurs  nombres  entiers 

positifs  ou  négatifs  non  divisibles  par  p\  enfin,  soient  x"\  y"\  z"\  , . .  des 
nombres  polygones  de  l'ordre  m -h  2  et  en  nombre  égal  à  im;  on  pourra 
toujours  trouver,  pour  x^y^  s,  . . . ,  des  nombres  tels  que  la  formule 


kx""  -h  B/"»  4-  C^'"  -h ...  -h  F, 

composée  de  im  termes  variables  et  d'un  terme  constant,  soit  divisible 
par  p. 


MÉMOIRE 


SUR   LE 


NOMBRE  DES  VALEURS  QUTNE  FONCTION  PEUT  ACQUÉRIR, 

LORSQU'ON  Y  PERMUTE  DE  TOUTES  LES  MANIÈRES  POSSIBLES 

LES  QUANTITÉS  QU'EIXE  RENFERME. 


Journal  de  l'École  Polj  technique,  XVII*  Cahier,  Tome  X,  p.  i;  i8i5. 


MM.  Lagrange  et  Vandormonde  sont,  je  crois,  les  premiers  qui  aient 
considéré  les  fonctions  de  plusieurs  variables  relativement  au  nombre 
de  valeurs  qu'elles  peuvent  obtenir,  lorsqu'on  substitue  ces  variables 
a  la  place  les  unes  des  autres.  Ils  ont  donné  plusieurs  théorèmes  inté- 
ressants relatifs  à  ce  sujet  dans  deux  Mémoires  imprimés  en  1771,  l'un 
à  Berlin,  l'autre  à  Paris.  Depuis  ce  temps,  quelques  géomètres  italiens 
se  sont  occupés  avec  succès  de  cette  matière*  et,  particulièrement, 
M.  Ruffini,  qui  a  consigné  le  résultat  de  ses  recherches  dans  le  Tome  XII 
des  Mémoires  de  la  Société  italienne  et  dans  sa  Théorie  des  équations 
numériques.  Une  des  conséquences  les  plus  remarquables  des  travaux 
de  ces  divers  géomètres  est  que,  avec  un  nombre  donné  dé  lettres,  on 
no  peut  pas  toujours  former  une  fonction  qui  ait  un  nombre  déterminé 
de  valeurs.  Les  caractères  par  lesquels  cette  impossibilité  se  manifeste 
ne  sont  pas  toujours  faciles  à  saisir;  mais  on  peut  du  moins,  pour  un 
nombre  donné  de  lettres,  assigner  des  limites  que  le  nombre  des 
valeurs  ne  peut  dépasser  et  déterminer  en  outre  un  grand  nombre  de 
cas  d'exclusion.  Je  vais  exposer  dans  ce  Mémoire  ce  qu'on  avait  déjà 
trouvé  de  plus  important  sur  cet  objet  et  ce  que  mes  propres  recherches 
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m'ont  permis  d'y  ajouter.  J'examinerai  plus  particulièrement  le  eas  où 
le  nombre  des  valeurs  d'une  fonction  est  supposé  plus  petit  que  le 
nombre  des  lettres,  parce  que  les  fonctions  de  cette  nature  sont  celles 
dont  la  connaissance  est  la  plus  utile  en  Analyse. 


Considérons  une  fonction  de  plusieurs  quantités  et  supposons  que 
l'on  échange  entre  elles  ces  mêmes  quantités  une  ou  plusieurs  fois  de 
suite.  Si  la  fonction  est  du  genre  de  celles  qu'on  appelle  symétriques, 
elle  ne  changera  pas  de  valeur  par  suite  des  transpositions  opérées 
entre  les  quantités  qu'elle  renferme;  mais  si  elle  n'est  pas  symétrique, 
elle  pourra  obtenir,  en  vertu  de  ces  mêmes  transpositions,  plusieurs 
valeurs  différentes  les  unes  des  autres  dont  le  nombre  se  trouvera 
déterminé  par  la  nature  de  la  fonction  dont  il  s'agit.  Si  l'on  partage 
les  fonctions  en  divers  ordres,  suivant  le  nombre  des  quantités  qu'elles 
renferment,  en  sorte  qu'une  fonction  du  deuxième  ordre  soit  celle  qui 
renferme  deux  quantités,  une  fonction  du  troisième  oçdre  celle  qui  en 
renferme  trois,  etc.,  il  sera  facile  de  reconnaître  qu'il  existe  une  liaison 
nécessaire  entre  le  nombre  des  valeurs  que  peut  obtenir  une  fonction 

■ 

non  symétrique  et  l'ordre  de  cette  même  fonction.  Ainsi,  par  exemple, 
une  fonction  du  deuxième  ordre  ne  pourra  jamais  obtenir  que  deux 
valeurs  que  l'on  déduira  l'une  de  l'autre  par  la  transposition  des  deux 
quantités  qui  la  composent.  De  même,  une  fonction  du  troisième  ordre 
ne  pourra  obtenir  plus  de  six  valeurs;  une  fonction  du  quatrième  ordre, 
plus  de  vingt-quatre  valeurs,  etc.  En  général,  le  maximum  du  nombre 
des  valeurs  que  peut  obtenir  une  fonction  de  l'ordre  n  sera  évidemment 
égal  au  produit 

car  ce  produit  représente  le  nombre  des  manières  différentes  dont  on 
peut  disposer,  à  la  suite  les  unes  des  autres,  les  quantités  dont  la  fonc- 
tion se  compose.  On  a  donc  déjà,  par  ce  moyen,  une  limite  que  le 
nombre  des  valeurs  en  question  ne  peut  dépasser;  mais  il  s'en  faut  de 

OEuvres  de  C  —  S-  U.  t.  \.  9 
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beaucoup  quo  dans  chaque  ordre  on  puisse  former  des  fonctions  dont 
le  nombre  des  valeurs  soit  égal  à  l'un  des  nombres  entiers  situés 
au-dessous  de  cette  limite.  Un  peu  de  réflexion  suffit  pour  faire  voir 
qu'aucun  nombre  au-dessous  de  la  limite  ne  peut  remplir  la  condition 
exigée,  à  moins  qu'il  ne  soit  diviseur  de  cette  limite.  On  peut  s'en 
assurer  facilement  à  l'aide  des  considérations  suivantes  : 

Soit  K  une  fonction  quelconque  de  l'ordre  n  et  désignons  par  a,, 
«2»  ••••  On  1**^  quantités  qu'elle  renferme.  Si  l'on  écrit  à  la  suite  les 
unes  des  autres  les  quantités  dont  il  s'agit  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
les  indices  qui  les  affectent,  dans  l'ordre  où  ils  se  présentent  lorsqu'on 
l(»s  passe  en  revue  en  allant  de  gauche  a  droite  et  en  ayant  soin  de 
n'écrire  qu'une  seule  fois  chaque  indice,  on  aura  une  permutation  de 
ces  mêmes  indices  qui  aura  une  relation  nécessaire  avec  la  fonction  K. 
Par  exemple,  si  la  fonction  K  était  du  quatrième  ordre  et  égale  à 

r/jai"  008^4 -h  âr4sina|, 

la  permutation  relative  à  K  serait 

Si,  au-dessous  de  la  permutation  relative  k  K,  on  écrit  une  autre 
permutation  formée  avec  les  indices  i,  2,  3,  ...,  /«,  et  que  l'on  remplace 
successivement  dans  la  fonction  K  chacun  des  indic(»s  qui  composent 
la  permutation  supérieure  par  l'indice  correspondant  de  la  permutation 
inférieure,  on  aura  une  nouvelle  valeur  de  K  qui  sera  ou  ne  sera  pas 
é([uivalente  à  la  première  et  la  permutation  relative  à  cette  nouvelle 
valeur  de  K  sera  évidemment  la  permutation  inférieure  dont  on  vient 
de  parler.  On  pourra  obtenir,  par  ce  moyen,  les  valeurs  de  K  relatives 
aux  diverses  permutations  que  l'on  peut  former  avec  les  indices  i,  2, 

3,  ...,/?;  et,  si  l'on  représente  par 

\ 

K ,        IV   ,        1^    y         •  •  • 

les  valeurs  dont  il  s'agit,  leur  nombre  sera  égal  au  produit 


QU'UNE  FONCTION   PEUT  ACQUÉRIR,   ETC.  67 

et  leur  ensemble  fournira  toutes  les  valeurs  possibles  de  la  fonction  K. 
Pour  déduire  deux  de  ces  valeurs  Tune  de  l'autre,  il  suffira  de  former 
les  permutations  relatives  à  ces  deux  valeurs  et  de  substituer  aux 
indices  de  la  première  permutation  les  indices  correspondants  pris 
dans  la  seconde.  Pour  indiquer  cette  substitution,  j'écrirai  les  deux 
permutations  entre  parentbéses  en  plaçant  la  première  au-dessus  de  la 
seconde;  ainsi,  par  exemple,  la  substitution 

('  1.2.4.3  > 
a. 4. 3. I 

indiquera  que  l'on  doit  substituer,  dans  K,  l'indice  2  à  l'indice  i, 
l'indice  4  à  l'indice  2,  l'indice  3  à  l'indice  4  <*t  l'indice  i  a  l'indice  3. 
Si  donc  on  supposait,  comme  ci-dessus, 

en  désignant  par  K'  la  nouvelle  valeur  de  K  obtenue  par  la  substitution 


( 


'  I .  Q .  4 . 3 
^  2.4.3.1 


on  aurait 

Afin  d'abréger  je  représenterai,  dans  la  suite,  les  permutations  elles- 
mêmes  par  des  lettres  majuscules.  Ainsi,  si  l'on  désigne  la  permutation 


et  la  permutation 


la  substitution 


1.2.4-3        par        A] 
2.4.3.1        par        A2, 

I .2.4.3 
2.4.3.1 


se  trouvera  indiquée. de  la  manière  suivante  : 


A, 
A, 


Cela  posé,  K  étant  une  fonction  quelconque  de  l'ordre  /i,  désignons 
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« 

par  N  lo  proiluil  1.2. 3 n  et  par 

A|>     Al,     Aj,      •  •  •  9     Aji 

los  diverses  permutations  en  nombre  égal  à  N  que  Ton  peut  former 
avec  les  indices  i,  2,  3,  ...,  /i;  N  sera  le  nombre  total  des  valeurs  de 
la  fonction  K  relatives  à  ces  diverses  permutations.  Soient 


ÏVit     Kj,     Kjy     . . .,     K 


x 


ces  mêmes  valeurs.  Si  elles  sont  toutes  différentes  les  unes  des  autres, 
N  exprimera  le  nombre  des  valeurs,  différentes  de  la  fonction  donnée; 
mais,  dans  le  cas  contraire,  le  nombre  de  ces  valeurs,  étant  plus  petit 
que  N,  sera  nécessairement  un  diviseur  de  N,  comme  on  va  le  faire  voir. 
Supposons  que,  parmi  les  valeurs  possibles 

'^n     Kj,     K),     . . .,     Kx 

de  la  fonction  donnée,  plusieurs  deviennent  égales  entre  elles,  en  sorte 
qu'on  ait,  par  exemple, 


Ka=  Yi^^=  K 


Y  -•-  «  •  •  . 


Désignons  par  M  le  nombre  total  des  valeurs  K»,  Kp,  K^,  ...  que  l'on 
suppose  ici  égales  entre  elles.  Les  permutations  relatives  à  ces  valeurs, 
ou  Agi,  Ap,  Ay,  ...,  seront  aussi  en  nombre  égal  à  M.  Pour  déduire 
toutes  ces  permutations  d'une  seule,  par  exemple  de  A^,  il  suffira 
d'échanger  entre  eux,  d'une  certaine  manière,  les  indices  qui,  dans 
cette  permutation,  occupent  certaines  places,  et  l'on  conçoit  facile- 
ment que  si  ces  changements  n'altèrent  en  rien  la  valeur  correspon- 
dante Ka  de  la  fonction  K,  cela  tient  non  pas  à  la  valeur  même  des 
indices,  mais  ii  la  place  que  chacun  d'eux  occupe  dans  la  permutation 
dont  il  s'agit. 

Cela  posé,  soit  Kx  une  nouvelle  valeur  de  K  qui  ne  soit  pas  égale 
à  Ka,  et  désignons  toujours  par  Ax  la  permutation  relative  îi  Kx.  Si  l'on 
fait  subir  simultanément,  aux  indices  qui  occupent  les  mêmes  places 
dans  les  permutations  A^  et  Ax,  les  changements  dont  on  vient  de  parler. 
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la  deuxième  permutation  de  Ax  se  trouvera  successivement  changée  en 
plusieurs  autres  A^,  Ay,  ...,  pendant  que  la  première,  A»,  deviendra 
successivement  Ap,  A^,  ...  et,  d'après  le  principe  énoncé  ci-dessus,  il 
est  évident  que  les  équations 

A.  51 IWft  "^^^  «Wv ... 

entraîneront  celles-ci 

Il  est  aisé  d'en  conclure  que,  parmi  les  valeurs  de  K  relatives  à  toutes 
les  permutations  possibles,  savoir 

■*!»       I*"î>       *»'J>        •••>       *^Xt 

le  nombre  de  celles  qui  seront  équivalentes  a  Kx  sera  le  même  que  le 

nombre  des  valeurs  équivalentes  à  K».  Par  suite,  si  l'on  représente 

par  R  le  nombre  total  des  valeurs  essentiellement  différentes  de  la 

fonction  K,  M  étant  le  nombre  des  valeurs  équivalentes  à  K»,  RM  sera 

le  nombre  total  des  valeurs  relatives  aux  diverses  permutations.  On 

aura  donc 

RMmN 

et,  par  suite, 

M 

Ainsi  R,  ou  le  nombre  des  valeurs  différentes  de  la  fonction  K,  ne 

peut  être  qu'un  diviseur  de  N,  c'est-à-dire  du  produit  1.2. 3 n.  Ce 

théorème,  qui  se  présente  dès  les  premiers  pas  que  l'on  veut  faire  dans 
la  théorie  des  combinaisons,  était  déjà  connu;  mais  il  était  nécessaire 
de  le  rappeler  ici  pour  l'intelligence  de  ce  qui  va  suivre.  Afin  d'abré- 
ger, j'appellerai  désormais  indice  de  la  fonction  K  le  nombre  R  qui 
indique  combien  cette  fonction  peut  obtenir  de  valeurs  essentielle- 
ment différentes  et  j'appellerai  diviseur  indicatif  le  nombre  M  par 
lequel  on  doit  diviser  N,  ou  le  produit  des  indices  1,  2,  3,  ...,  /i  ren- 
fermés dans  la  fonction,  pour^obtenir  l'indice  de  la  fonction  elle-même. 

On  vient  de  voir  que  le  nombre  des  valeurs  différentes  d'une  fonction 
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(le  Tordre  n  est  nécessairement  un  diviseur  du  produit 

N  ^=  1 .2 .3 /i. 

Le  plus  petit  diviseur  de  ce  produit  est  toujours  égal  à  2  et  il  est  facile 
de  s'assurer  que,  dans  un  ordre  quelconque,  on  peut  former  des  fonc- 
tions qui  n'aient  que  deux  valeurs  différentes.  Vandermonde  a  donné 
les  moyens  de  composer  des  fonctions  de  cette  espèce.  En  général, 
pour  former  avec  les  quantités 

une  fonction  de  Tordre  n  dont  Tindice  soit  égal  à  2,  il  suffira  de  consi- 
dérer la  partie  positive  ou  la  partie  négative  du  produit 

( a,  —  «5 )  ( ûti  —  «3 ) . . .  («I  —  «/i )  ( a»  —  «3 )  •  •  •  ( «î  —  «/i )  •  •  •  («/t-i  —  «« ) 

qui  a  pour  facteurs  les  différences  des  quantités  a,,  «j,  ...,  a„  prises 
deux  il  deux. 

En  effet,  supposons  que,  après  avoir  développé  ce  produit,  on  repré- 
sente par  P  la  somme  des  termes  positifs  et  par  Q  la  somme  des  termes 
négatifs,  le  produit  dont  il  s'agit  sera  représenté  par 

P~Q. 

et  comme  ce  produit  ne  peut  jamais  changer  de  valeur  mais  seulement 
de  signe,  en  vertu  de  substitutions  quelconques  opérées  entre  les  indices 
des  quantités  qu'il  renferme,  les  substitutions  dont  il  s'agit  pourront 
seulement  transformer  P  —  Q  en  Q  —  P,  c'est-à-dire  changer  P  en  Q,  et 
réciproquement.  P  et  Q  seront  donc  les  deux  valeurs  d'une  fonction  qui 
ne  pourra  en  obtenir  d'autres.  En  supposant  /z  =  3,  on  trouve 

P  —  aJûTj  4-  a} a,  4- «s* a,, 
Q  =  Oj  ctJ  -+-  «,  a*  -f-  ai  a\. 

On  serait  encore  arrivé  à  de  semblables  conclusions  si  Ton  eût  mul- 
tiplié  le  produit 
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par  une  fonction  symétrique  quelccMique  des  quwtités 

Ce  qu'on  vient  de  remarquer  relativement  au  diviseur  2  du  produit 

ï.2.3 n  n'est  pas  vrai,  en  général,  relativement  à  l'un  quelconque 

des  diviseurs  de  ce  produit,  et  il  n'est  pas  toujours  possible  de  former 
une  fonction  de  l'ordre  n  dont  les  valeurs  différentes  soient  en  nombre 
égal  à  l'un  de  ces  diviseurs  pris  à  volonté.  Supposons,  par  exemple, 
qu'il  s'agisse  de  former  une.  fonction  K  qui  ait  seulement  trois  valeurs 
différentes.  Si  n  est  égal  à  3,  on  trouvera  une  infinité  de  fonctions  qui 
rempliront  la  condition  exigée,  telles  que 

a,  a,  -+-«3, 

û|(ai-i-  a,). 


On  pourra  encore  former  des  fonctions  de  cette  espèce  si  n  est  égal 
à  4;  par  exemple, 

(rt,H-aj)(a,-f-aJ, 


Mais  si  n  est  égal  à  5  ou  surpasse  5,  on  n'en  pourra  plus  former  de 
semblables;  on  ne  peut  pas  même,  dans  ce  cas,  former  de  fonctions 
qui  n'aient  que  quatre  valeurs.  Ces  deux  propositions  ont  été  démon- 
trées par  M.  Paolo  Rufiini  dans  les  Mémoires  de  la  Société  italienne. 
Tome  XII,  et  dans  sa  Théorie  des  équations.  Ayant  été  conduit,  par  des 
recherches  sur  les  nombres,  à  m'occuper  de  la  théorie  des  combinai- 
sons, je  suis  arrivé  à  la  démonstration  d'un  théorème  plus  g^éral  qui 
renferme  les  deux  précédents  et  qui  détermine  une  limite  au-dessous 
de  laquelle  le  nombre  des  valeurs  d'une  fonction  non  symétrique  de 
l'ordre  n  ne  peut  jamais  s'abaisser  sans  devenir  égal  a  2.  Ce  théorème 
peut  s'énoncer  ainsi  qu'il  suit  : 

Le  nombre  des  valeurs  différentes  d' une  fonction  non  symétrique  de 
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n  quantités  ne  peut  s'abaisser  au-dessous  du  plus  grand  nombre  premier  p 
contenu  dans  n  sans  devenir  égal  à  2. 


PREMIÈRE    PARTIE   DE    LA    DÉMONSTRATION. 

On  fait  voir  que,  si  l'on  suppose  R  </>,  chaque  valeur  de  K 
ne  pourra  être  changée  par  aucune  substitution  du  de^ré  p. 

Comme  pour  démontrer  le  théorème  précédent  il  est  nécessaire  de 
bien  connaître  la  nature  de  l'opération  que  j*ai  désignée  sous  le  nom 
de  substitution,  je  commencerai  par  donner  sur  cet  objet  de  nouveaux 
développements. 

Soit  K  la  fonction  donnée  de  Tordre  n  ;  soit  R  son  indice  ou  le  nombre 
des  valeurs  essentiellement  différentes  qu'elle  peut  recevoir  par  des 
substitutions  opérées  entre  les  quantités  dont  elle  se  compose.  Enfin 
désignonspar  N  le  produit  1.2. 3 n;  R  sera  nécessairement  un  divi- 
seur de  N  que  je  pourrai  représenter  par 

M' 

AI  étant  ainsi  le  diviseur  indicatifde  la  fonction  K.  Cela  posé,  soient  A,, 
A^,  ....  A^  les  permutations  en  nombre  égal  à  N  que  l'on  peut  former 
avec  les  indices  renfermés  dans  K,  et  désignons  par 

les  valeurs  correspondantes  de  cette  même  fonction  ;  pour  déduire  l'une 
de  l'autre  deux  de  ces  valeurs  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  permu- 
tations qui  leur  correspondent,  par  exemple  A,  et  A^,  il  suiïira  de 
remplacer  respectivement  les  indices  compris  dans  la  permutation  A, 
par  les  indices  correspondants  compris  dans  la  permutation  A^.  Cette 
opération,  que  j'appelle  substitution,  sera,  d'après  les  conventions  éta- 
blies, indiquée  de  la  manière  suivante  : 


(  t } 
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Les  deux  permutations  A,  et  Aa  seronl  appelées  rcspeelivcment/>/'^/w/Vr 
et  second  terme  de  cette  substitution.  On  peut,  dans  le  premier  terme  A, 
de  cette  substitution,  intervertir,  de  telle  manière  que  Ton  voudra. 

Tordre  des  indices  i,  2,  3 /î,  pourvu  que  Ton  intervertisse  de  la 

même  manière  Tordre  des  indices  correspondants  compris  dans  le 
second  terme  Aj.  On  pourra,  en  conséquence,  donner  successivement 
pour  premier  terme  à  la  substitution  proposée  chacune  des  permuta- 
tions A,,  A2,  A3,  ...,  Aj^.,  et  la  mettre  ainsi  sous  un  nombre  égal  à  N  de 
formes  différentes  qui  seront  toutes  équivalentes  entre  elles. 

Je  dirai  qu'une  substitution  est  le  produit  de  plusieurs  autres,  lors- 
qu'elle donnera  le  même  résultat  que  ces  dernières  opérées  successi- 
vement. Par  exemple,  si  en  appliquant  successivement  a  la  permuta- 
tion A,  les  deux  substitutions  (         j  et  f         1  on  obtient  pour  résultat 

la  permutation  Aq,  la  substitution  /  ^  j  sera  équivalente  au  produit 
des  deux  autres,  et  j'indiquerai  cette  équivalence  comme  il  suit  : 


A, 
A 


s  /       V  A3  /  \  A, 


Une  substitution  identique  est  celle  dont  les  deux  termes  sont  égaux 
entre  eux.  Les  substitutions 


Al 


'  >     •  •  •  j 

Ai  /        \  At 


C:;) 


sont  toutes  identiques. 

Je  dirai  que  deux  substitutions  sont  contigués  lorsque  le  second 
terme  de  la  première  sera  égal  au  premier  terme  de  la  seconde.  Les 

deux  substitutions  contigués  (        j>  (     *  )>  opérées  successivement, 
donnent  le  même  résultat  que  la  substitution  unique  (         j;  on  a  donc 

'')  =  (A)(t" 

^3    /  \    Aj    /     \    As 

OEwres  de  C,  —  S.  II,  t.  I.  10 
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On  a  (le  monu>,  on  général, 

(■''  )=(t'')('')(r)-(  ':')• 

Knfin,  jo  (lirai  qu'une  substitution  rst  dérivéo  d'uno  autre,  ou  est  une 
puissance  iVuiw  autre,  si  elle  est  équivalente  à  eelle  autre  répétée  plii- 

sieurs  fois  de  suite.  J'indiquerai  la  puissance  rde  la  substitution  (  j 

Ai 

de  la  manière  suivante  : 

•     (  r  )'• 

Lorsque  les  substitutions  eontij^uës 

('V  ('■)•  (' •  ) {'[-) 

sont  toutes  équivalentes  entre  elles,  on  a 

(:::)'--(:;;)(;::,)(.;:  )--(t')=(:;,)- 

Supposons  que  l'on  applique  plusieurs  fois  de  suite  à  la  permu-     . 

tation  A,  la  substitution  /      *    1»  en  sorte  que  rette  substitution  étant 

appliquée  à  la  permutation  A,  donne  pour  résultat  la  permutation  A.^; 
qu'étant  appliquée  à  la  permutation  A^,  elle  donne  pour  résultat  la 
permutation  A^,  etc.  La  série  des  permutations 

A],      Aj,      Aj,      ... 

sera  nécessairement  eomj)osée  «l'un  nombre  fini  de  termes,  (»t  si  {'(ui 
représente  par//i  ce  même  nombre  et  par  A,„  la  dernière  des  permuta-. 

tions  obtenues,  la  substitution  (  '  )  appliqué(»  à  cett(»  dernière  per- 
mutation reproduira  de  nouveau  le  terme  A,.  Ola  posé,  si  l'on  range 
en  cercle  ou  plutôt  en  polygone  régulier  les  permutations 


A|,     A*,     A3,     ...,     A„|_|,     A 


m 
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(1(>  la  inaniî'ro  suivante  : 

V, 
V,„        A, 


toutes  les  substitutions  que  Tou  pourra  fonner  avee  deux  permutations 
prises  à  la  suite  Tune  de  Pautre,  et  d'orient  en  occident  dans  le  poly- 

one  dont  il  s'agit,  seront  équivalentes  entre  elles  et  a  (      *    U  et  toutes 

relies  qu(»  Ton  pourra  former  avec  deux  permutations  séparées  Tune 
de  l'autre  par  un  nombre  r  de  cotés  dans  ce  menu»  polyj^one  seront 

équivalentes  à  la  puissance  r  de  la  substitution  (      *  ]•  On  aura,  de 
cette  manière. 


(•tr  =(  "v')-(t  )=••■=(  '■)• 

Il  suit  de  ces  considérations  :  i"  que  la  puissance  m  de  la  substitu- 
)  est  équivalente  à  la  substitution  identique  (      *    );  2"  que 

.r  étant  un  nombre  entier  quelconque,  (  *  )  sera  encore  une  substi- 
tulion  identique;  'i**  que,  dans  la  même  bypolbèse,  l(»s  substitutions 
(         )         et  I      *   )    sont  équivalentc^s;    V*  <!"<*  '^^  notation  (         ) 
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s 


indique  une  substitution  identique;  5°  que,  parmi  les  substitutions 

dérivées  de  (      '  ]>  les  seules  qui  soient  différentes  entre  elles  sont 

les  puissances  dont  l'exposant  est  plus  petit  que  m  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  les  substitutions  équivalentes  à  ces  puissances,  savoir  : 

Va,/     Va./     Va,/'    '"'    \  a„, /' 

Le  nombre  de  ces  substitutions  est,  comme  celui  des  permutations  A,, 
Aa,  A3, . . .,  A;,,,  égal  à  m.  Ce  nombre  sera  appelé  le  degré  de  la  substi- 
tution (      '   )•  Si  Ton  applique  plusieurs  fois  de  suite  la  substitution 

j  à  la  permutation  A,,  on  commencera  par  obtenir  la  suite  des 

permutations  A,,  A^,  A3,  .. .,  A;„  et,  lorsqu'on  sera  parvenu  à  ce  point, 

les  mêmes  permutations  se  reproduiront  dans  le  même  ordre  d'une 

manière  périodique.  C'est  pourquoi  je  dirai  que  les  permutations  pré- 

/  A, 
cédentes  forment  une  période  qui  correspond  à  la  substitution  ( 

V  A, 

Cela  posé,  le  degré  d'une  substitution  (      *  j  indique  à  la  fois  la  plus 

petite  de  ses  puissances  positives  qui  soit  équivalente  à  une  substitu- 
tion identique  et  le  nombre  des  permutations  comprises  dans  la  période 
qui  résulte  de  l'application  de  la  substitution  donnée  à  une  permutation 
déterminée. 

La  manière  la  plus  simple  de  représenter  une  période  est  de  ranger 
(Ml  cercle,  ou  plutôt  en  polygone  régulier,  les  permutations  qui  la  com- 
posent, ainsi  qu'on  l'a  déjà  fait  plus  haut. 

Je  dirai  que  le  cercle  suivant 

A. 

A,«        Aj 

A„,-i         A3 


formé  comme  on  vient  de  le  dire,  est  un  des  cercles  de  permutations 
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qui  correspondent  à  la  substitution  (  j-  Toute  substitution  qui  a 
pour  termes  deux  permutations  comprises  dans  ce  cercle  est  une  des 

Ai 

Étant  donné  le  cercle  ou  polygone  précédent  qui  correspond  à  la 
substitution  (      '   U  pour  en  déduire  un  polygone  qui  corresponde  à 

la  substitution  (         j  »  il  suflit  de  joindre  de  ren  r,  en  allant  d*orient 

en  occident,  les  sommets  du  polygone  donné  et  d'écrire  les  permuta- 
tions que  Ton  y  rencontre  dans  Tordre  où  elles  se  présentent.  Lorsque 
r  et  m  sont  premiers  entre  eux,  on  passe  de  cette  manière  sur  tous  les 
sommets  du  premier  pulygone  et  le  second  polygone  renferme  toutes 
les  permutations  comprises  dans  le  premier;  par  suite,  la  substitu- 
tion (        j  est  du  degré /w,  ainsi  que  la  substitution  donnée  ( 

et  cette  seconde  substitution  peut  alors  être  considérée  comme  une 
puissance  de  l'autre.  Cette  circonstance  a  toujours  lieu  lorsque  m  est 
un  nombre  premier,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  valeur  de  r. 

Si  Ton  applique  successivement  la  substitution  /  *  )  aux  diffé- 
rentes valeurs  de  la  fonction  K  ou,  ce  qui  revient  au  même,  aux  per- 
mutations 

Al,     A^,     Aj,      ••*,     A31 

N 
qui  leur  correspondent,  on  obtiendra  en  tout  un  nombre  égal  à  —  de 

polygones  ou  cercles  différents  les  uns  des  autres  qui  seront  composés 
chacun  de  m  permutations  différentes. 

Cela  posé,  désignons  sous  le  nom  de  permutations  équivalentes  celles 
qui  correspondent  à  des  valeurs  équivalentes  de  la  fonction  K  ;  les  per- 
mutations équivalentes  à  A,  étant,  par  hypothèse,  en  nombre  égala  M» 

il  est  visible  que,  si  l'on  a  M  >  —,  on  pourra,  parmi  les  cercles  que  l'on 

vient  de  former,  en  trouver  au  moins  un  qui  renferme  deux  des  per- 
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mutations  équivaUMilos  dont  il  s'agit.  SoiiMit  A^,  A^  cos  doux  pennuta- 
tions;  la  substitution  (  J  s(»ra  une  des  puissances  de  la  substitii- 

tion  /         j»  et  si,  en  outre,  m  est  un  nombre  premier,  /      '  \  sera 

\  A/  /  \  A|  / 

encore  une  puissance  de  la  substitution  (  '  ]•  D'ailleurs,  les  deux 
permutations  A,.,  A,  étant  équivalentes  entre  elles  et  à  la  permuta- 
tion A,,  la  substitution  (  '  )  "t*  changera  pas  la  valeur  K,  de  la 
fonction  K.  Par  suite,  cette  même  valeur  ne  sera  pas  changée  par  la  suh- 

)  plusieurs  fois  répétée;  elle  ne  sera  donc  pas  changée 

parla  substitution  /     *   )  si  m  est  un  nombre  premier.  Si  Ton  repré- 

sente  par/;  le  plus  grand  des  nombres  premiers  compris  dans  //,  on 
pourra  supposer,  dans  ce  qui  précède, 

m  z=z  p. 

Nous  sommes  donc  conduits,  par  les  considérations  pré(*édentes,  à 
ce  résultat  remarquable  que,  relativement  à  la  fonction  K,  on  ne  j)eut 

supposer  M  >  —  ou,  ce  qui  revient  au  même,  R<C/?,  à  moins  de  sup- 
poser en  même  temps  que  la  valeur  K,  de  celte  fonction  ne  peut  être 
changée  par  aucune  des  substitutions  du  degré />.  11  nous  reste  a  faire 
voir  qu(»,  [M)ur  satisfaire  à  cette  dernière  (condition,  on  est  obligé  de 
rendre  la  fonction  symétrique  ou  de  supposer 

U=:2. 


DEi:xn-MK    PAUTIE   DE    LA    DOIONSïnVTlON. 

(Jn  fait  voir  (/(te,  si  une  valeur  de  K  ne  peut  (Hre  elian:(èe  par  attcune  saùsti- 
tutiou  dit  deij^ré  p^  elle  ne  poitrra  être  changée  par  aucttne  des  sitbstittitions 
circulaires  du  troisième  de^rê. 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  nécessaire  d'examiner  avec  quelque 
attention  la  nature  des  substitutions  du  degré/;  que  l'on  peut  former 
avec  les  indices  i,  2,  3,  ...,  n. 
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Nous  obsorvorons  d'abord  qiio,  si  dans  la  substitution  /      '"  j  former 
par  deux  permutations  prises  à  volonté  dans  la  suite 

les  deux  ternies  A,,  A,  renferment  des  indiees  eorrespondanls  qui  soient 
respectivement  égaux,  on  pourra,  sans  inconvénient,  supprimer  les 
mêmes  indices  pour  ne  conserver  que  ceux  des  indices  correspondants 
qui  sont  respectivement  inégaux.  Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  fait  n  =  .'5, 
les  deux  substitutions 

'  1 . 9, .  3 .  i .  5  \  /  I .  a .  3 


.   a .  3 . 1 . 4 . 5    ^  \  2 . 3 . 1    / 


seront  équivalentes  entre  elles.  Je  dirai  qu'une  substitution  aura  été 
réduite  Si  sa  plus  simple  expression  lorsqu'on  aura  supprimé,  dans  les 
deux  termes,  tous  les  indices  correspondants  égaux. 

Soient  maintenant  a,  ^, y, ...,  Sf  >]  plusieurs  des  indices  i,  2,  3 n 

(Ml  nombre  égal  à/?,  et  supposons  que  la  substitution  (         j  réduite  à 

A/  / 

sa  plus  simple  expression  prenne  la  forme 


( 


'  X     ^     y     .  ..     Ç     Yî 
3     y     0      . . .     Yî     a 


en  sorte  que,  pour  déduire  le  second  terme  du  premier,  il  suffise  de 
ranger  en  cercle,  ou  plutôt  en  polygone  régulier,  les  indices  a,  p,  y, 
0,  . . .,  2^,  r^  de  la  manière  suivante  : 


a 


o 


et  de  remplacer  ensuite  chaque  indice  par  celui  qui,  le  premier,  vient 
prendre  sa  place  lorsqu'on  fait  tourner  d'orient  en  occident  le  polygone 
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dont  il  s'agit.  Il  est  aisé  de  voir  que,  pour  obtenir  la  puissance  rde  la 
substitution  donnée,  il  suffira  de  remplacer  chaque  indice  du  polygone 
par  celui  qui,  le  premier,  vient  prendre  sa  place  après  avoir  passé  sur 
un  nombre  de  côtés  égal  à  r,  lorsqu'on  fait  tourner  le  polygone  d'orient 
en  occident.  Si  l'on  veut  obtenir  de  cette  manière  une  substitution 
identique,  il  faudra  supposer  r  égal  à /i  ou  à  un  multiple  de/?;  car 
chaque  indice  ne  peut  revenir  à  sa  place  primitive  qu'après  avoir  fait 
une  ou  plusieurs  fois  le  tour  du  polygone.  Il  suit  de  là  que  le  degré  de 
la  substitution  donnée  est  égal  à  p.  J'appellerai  polygone  indicatif  on 
cercle  indicatif  le  polygone  ou  cercle  formé  par  les  indices  compris 
dans  cette  substitution  et  je  la  désignerai  elle-même  sous  le  nom  de 
substitution  circulaire.  Pour  qu'une  substitution  soit  circulaire,  il  sulïit 
que,  après  l'avoir  réduite  a  sa  plus  simple  expression,  on  puisse  passer 
en  revue  tous  les  indices  qu'elle  comprend,  en  comparant  deux  a  deux 
les  indices  qui  se  correspondent  dans  les  deux  termes.  Le  degré  d'une 
substitution  circulaire  est  toujours  égal  au  nombre  des  indices  qu'elle 
renferme, 

« 

Soit 

«     P     y     â     . . .      Ç     TO 


p    y    â    . . .     C    ^  \ 

y     ô     t     ...     Yî     a  / 


une  substitution  circulaire  du  degré /i; 

^    y    0     i     , , ,     fi     oi 
y     a     P     0     . . .     Ç     Yj 

sera  encore  une  substitution  circulaire  du  degré  y?,  et,  comme  elle  est 
contiguë  à  la  première,  ces  deux  substitutiojis  opérées  successivement 
seront  équivalentes  ii  la  substitution  unique 

a^yô     ...     K     fï  \  _/  ai     ?»     y 
y     (X    ^    6     ...     ^    n  /       \  y     a    ?t 

Si  donc  les  deux  premières  substitutions  ne  changent  pas  la  valeur  K, 
de  la  fonction  K,  cette  valeur  ne  sera  pas  non  plus  changée  par  la  sub- 
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stitution  circulaire  du  troisième  degré 

a     (3     y 

y   «   P 

Il  suit  de  là  que,  si  la  valeur  K,  n'est  changée  par  aucune  des  substi- 
tutions circulaires  du  degré/?,  elle  ne  pourra  être  changée  par  aucune 
des  substitutions  circulaires  du  troisième  degré;  il  ne  reste  plus  qu'à 
développer  les  conséquences  de  cette  dernière  condition. 

TROISIÈME   PARTIE   PE   LA    DÉMONSTRATION. 

On  fait  voir  que,  si  une  valeur  de  K  n'est  changée  par  aucune  des  substitutions 
circulaires  du  troisième  degré,  cette  fonction  sera  symétrique  ou  n'aura  que 
deux  valeurs. 

Si  l'on  désigne  sous  le  nom  de  transposition  une  substitution  circu- 
laire du  deuxième  degré,  telle  que  (  J  ou,  ce  qui  revient  au 

même,  l'opération  qui  consiste  à  échanger  l'un  contre  l'autre  deux 
indices  a  et  ft,  et  que  nous  indiquerons  comme  il  suit  (a,  P)  :  chaque 
substitution  circulaire  du  troisième  degré  sera  équivalente  à  deux 
transpositions  successivement  opérées.  Ainsi,  par  exemple,  la  substi- 
tution 

a     (3     y 

y   «   P 

sera  équivalente  au  produit  des  deux  substitutions  contiguès 

a     (3     y  \   /  (3     a     y 
(3*a    y/\y     a    |3 

que  l'on  peut  représenter  aussi  par 

(a,  P),     (.3,  y). 

Si  donc  la  valeur  K,  n'est  pas  changée  par  la  substitution  circu- 
laire  (  j,  la  même  valeur  ne  sera  pas  changée  par  les  (ranspo- 

OFMvreêde  C.  —  S.  Il,  t.  I.  H 
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sitions  (a,  p),  (^,  y)  opérées  succossivoment  et,  par  suite,  la  transpo- 
sition (a,  P)  ne  pourra  changer  K,  en  K^  sans  que  la  transposition 
(^,  y),  change  réciproquement  K^  en  K,  et,  par  conséquent  aussi,  K, 
en  K^;  ainsi  les  deux  transpositions  (a,  p),  (p,  y),  qui  ont  un  indice 
commun  ^,  étant  appliquées  à  K,,  donneront  le  même  résultat  K^.  On 
fera  voir  de  même  que,  si  la  valeur  K,  n'est  pas  changée  par  la  sub- 
stitution circulaire  du  troisième  degré 

\  0  ?  /  ' 

les  transposilions(p,  y)  cl(Yt  S)t  qui  ont  un  indice  commun  Yt  chan- 
geront toutes  deux  K,  en  K,.  Par  suite,  les  transpositions 

(a,?),    (y,  3), 

qui  n'ont  pas  d'indices  communs,  conduiront  encore  au  même  résultat. 

Il  suit  de  ce  qu'on  vient  de  dire  que,  si  la  valeur  K,  de  la  fonction  K 
n'est  changée  par  aucune  des  substitutions  circulaires  du  troisième' 
degré  opérées  entre  les  indices  i,  2,  3,  ...,  n  et  que  l'on  représent*» 
par  Ka  la  valeur  déduite  de  K,  par  la  transposition  (i,-2),  toutes  les 
autres  transpositions  changeront  encore  K,  en  K,  et,  par  conséquent, 
K2  en  K,.  Par  suite,  deux  transpositions  successives  ne  changeront 
pas  la  valeur  K,.  Ainsi,  dans  le  cas  que  l'on  considère,  le  nombre  des 
valeurs  différentes  de  la  fonction  K,  valeurs  que  l'on  peut  toujours 
déduire  de  K,  par  des  transpositions  opérées  entre  les  indices  i,  2, 
3,  ...,  /i,  sera  tout  au  plus  égal  à  2;  d'ailleurs,  il  ne  pourrait  se  réduire 
à  l'unité  que  dans  le  cas  où  cette  fonction  deviendrait  symétrique.  Il 
<»st  donc  prouvé  par  ce  qui  précède  que,  si  la  fonction  K  n'est  pas  symé- 
trique, le  nombre  de  ses  valeurs  ne  pourra  être  inférieur  à  p  sans 
devenir  égal  à  2. 

Ainsi,  par  exemple,  en  excluant  les  fonctions  symétriques  et  celles 
qui  ont  deux  valeurs  seulement,  on  trouvera  qu'une  fonction  du  cin- 
quième ou  du  sixième  ordre  ne  peut  obtenir  moins  de  cinq  valeurs; 
une  fonction  du  septième,  du  huitième,  du  neuvième  ou  du  dixième 
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ordre,  moins  de  sept  valeurs;  une  fonction  du  onzième  ou  du  douzième 
ordre,  moins  de  onze  valeurs,  etc.  Au  reste,  comme  en  supposant  nr='^ 
ou  /<  =  4»  on  trouve  /?  =  3,  on  voit  que  le  théorème  précédent,  dans 
le  troisième  et  le  quatrième  ordre,  n'exclut  pas  les  fonctions  de  trois 
valeurs. 

Lorsque  l'ordre  de  la  fonction  est  lui-même  un  nombre  premier,  on 
a /?  =  /?;  ainsi,  toute  fonction  dont  l'ordre  est  un  nombre  premier  ne 
peut  obtenir  moins  de  valeurs  qu'elle  ne  renferme  de  quantités,  pourvu 
que  l'on  suppose  toujours  exclues  les  fonctions  qui  n'ont  pas  plus  de 
deux  valeurs. 

Au  reste,  il  n'est  pas  toujours  possible  d'abaisser  l'indice,  c'est-k-dire 
le  nombre  des  valeurs  d'une  fonction  jusqu'à  la  limite  que  nous  venons 
d'assigner,  et,  si  l'on  en  excepte  les  fonctions  du  quatrième  ordre  qui 
peuvent  obtenir  trois  valeurs,  je  ne  connais  pas  de  fonctions  non  symé- 
triques dont  l'indice  soit  inférieur  à  l'ordre,  sans  être  égal  a  2.  Le 
théorème  ci-dessus  démontré  prouve  du  moins  qu'il  n'en  existe  pas 
de  semblables  quand  l'ordre  n  de  la  fonction  est  un  nombre  premier, 
puisque  alors  la  limite  trouvée  se  confond  avec  ce  nombre.  On  peut 
encore  démontrer  cette  assertion,  lorsque  n  est  égal  à  6,  en  faisant  voir 
qu'une  fonction  de  six  lettres  ne  peut  obtenir  m'oins  de  six  valeurs 
quand  elle  en  a  plus  de  deux.  On  y  parvient  à  l'aide  des  considérations 
suivantes. 

Soit  K  une  fonction  du  sixième  ordre,  et  désignons  toujours  par 
I,  2,  3,  4,  5,  6  les  indices  qui  affectent  les  six  quantités  qu'elle  ren- 
ferme; le  nombre  total  des  valeurs  possibles  de  la  fonction  K  sera  égal 

au  produit 

I  .a. 3. 4. 5. 6 —  720. 

Soient  maintenant  a,  p,  y  trois  des  six  indices  pris  a  volonté  et  K,  une 
des  valeurs  de  K.  Le  nombre  des  permutations  que  l'on  peut  former 
avec  les  trois  indices  a,  p,  y  étant  égal  au  prodqit 

1.2.3  =  6, 
on  pourra  toujours  déduire  de  la  valeur  K,  cinq  autres  valeurs  de  la 
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Ibnction  K  au  moyen  de  transpositions  ou  de  substitutions  circulaires 
du  troisième  degré  opérées  entre  les  indices  a,  ^,  y.  Soient 

Kj,     K3,     K4,     Kj,     K( 

les  nouvelles  valeurs  dont  il  s'agit;  les  six  vîileurs 

K|,    Kj,     K,,     Kv,    K,,     Ke 

seront  toutes  différentes  les  unes  des  autres  ou  bien  elles  seront  égales 
deux  à  deux,  trois  à  trois,  ou  toutes  égales  entre  elles.  Dans  la  première 
hypothèse,  le  nombre  des  valeurs  différentes  de  la  fonction  donnée  sera 
au  moins  égal  h  G.  Dans  les  trois  autres  hypothèses,  une  au  moins  des 
valeurs 

Kj,     K3,     Kj,     Kj,     Ke 

sera  égale  à  K,;  et,  par  suite,  on  pourra,  sans  altérer  la  valeur  K,, 
échanger  entre  eux  dans  cette  valeur  deux  ou  trois  des  indices  a,  p,  y, 
soit  au  moyen  d'une  simple  transposition,  soit  au  moyen  d'une  substi- 
tution circulaire  du  troisième  degré. 

Supposons  maintenant  que  Ton  partage  en  plusieurs  groupes  les  six 
indices  i,  2,  3,  4»  <u  G,  de  manière  à  renfermer  dans  un  même  groupe 
deux  indices  qui  sont  a  la  fois  compris,  soit  dans. une  transposition, 
soit  dans  une  substitution  circulaire  du  troisième  degré  qui  ne  change 
pas  la  valeur  K,.  D'après  ce  qui  précède,  pour  que  la  fonction  donnée 
puisse  obtenir  moins  de  six  valeurs,  il  est  nécessaire  que,  sur  trois 
indices  a,  ^,  y  pris  a  volonté,  deux  au  moins  se  trouvent  compris  dans 
un  même  groupe  et,  dans  ce  cas,  on  ne  pourra  évidemment  former  que 
deux  groupes  différents,  l'un  de  ces  deux  groupes  pouvant  être  com- 
posé d'un  seul  indice.  Il  reste  à  savoir  combien  la  fonction  K  peut 
obtenir  de  valeurs  différentes  quand  le  nombre  des  groupes  ainsi  formé 
est  égal  k  2  et  quand  ce  même  nombre  se  réduit  à  l'unité;  l'ordre 
établi  entre  trois  indices  pris  à  volonté  pouvant  être  interverti  d'une 
certaine  manière  sans  que  la  valeur  K,  soit  altérée. 

Supposons  d'abord  que  les  indices  se  partagent  en  deux  groupes. 
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Soient  a  et  p  deux  indices  pris  dans  Tun  des  groupes  et  y  un  indice 
pris  dans  l'autre  groupe.  Puisqu'on  peut  échanger  entre  eux  deux  de 
ces  trois  indices  sans  altérer  la  valeur  K,  et  que  l'indice  7  ne  peut  être 
échangé  avec  l'un  des  deux  autres,  il  est  clair  que  la  valeur  K,  ne  sera 
pas  altérée  par  la  transposition  (a,  P).  Par  suite,  cette  valeur  ne  pourra 
être  changée  par  aucune  substitution  opérée  entre  les  indices  d'un 
même  groupe,  mais  elle  sera  nécessairement  altérée  par  les  transpo- 
sitions ou  substitutions  qui  feront  passer  dans  un  des  groupes  une 
partie  des  indices  de  l'autre;  on  peut  même  assurer  que  deux  valeurs 
de  K,  pour  lesquelles  la  composition  des  deux  groupes  sera  différente, 
seront  nécessairement  inégales;  car,  si  cela  n'avait  pas  lieu,  les  valeurs 
de  K  relatives  aux  diverses  manières  dont  on  peut  composer  les  deux 
groupes  dont  il  s'agit  seraient  égales  deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc.,  ou 
toutes  égales  entre  elles.  L'une  d'elles  serait  donc  égale  à  la  valeur  K, 
de  la  fonction  K  et,  relativement  à  cette  même  valeur,  il  y  aurait  plu- 

■ 

sieurs  manières  de  composer  les  deux  groupes,  ce  qui  est  absurde. 
Ainsi,  pour  obtenir  les  valeurs  différentes,  il  suffira  de  faire  passer 
successivement  tous  les  indices  d'un  groupe  dans  l'autre  ou  d'échanger 
les  deux  groupes  entre  eux.  Cela  posé,  on  obtiendra  les  résultats 
suivants. 

Si  l'un  des  groupes  est  composé  de  cinq  indices  et  l'autre  d'un  seul, 
comme  on  pourra  faire  passer  successivement  dans  ce  dernier  groupe 
chacun  des  indices  ï,  2,  3,  /|,  5,  6,  on  obtiendra  en  tout  six  valeurs 
différentes  de  la  fonction  K. 

Si  l'un  des  groupes  est  composé  de  quatre  indices  et  l'autre  de  deux, 
comme  on  pourra  faire  passer  successivement  dans  ce  dernier  groupe 
toutes  les  combinaisons  des  six  indices  pris  deux  à  deux,  on  obtiendra 
en  tout  quinze  valeurs  différentes  de  la  fonction. 

Enfin,  si  les  deux  groupes  sont  formés  chacun  de  trois  indices  et 
qu'on  ne  puisse  échanger  ces  deux  groupes,  en  faisant  passer  succes- 
sivement dans  l'un  d'eux  toutes  les  combinaisons  des  indices  pris  trois 
à  trois,  on  obtiendra  en  tout  vingt  valeurs  différentes  de  la  fonction 
donnée.  Le  nombre  de  ces  valeurs  deviendrait  moitié  moindre  et  se 
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réduirait  a  dix  si  l'on  pouvait  échanger  entre  eux  les  deux  groupes, 

c'est-à-dire  substituer  en  même  temps  tous  les  indices  du  premier 

groupe  à  ceux  du  deuxième  et  réciproquement. 

Ainsi,  lorsque  les  indices  peuvent  être  partagés  en  deux  groupes» 

de  telle  manière  que  la  transposition  de  deux  indices  renfermés  dans 

un  même  groupe  ne  change  pas  la  valeur  K,,  le  nombre  des  valeurs 

différentes  que  la  fonction  K  peut  recevoir  est  nécessairement  un  de 

ceux-ci 

6,     i5,    20f     10. 

Pour  offrir  des  exemples  de  ces  différents  cas,  il  suffît  de  citer  les 
quatre  fonctions  suivantes  : 

OxOiClz  -H  2  «4  Ci  a», 

^i^î^j         -h    a^a^a%. 

Dans  chacune  de  ces  fonctions,  les  indices  se  partagent  en  deux 
groupes  lorsqu'on  rassemble  dans  un  même  groupe  ceux  qui  sont  ii 
la  fois  compris  dans  des  transpositions  ou  substitutions  circulaires  du 
troisième  degré  qui  ne  changent  pas  la  valeur  de  la  fonction.  Voyons 
maintenant  ce  qui  arriverait  si  tous  les  indices  se  trouvaient  alors 
renfermés  dans  un  seul  groupe. 

Dans  cette  dernière  hypothèse,  étant  donnée  une  substitution  circu- 
laire du  deuxième  ou  du  troisième  degré  qui  ne  change  pas  la  valeur  K, 
de  la  fonction  K,  on  pourra  toujours  trouver  une  autre  substitution  de 
même  espèce  qui  ne  change  pas  cette  valeur  et  qui  ait  un  ou  deux 
indices  communs  avec  la  première.  Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  que 
toutes  les  transpositions  opérées  sur  K,,  entre  deux  indices  pris  à 
volonté  dans  les  deux  substitutions  dont  il  s'agit,  conduiront  à  une 
même  valeur  de  la  fonction  K.  Et,  en  effet,  si  les  deux  substitutions 
dont  il  s'agit  ont  deux  indices  communs  a  et  p,  il  pourra  arriver,  ou 
que  l'une  d'elles  soit  du  deuxième  degré  et  l'autre  du  troisième,  ou 
qu'elles  soient  toutes  deux  du  troisième  degré.  Dans  le  premier  cas. 


QU'UNE  FONCTION  PEUT  ACQUÉRIR,  ETC.  87 

elles  pourront  être  représentées  par 

«    (3  \       /  «    (3    y 
(3    «  A      V  (3     y    a 

Y  étant  un  troisième  indice  et,  puisque  la  deuxième  ne  change  pas  la 
valeur  K,,  on  prouvera,  par  un  raisonnement  semblable  à  ceux  qu'on 
a  déjà  faits  en  pareille  circonstance,  que  les  trois  substitutions  ou 
transpositions 

(a,  P),     (oc,  y).     (P,y) 

donnent  la  même  valeur  de  K.  Dans  le  deuxième  cas,  les  deux  substi- 
tutions  données  pourront  être  représentées  par 


P  r  Y    ,  .  ?  ^  N 

y     «  /       \  |3     8     a   / 


«     |3    y 

? 

7  et  S  étant  deux  nouveaux  indices.  En  vertu  de  la  première,  les  trois 
transpositions 

(a,  P),     («,y),     O,  y) 

donneront  la  même  valeur  de  K.  En  vertu  de  la  deuxième,  les  trois 
transpositions 

(a,  |3),     (0L,i),     (?,  ô) 

donneront  aussi  la  même  valeur  dé  K  et,  comme  la  transposition  (a,  p) 
ne  peut  donner  qu'une  seule  valeur  de  K,  il  en  résulte  que  les  cinq 
transpositions 

(a,  p),     (oc,  y),     ((3,  y),     (a,  8),     ^3,  d) 

conduiront  au  même  résultat. 

Supposons  maintenant  que  les  deux  substitutions  données  aient  un 
seul  indice  commun.  Il  pourra  arriver,  ou  que  ces  deux  substitutions 
soient  du  deuxième  degré,  ou  que  l'une  soit  du  deuxième  degré  et 
l'autre  du  troisième,  ou  que  toutes  deux  soient  du  troisième  degré. 

Pour  donner  un  exemple  du  premier  cas,  soient 


«    (3 
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deux  substitutions  qui  ne  changent  pas  la  valeur  K,  ;  ces  deux  substi- 
tutions équivalent  aux  deux  transpositions  (a,  P)  (a,  y)  et,  comme 
en  vertu  de  la  première  on  peut  faire  passer  l'indice  P  à  la  place  de 
l'indice  a  sans  déplacer  l'indice  y,  il  est  clair  que  les  indices  ^  et  y 
jouiront  respectivement  des  mêmes  propriétés  que  les  indices  a  et  y, 
en  sorte  que  la  transposition 

ne  changera  pas  la  valeur  K,. 
Soient,  dans  le  deuxième  cas, 

a     (3  \        /  X    y    8 
(3    a/       \y    à    (X 

les  deux  substitutions  données;  on  pourra,  en  opérant  une  ou  deux 
fois  de  suite  la  deuxième  substitution,  faire  passer  successivement 
l'indice  y  et  l'indice  S  k  la  place  de  l'indice  a  sans  déplacer  l'indice  p. 
Par  suite,  les  trois  transpositions 

(a,  (3),     ((3,  y),     ((3,  â) 

ne  changeront  pas  la  valeur  K,,  et  l'on  en  conclura,  comme  dans  le 
cas  précédent,  que  les  transpositions 

(a,  y),     (a,  3),     (y,  3) 

ne  la  changeront  pas  non  plus. 

Enfin,  soient,  dans  le  troisième  cas, 

a[3y\        /  (X    S     e 
(3     y     a/        \  à     E     a 

les  deux  substitutions  données;  on  pourra,  en  opérant  une  ou  deux 
fois  de  suite  la  deuxième  substitution,  faire  passer  successivement  les 
indices  o  et  £  à  la  place  de  l'indice  a  sans  déplacer  les  indices  p  et  y, 
et  l'on  en  conclura  que  les  substitutions 


«  P  7  \     /  ^  ^  y  \     /  Ê  P  y 

(3     y     a  /        \  (3     y     d    r      V  (3     y     £ 
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no  changent  pas  la  valcMir  K,  ;  par  suite,  les  transpositions  opérées 
entre  deux  quelconques  des  indices  a,  ^,  y,  S,  £  donneront  une  même 
valeur  de  la  fonction  K. 

Si  Ton  étend,  de  proche  en  proche  les  raisonnements  que  Ton  viejit 
de  faire  aux  indices  compris  dans  les  diverses  substitutions  qui,  par 
hypothèse,  ne  changent  pas  la  valeur  K,,  on  en  conclura  que  les 
transpositions  effectuées  sur  K,  entre  les  six  indices  i,  2,  3,  4»  5,  G, 
considérés  deux  à  deux,  conduis.ent  toutes  à  une  même  valeur  de  la 
fonction  K,  que  je  désignerai  par  K^;  par  suite,  K,  conservera  la  même 
valeur  après  un  nombre^pair  de  transpositions  successives  et  sera 
changé  en  K2  après  un  nombre  impair  de  transpositions.  I^  fonction 
aura  donc  deux  valeurs  si  K,  et  K2  sont  différents  l'un  de  l'autre;  elle 
n'en  aura  qu'une  seule,  c'est-à-dire  qu'elle  deviendra  symétrique,  si 
Ton  a 

En  résumant  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  on  voit  qu'une  fonction  du 
sixième  ordre  ne  peut  avoir  moins  de  six  valeurs,  à  moins  que  le 
nombre  de  ces  valeurs  ne  devienne  égal  à  2  ou  à  l'unité. 

Tous  les  théorèmes  énoncés  dans  le  présent  Mémoire  subsisteraient 
encore  si  quelques-unes  des  quantités  renfermées  dans  les  fonctions 
que  l'on  considère  s'y  trouvaient  multipliées  par  zéro;  mais  alors  ces 
dernières  quantités  venant  à  disparaître,  il  faudrait,  pour  déterminer 
l'ordre  de  chaque  fonction,  avoir  égard,  non  pas  au  nombre  des  quan- 
tités qu'elle  renferme,  mais  au  nombre  de  ces  quantités  augmenté  du 
nonibre  de  celles  qu'on  peut  substituer  à  leur  place.  Ainsi,  par  exemple, 
si  l'on  désigne  par  a^,  à^,  a^,  a^  les  quatre  racines  d'une  équation  du 
quatrième  degré,  la  quantité 

considérée  comme  une  fonction  de  ces  racines,  sera  du  quatrième 
ordre,  et  cette  fonction  sera  susceptible  de  six  valeurs  qui  seront  res- 
pectivement 

^i-H^i>     «1 -H  «3,     «1 -h  ûf4,     ^î+û^j»     ûrj-l-^4,     a^-t-^i. 
OEuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  I.  12 
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Il  ne  sera  peut-être  pas  inutile  d'indiquer  ici  les  conditions  aux- 
quelles une  fonction  doit  satisfaire  pour  que  le  nonibre  de  ses  valeurs 
se  réduise  à  2.  Soit  K  une  fonction  de  cette  nature  et  désignons  par 
K,,  Kg  les  deux  valeurs  dont  il  s'agit.  Le  nombre  de  ces  valeurs  étant 
égal  à  2  et,  par  conséquent,  inférieur  à  6,  si  l'on  partage  en  plusieurs 
groupes  les  indices  contenus  dans  la  fonction,  de  manière  à  renfermer 
dans  un  même  groupe  deux  indices  qui  sont  à  la  fois  compris,  soit  dans 
une  transposition,  soit  dans  une  substitution  circulaire  du  troisième 
degré  qui  ne  change  pas  la  valeur  K,;  on  fera  voir,  comme  ci-dessus, 
que,  sur  trois  indices  pris  à  volonté,  deux^au  moins  seront  compris 
dans  un  même  groupe,  d'où  il  suit  qu'on  ne  pourra  former  plus  de 
deux  groupes  diiïérents.  D'ailleurs,  en  appliquant  ici  les  raisonnements 
dont  nous  avons  deyd  fait  usage,  on  prouvera  que  le  nombre  des  groupes 
ne  saurait  être  égal  à  2,  ii  moins  que  les  diverses  valeurs  de  la  fonction, 
relatives  aux  différentes  manières  dont  on  peut  composer  ces  deux 
groupes  en  faisant  passer  les  indices  de  l'un  dans  l'autre,  ne  soient 
toutes  inégales  et,  dans  ce  cas,  le  nombre  des  valeurs  de  la  fonction 
serait  nécessairement  supérieur  à  2,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Par 
suite,  pour  que  cette  hypothèse  subsiste,  il  est  nécessaire  que  tous  les 
indices  soient  renfermés  dans  un  seul  groupe  ;  d'où  l'on  peut  conclure, 
au  moyen  de  la  théorie  précédemment  exposée,  que  K,  doit  conserver 
le  même  signe  après  un  nombre  pair  de  transpositions  d'indices  et  se 
changer  en  K^  après  un  nombre  impair  de  transpositions.  Ainsi,  par 
exemple,  toute  fonction  qui,  commp  la  suivante, 

(ûf,  —  aj)(a,  —  flTj). .  .(«1  — fl/i)  (rt,— a,). .  .(flTj—  flTfl). .  .(«„_,  —  «„),. 

ne  peut  obtenir  que  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  con- 
servera toujours  le  même  signe  après  un  nombre  pair  de  transpositions 
d'indices  et  changera  toujours  de  signe  après  un  nombre  impair  de 
transpositions;  d'où  il  suit  que  chacun  de  ses  termes,  soumis  aux 
transpositions  que  l'on  considère,  recevra  alternativement  le  signe 
et  le  signe  — . 


MÉMOIRE 


8CR   LES 


FONCTIONS  QUI  NE  PEUVENT  OBTENIR  QUE  DEUX  VALEURS 

ÉGAIJ:S  et  de  signes  contraires  par  suite  des  TKAXSPOSITIONS 
OPÉRÉES  ENTRE  LES  VAlllABLES  QUTIXES  RENFERMENT  (  '  ). 


Journal  de  l'École  Poljteclunque,  XVIP  Calûer,  Tome  X,  p.  ïq;  i8i5. 


PREMIÈRE  PARTIE. 

CONSIDÉRATIONS   GÉNÉRALES    SUR   LES    FONCTIONS    SYMÉTRIQUES    ALTERNÉES. 

§  P^  Après  les  fonctions  qu'on  appelle  ordinairement  symétriques 
et  qui  ne  changent  ni  de  valeur  ni  de  signe,  par  suite  des  transpositions 
opérées  entre  les  variables  qu'elles  renferment,  les  plus  remarquables 
sont  celles  qui  peuvent  changer  de  signe,  mais  non  pas  de  valeur,  en 
vertu  des  mêmes  transpositions.  Lorsqu'on  développe  ces  dernières, 
on  les  trouve  composées  de  plusieurs  termes  alternativement  positifs 
et  négatifs  et,  pour  les  transformer  en  fonctions  symétriques  ordi- 
naires, il  suffirait  de  changer  le  signe  des  termes  négatifs.  En  faveur 
de  cette  analogie,  je  comprendrai  sous  la  dénomination  commune  de 
fonctions  symétriques  toutes  les  fonctions  qui  ne  changent  pas  de  valeur, 
mais  tout  au  plus  de  signe  en  vertu  de  transpositions  opérées  entre  les 

(•)  Lu  à  rinstitut,  le  3o  novembre  1812. 
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variables  qu'elles  renferment,  et,  pour  distinguer  les  fonctions  dont  les 
lifl'érents  termes  conservent  le  même  signe  après  chaque  transposition 
le  celles  dont  les  termes  deviennent  alternativement  positifs  et  néga- 
tifs, j'appellerai  les  premières  yb/?c/£0/?5  symétriques  permanentes  Qi  les 
secondes /o/?c/£o/î^  symétriques  alternées.  Il  suit  du  précédent  Mémoire 
que  ces  deux  espèces  de  fonctions  sont  les  seules  dont  la  valeur  absolue 
ne  change  pas.  Je  partagerai  encore  ici  les  fonctions  en  plusieurs  ordres, 
suivant  le  nombre  des  quantités  qu'elles  renferment,  et  je  désignerai 
toujours  par  des  lettres  affectées  d'indices,  telles  que 


ûfi,    flfj,     •  • .,    <7/i, 


les  n  variables  que  renferme  une  fonction' symétrique  de  l'ordre  n 
Cela  posé,  concevons  les  diverses  suites  de  quantités 


C»i,        Wj,        .  .  .  ,       Uft^ 
^1»       ^î»        •  •  •  »       C/i, 


tellement  liées  entre  elles  que  la  transposition  de  deux  indices  pris 
dans  l'une  des  suites  nécessite  la  même  transposition  dans  toutes  les 
autres;  alors  les  quantités 

0\y      Cl,       •  •  • ,      "î,      Cj,       •  •  • ,      o%^      Cj,       .  .  . 

pourront  être  considérées  comme  des  fonctions  semblables  de 

Ût|,       ÛJj,       flj,        .  •  • 

et,  par  suite-,  les  fonctions  de 

^1»       ^U       ^I>        •••»       ^l>       ^1»       Cj»        •••>       ^»,       <>'/»»       C|i,        •••, 

qui  ne  changeront  pas  de  valeur,  mais  tout  au  plus  de  signe,  en  vertu 
de  transpositions  opérées  entre  les  indices  i,  2,  3,  ...,  /2,  devront  être 
rangées  parmi  les  fonctions  symétriques  de  a,,  a^,  ...,  a„  ou,  ce  qui 
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revient  au  même,  des  indices  î,  2,  3,  ...»  n.  Ainsi 

ÛTt  ^i  4-  «j  Af  -h  <7j  ^j  -t-  2  C,  C,  Cj, 

« 

« 

cos(a,  —  a,)  cos(rti —  flr,)  cos(ai—  a,) 

seront  des  fonctions  symétriques  permanentes,  la  première  du  deuxième 
ordre  et  les  autres  du  troisième  et,  au  contraire, 

sin(ai—  fl,)  sin(a|  —  «,)  sîn(a,—  «,) 

seront  des  fonctions  symétriques  alternées  du  troisième  ordre. 

Lorsqu'une  fonction  n'est  pas  symétrique,  elle  peut  obtenir  un 
nombre  déterminé  de  valeurs  différentes  les  unes  des  autres,  lorsque 

l'on  échange  entre  elles  les  quantités  qui  la  composent;  mais  alors  la 

■ 

somme  de  ces  valeurs  est  une  fonction  symétrique  permanente,  et  si  en 
ajoutant  ces  mêmes  valeurs  on  leur  donne  alternativement  le  signe  -h 
et  le  signe  —,  suivant  une  loi  ^ue  nous  déterminerons  ci-après,  on 
obtiendra  pour  l'ordinaire  une  fonction  symétrique  alternée. 

On  peut  généraliser  cette  définition  des  fonctions  symétriques  en 
supposant  que  non  seulement  on  échange  entre  elles  les  quantités  qui 
composent  la  fonction  non  symétrique  dont  il  s'agit,  mais  qu'on  les 
échange  encore  avec  d'autres  quantités  qui  ne  soient  pas  comprises 
dans  cette  même  fonction.  Cela  posé,  on  pourra  considérer,  en  général, 
une  fonction  symétrique  comme  formée  de  plusieurs  termes  que  l'on 
déduit  les  uns  des  autres  par  des  transpositions  opérées  entre  les  quan- 
tités qu'elle  renferme  ou,  ce  qui  revient  au  même,  entre  les  indices  qui 
affectent  ces  quantités,  et  Ton  conçoit  que,  pour  déterminer  une  fonc- 
tion symétrique  permanente  ou  alternée,  il  suffira  de  connaître,  avec 
l'un  de  ses  termes,  le  nombre  d'indices  qu'elle  doit  renfermer,  c'est- 
à-dire  l'ordre  de  la  fonction  donnée. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que  la  théorie  des  fonctions  symétriques 
doit  embrasser  deux  espèces  d'opérations  différentes. 
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Les  unes  ont  pour  objet  de  déduire  les  uns  des  autres  les  termes  de 
même  espèce  qui  composent  une  fonction  symétrique  donnée.  Ce  sont 
les  opérations  que  j'ai  désignées  dans  le  précédent  Mémoire  sous  le 
nom  de  substitutions  et  de  transpositions. 

Les  autres  ont  pour  objet  de  déterminer  une  fonction  symétrique 
permanente  ou  alternée,  formée  de  plusieurs  termes  de  même  espèce, 
au  moyen  de  l'un  des  termes  dont  il  s'agit.  J'indiquerai  ces  dernières 
opérations  par  le  signe  S  et  de  la  manière  suivante  : 

Soit  K  une  fonction  non  symétrique  prise  à  volonté.  Désignons  par 
des  lettres  grecques,  a,  p, y, ...  les  indices  renfermés  dans  K,  et  soit  m 
le  nombre  de  ces  indices;  enfin,  soit  n  un  nombre  entier  quelconque 
supérieur  ou  égal  au  plus  grand  des  indices  dont  il  8*agit.  I^  somme 
des  valeurs  difl'érentes  que  l'on  peut  déduire  de  la  fonction  K  par  des 
transpositions  opérées  entre  les  indices  a,  /3,  y»  •••  sera  désignée  par 

la  notation 

S(K) 

et  la  somme  des  valeurs  différentes  que  l'on  déduira  de  la  fonction  K,  si 
l'on  échange  les  indices  a,  (3,  y,  ...,  non  seulement  entre  eux,  mais 
encore  avec  les  autres  indices  compris  dans  la  suite 

I,     2,     3,     . . .,     n  —  I,     /i, 

sera  désignée  par  la  notation 

S"(K). 

Des  deux  fonctions  symétriques  permanentes  S(K),  S''(K),  l'une 
renfermera  seulement  les  indices  a,  p,  y,  ...,  l'autre  renfermera  tous 
les  indices  i,  2,  3,  ...,  n.  La  première  sera  de  Tordre  /n  et  la  seconde 
de  l'ordre  n\  elles  deviendraient  toutes  deux  égales  entre  elles  si  l'on 
supposait  m  =  n;  mais,  dans  tout  autre  cas,  la  première  ne  sera  qu'une 
partie  de  la  seconde. 

Supposons  maintenant,  ce  qui  bientôt  sera  démontré  possible,  que 
les  valeurs  déduites  de  la  fonction  K  par  un  nombre  pair  de  transposi- 
tions opérées  entre  les  indices  a,  p,  y, . . .  soient  différentes  des  valeurs 
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déduites  de  la  même  fonction  par  un  nombre  impair  de  transpositions. 
Désignons  les  premières  valeurs,  entre  lesquelles  la  fonction  K  se 
trouve  comprise,  par 

Ka,     Kp,     Ky,     ... 

et  les  autres  valeurs  par    * 

">.»     I^ji»     I*v>      •  •  •  5 

l'expression 

Kj  ~f"  K  9  -+-  A.y  -\- . . .  —  K-X  —  Ivu.  —  K-v  —  •  •  • 

sera  une  fonction  symétrique  alternée  que  je  désignerai  par 

S(±K) 
et 

—  Ka  —  Kp — •'  Ky' — ...-+-  K). -+-  K|x-i-  Ky-h . . . 

sera  encore  une  fonction  symétrique  alternée  égale,  mais  de  signe 
contraire  à  la  première,  et  que  je  désignerai  par 

De  même,  si  les  valeurs  déduites  de  la  fonction  K  par  un  nombre 
pair  de  transpositions  opérées  entre  les  indices  t,  2,  3,  ...,  /i  sont 
différentes  des  valeurs  obtenues  par  un  nombre  impair  de  transposi- 
tions opérées  entre  les  mêmes  indices  et  que  l'on  représente  par 

Kc>      Kr,,      Ko,       ... 

« 

les  premières  valeurs  dont  il  s'agit  et  les  secondes  par 

i*p?    '^(jt    **■■?>    •  •  •  î 
les  expressions 

et 

seront  deux  fonctions  symétriques  égales,  mais  de  signes  contraires, 
que  je  désignerai  respectivement  par 

SM±K), 
S»(=pK). 
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Des  doux  fonctions  symétriques  alternées  S(it  K),  S'*(±:  K),  la  pre- 
mière est  de  l'ordre  m  et  la  seconde  de  l'ordre  //.  Ces  deux  fonctions 
deviendraient  égales  entre  elles  si  Ton  avait  m  =  n;  mais,  dans  le  cas 
contraire,  la  première  ne  sera  qu'une  partie  de  la  seconde.  Quant  aux 
deux  notations  S(q::  K),  S'*(=i=  K),  on  les  déduit  évidemment  des  deux 
précédentes  en  y  changeant  le  signe  de  K;  d'où  il  suit  que  les  quatre 
notations  relatives  aux  fonctions  symétriques  alternées  se  réduisent 
elfectivement  k  2. 

Si  dans  ce  qui  précède  on  suppose,  pour  abréger, 

Ka-i-K^-f-Ky-i-..  .=  E, 
KxH-Kpt-f-KvH-...=:F, 

chacune  des  fonctions  E,  F  ne  pourra  obtenir  que  deux  valeurs  par 
suite  des  transpositions  opérées  entre  les  indices  a,  p, y.  ...  compris 
dans  la  fonction  K,  et  Ton  aura 

S(K)  ~  E  -h  F,        S(±:  K)  =  -  S(i;:  K)  =:  E  -  F. 
De  même,  si  l'on  suppose 

KrH-Kr.-hKoH-...  — Ci,- 

Kp-h  Kg--}-  Kx"+~ ...  1:==  H, 

chacune  des  fonctions  G,  H  ne  pourra  obtenir  que  deux  valeurs  par 
suite  des  transpositions  opérées  entre  les  indices  r,  2,  3,  . . .,  /i,  et  l'on 

aura 

S«(K)=:G4-H,        S"(:tK):=-S'»(ipK)=:G-H. 

Pour  comprendre  dans  un  seul  exemple  les  quatre  notations  précé- 
dentes, supposons 

K  =  a,  b^^ 

et  Ton  trouvera,  dans  ce  cas, 

S  («1^,)      =  aib^-j- a^bi^ 

S* (±  «,  é>j  )  =  ^1  ^t  H-  «î  ^s  H-  ^3  '^i  —  «î  ^i  —  «1  ^3'  —  ^3  ^j. 
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Pour  représenter,  au  moyen  des  notations  précédentes,  une  fonction 
symétrique  permanente  ou  alternée,  on  n'est  obligé  d'écrire  qu'un  seul 
de  ses  termes.  Je  désignerai  celui-ci  sous  le  nom  de  terme  indicatif, 
parce  qu'il  suffit  pour  indiquer  la  valeur  de  la  fonction  tout  entière. 
Dans  l'exemple  précédent,  a,  6^  est  le  terme  indicatif  des  quatre  fonc- 
tions symétriques 

S(a,6,),     S»(a,6,).     S(±:a,6,),     S^±^,6,). 

Au  reste,  on  peut  choisir  pour  terme  indicatif  un  quelconque  de  ceux 
dont  la  fonction  se  compose.  Seulement,  lorsqu'il  s'agit  d'une  fonction 
symétrique  alternée,  on  doit  placer  le  signe  ±  devant  ce  terme  s'il  se 
trouve  affecté  du  signe  -h  dans  le  développement  de  la  fonction  donnée 
et  le  signe  ip  dans  le  cas  contraire.  On  trouvera,  de  cette  manière, 

S  (a|6,)==S  (a,6,), 
S»(±:  a, b,)  =1  S»(=i=  a^b, )  =  S»(=h  a, ^)  .=  . . .. 

§  II.  Toute  fonction  K  qui  n'est  pas  symétrique  peut  devenir  le 
terme  indicatif  d'une  fonction  symétrique  permanente  S(K)  ou  S''(K). 
Si  la  fonction  K  est  elle-même  symétrique  et  permanente  relativement 
aux  indices  qu'elle  renferme,  on  aura 

S(K)rzK, 

et  si  elle  est  symétrique  et  permanente  relativement  aux  indices  r,  2, 
3, . ..,  on  aura 

S«(K)::z:K. 

La  même  remarque  ne  peut  pas  s'étendre  aux  fonctions  symétriques 
alternées,  et  pour  qu'une  fonction,  qui  n'est  pas  symétrique,  puisse 
devenir  le  terme  indicatif  d'une  fonction  symétrique  alternée,  il  est 
nécessaire  qu'elle  satisfasse  à  certaines  conditions  que  nous  allons 
déterminer  tout  à  l'heure. 

OEuvres  de  C  —  S.  11,  t.  1.  I^^ 
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Soit  toujours  K  une  fonction  quelconque  non  symétrique.  Soient 

«,    ?,    y»    if    ••••    C.    ^ 

les  indices  qu'elle  renferme:  Désignons  par  m  le  nombre  de  ces  indices 
et  par  Q  le  produit 

On  a  fait  voir,  dans  le  précédent  Mémoire,  comment  les  diverses 
valeurs  que  l'on  peut  déduire  de  la  fonction  K,  par  des  transpositions 
opérées  entre  les  indices  a,  p,  y,  o,  ...,  J^,  yj,  correspondaient  aux 
diverses  permutations  que  l'on  peut  former  avec  ces  mêmes  indices  et 
dont  le  nombre  est  égal  à  Q.  Soient 

Al,     Af»     Aj,      •••?     Ag 

les  permutations  dont  il  s'agit  et  désignons  par 

*^|>       *»î»       "-s»        •  •  •»       "-Q 

la  série  des  valeurs  K  qui  leur  correspondent.  La  somme  des  valeurs 
inégales  comprises  dans  cette  série  sera  équivalente  à  la  fonction 
symétrique  permanente  S(K).  Mais,  pour  obtenir  s'il  y  a  lieu,  au 
moyen  des  termes  de  la  série,  la  fonction  symétrique  alternée  S(ih  K), 
il  sera  nécessaire  d'établir  une  distinction  entre  les  termes  qui  devront 
être  considérés  comme  positifs  et  ceux  qui  devront  être  considérés 
comme  négatifs.  Par  suite,  on  devra  faire  un  partage  entre  les  termes 
dont  il  s'agit  ou,  ce  qui  revient  au  même,  entre  les  permutations 

A|,     Aj,     A|,      •  •  • ,     Aq 

qui  leur  correspondent.  On  peut  effectuer  ce  partage  à  l'aide  des  consi- 
dérations suivantes  : 

Soit  A,  une  quelconque  des  permutations  formées  avec  les  indices 
a,  p,  Yf  0,  . . .,  s»  ^f  et  désignons  comme  à  l'ordinaire  par 


o 
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la  substitution  qui  sort  à  déduire  la  permutation  A^  de  la  permuta- 
tion  A,.  Si  cette  substitution  est  du  genre  de  celles  que  j'ai  nommées 
substitutions  circulaires,  on  pourra  passer  en  revue  tous  les  indices 
qu'elle  renferme, en  comparant  deux  à  deux  les  indices  qui  se  corres- 
pondent dans  ses  deux  termes  et,  dans  ce  cas.  Ton  pourra  ranger  en 
cercle  tous  les  indices  donnés  a,  p,^,  ...,  de  manière  que  deux  indices 
pris  dans  le  cercle  à  la  suite  l'un  de  l'autre,  et  d'orient  en  occident, 
soient  toujours  ceux  qui  sont  situés  l'un  au-dessus  de  l'autre  dans  la 
substitution  donnée,  savoir  :  le  premier  dans  le  terme  supérieur  et  le 
second  dans  le  terme  inférieur  de  cette  substitution.  Dans  le  cas  con- 
traire,  si  l'on  compare  deux  à  deux  les  indices  correspondants  en 
partant  d'un  indice  déterminé  pris  dans  le  terme  supérieur,  on  se 
trouvera  ramené  à  cet  indice  avant  d'avoir  passé  tous  les  autres  en 
revue,  et  l'on  sera  ainsi  conduit  à  ranger  les  indices  donnés  en  plu- 
sieurs cercles  et  à  former  des  cercles  d'un  seul  indice  toutes  les  fois 
qu'on  trouvera  dans  les  deux  termes  de  la  substitution  des  indices 

correspondants  égaux  entre  eux.  Alors  la  substitution  (     *   )  sera 

équivalente  au  produit  des  substitutions  circulaires  correspondant  ii 
ces  différents  cercles.  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  suppose  a,  p,  y,  ... 
respectivement  égaux  à  i,  2,  3,  4*  5,  G,  7  et  que  l'on  suppose  en  outre 

A|    \       /    1 .2.3.4 .5.6.7 


(A,    \        /    1 .2.0. Z|. 0.0.7    \ 
A,  /       \  3.2.6.5.4. I -7   / 


on  sera  conduit,  par  la  comparaison  des  indices  correspondants  pris 
dans  les  deux  termes  de  la  substitution  précédente,  à  former  les 
quatre  cercles 

•  ■.  •'|«  *2*  '7* 

•  •  •*»•  ••  •/. 

•  .••  ••  .. 

6        3 ,      : 


.  > 


... 


dont  les  deux  derniers  ne  comprennent  qu'un  seul  indice.  Par  suite,  la 
substitution  donnée  sera  équivalente  au  produit  des  quatre  substitu- 
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tiens  circulaires 

dont  les  deux  dernières  sont  identiques,  et  Ton  aura 

/  1.2.3.4.5.6.7  \      /  1.3.6  \/  4-5  \/  2  \/  7  \ 
^  3.2.6.5.4.1.7  /  ~    \  3.6.1  /  \  5.4  /  \  2  /  \  7  / 

ce  dont  il  est  facile  de  s'assurer  immédiatement. 

Si  Ton  supposait  A,— A,,  la  substitution  (  *  j  deviendrait  iden- 
tique et,  par  suite,  serait  décomposable  en  autant  de  substitutions 
circulaires  identiques  qu'elle  renferme  d'indices.  La  comparaison  des 
indices  correspondants  conduirait  donc  alors  à  former  un  nombre  égal 
h  m  de  cercles  différents  composés  chacun  d'un  seul  indice. 

Si  l'on  suppose  les  deux  permutations  A,,  A,  différentes  l'une  de 
l'autre,  le  nombre  des  cercles  obtenus  par  la  méthode  précédente  sera 
inférieur  à  m.  Désignons  par  g  ce  même  nombre.  Supposons,  de  plus, 
que  la  transposition  de  deux  indices  pris  a  volonté  dans  la  permuta- 
tion A,  change  celle-ci  en  A„  et  soit  h  le  nombre  des  cercles  que  l'on 
obtient  par  la  comparaison  des  indices  correspondants  de  la  substi- 
tution 

(  :;  )■■ 

il  est  facile  de  prouver  que  l'on  aura  toujours 

En  effet,  la  transposition  (a,  (î)  qui,  par  hypothèse,  change  la  permu- 
tation A,  en  A^,  changera  aussi  la  substitution  (      *   j  en  celle-ci/      *    ); 

d'ailleurs,  cette  transposition  n'ayant  évidemment  aucune  influence 
sur  les  cercles  qui  ne  renferment  ni  l'indice  a  ni  l'indice  p,  il  suffira 
de  considérer  les  cercles  qui  renferment  les  deux  indices  en  question. 
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Cela  posé,  il  peut  arriver,  ou  que  les  indices  a  et  p  soient  tous  deux 

compris  dans  un  des  cercles  relatifs  à  la  substitution  [     ^    U  ou  qu'ils 

soient  compris  dans  deux  cercles  différents.  Nous  allorvs  examiner 
chacun  de  ces  deux  cas  séparément. 

Supposons  d'abord  que  les  indices  a  et  P  soient  compris  dans  un 

seul  des  cercles  que  fournit  la  décomposition  de  (         j  en  substitu- 
tions circulaires,  et  soit 

* 

ç       y 


le  cercle  dont  il  s'agit;  alors  (      *  j  sera  équivalente  au  produit  de 
plusieurs  substitutions  circulaires  dont  l'une  sera     ' 

«y...      .dpe     ...      .Ç 
y     .      ...     8(3e     .      ...     K    ol 

En  vertu  de  la  transposition  (a,  P)  effectuée  sur  le  second  terme  de 
la  substitution  (  ji  la  substitution  circulaire  dont  il  s'agit  se  chan- 
gera dans  la  substitution  suivante 

ay     ...      .     d    ^    £     ...  Z 

y     .      ...     8a£  ...     Çp 

« 

qui  est  elle-même  décomposable  en  deux  substitutions  circulaires, 
savoir 

a     y     ...      .      d\        /(ÎÊ      ...      .     Ç 
y      .      ...     à    OL  /        \e      .      ...     Ç(3 


( 


Ainsi,  dans  le  cas  que  l'on  considère,  la  transposition  (a,  p)  décom- 
pose le  cercle  qui  renfernie  les  indices  a  et  ^  en  deux  cercles  distincts. 
La  valeur  de  g  se  trouve  donc  par  ce  moyen  augmentée  d'une  unité  et, 
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par  suite,  on  a 


h"g-^\. 


Supposons,  en  second  lieu,  que  les  indices  a  et  f(  soient  compris 
dans  deux  'cercles  différents,  et  soit 


a 

£        y 


•  .  • 


Je  cercle  qui  renferme  l'indice  a  et 


c-^  a 


le  cercle  qui  renferme  l'indice  (3;  alors,  parmi  les  diverses  substitutions 

'   A     \ 

circulaires  dont  le  produit  équivaut  à  [         j>  se  trouveront  comprises 


les  deux  suivantt's  : 


• 


(3    d     ...      .     C 


•    \  y     .      ...     £     a  /       \  a     .      ...     Ç     (3    ^' 

mais  celles-ci,  en  vertu  de  la  transposition  (a,  P)  effectuée  sur  le 

second  terme  de  la  substitution  |  )i  se  réuniront  en  une  seule 

\  A,  / 

substitution  circulaire  qui  sera 

I    ex.    y     ...      .     e     (3     a     ...      .     Ç   \ 
\  y     .      ...     6    (3    ô     .     ...     Ç    «/ 

Ainsi,  dans  le  second  cas,  le  nombre  des  cercles  relatifs  k  la  substi- 
tution  /      '   \  sera  inférieur  d'une  unité  au  nombre  des  cercles  relatifs 


A, 


Ai 


(':;) 


à  la  substitution  (i        )>  et  Ton  aura 


h  —  g-^i. 


La  démonstration  précédente  subsiste  dans  le  cas  même  où  chacun 
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des  indices  a,  ^  formerait  à  lui  seul  un  cercle.  En  effet,  la  substitu- 
tion (     '   )  renfermerait  alors  les  deux  substitutions  identiques  (        )> 

(  fqui,  en  vertu  de  la  transposition  (a,  p)  opérée  sur  A„  se  trouve- 
raient  converties  en  une  seule  substitution  circulaire,  savoir 

a    p 

on  aura  donc  toujours,  ouA  =  ^-+-i,  ou  h  =  g  —  i. 

Par  suite  de  la  proposition  qu'on  vient  d'établir,  h  sera  nécessaire- 
ment un  nombre  pair  si  g  est  un  nombre  impair,  et  réciproquement. 
Cela  posé,  partageons  en  deux  classes  toutes  les  substitutions  qui  ont 
pour  termes  deux  permutations  prises  dans  la  suite 


■A|»     Aj,     A|,      >  •  •  »     A 


X9 


de  manière  à  renfermer  dans  l'une  des  classes  toutes  les  substitutions 
qui  correspondent  à  un  nombre  pair  de  cercles  et,  dans  l'autre  classe, 
toutes  les  substitutions  qui  correspondent  à  un  nombre  impair  de 
cercles.  Enfin,  supposons  que  la  première  des  deux  classes  soit  celle 
qui  renferme  les  substitutions  identiques 


( 


A.X       /A. 

A,  /       V  A, 


I^  substitution  (     '   j  sera  de  première  classe  si  m  et  g^  sont  deux 

nombres  pairs  ou  deux  nombres  impairs  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si 
m  —  g  est  un  nombre  pair  ;  la  même  substitution  sera  de  seconde  classe 
dans  le  cas  contraire.  11  suit  de  celte  définition  et  du  théorème  démontré 
ci-dessus  que,  si  l'on  effectue  sur  le  second  terme  d'une  substitution 
de  première  classe  plusieurs  transpositions  successives,  les  nouvelles 
substitutions  obtenues  par  ce  moyen  seront  alternativement  de  seconde 
et  de  première  classe;  de  sorte  qu'on  obtiendra  toujours  une  substitu- 
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tion  de  première  classe  après  un  nombre  pair  de  transpositions  et  une 
substitution  de  seconde  classe  après  un  nombre  impair  de  transposi- 
tions. Supposons,  par  exemple,  que  Ton  ait  déduit  la  substitution 

/         j  de  la  substitution  identique  (         j  au  moyen  de  plusieurs 

transpositions  opérées  sur  le  second  terme  de  cette  dernière;  le  nombre 

^  A    ■ 
de  ces  transpositions  sera  nécessairement  pair  si  la  substitution  (     '  ) 

est  de  première  classe;  il  sera  nécessairement  impair  dans  le  cas  con- 
traire. Ainsi,  deux  permutations  A,,  A,  ne  peuvent  être  déduites  Tune 
de  l'autre  par  un  nombre  pair  de  transpositions  que  dans  le  cas  où 
la  substitution  qui  les  a  pour  termes  est  de  première  classe;  elles  ne 
peuvent  être  déduites  Tune  de  l'autre  par  un  nombre  impair  de  trans- 
positions que  dans  le  cas  où  cette  substitution  est  de  seconde  classe. 
11  est  au  reste  indifférent  de  prendre  pour  premier  terme  de  la  substi- 
tution Tune  ou  l'autre  des  permutations  dont  il  s'agit.  En  vertu  de  la 
remarque  qu'on  vient  de  faire,  les  permutations 

A|,     Aj,     As,      *>*,     Aq 

se  partageront  naturellement  en  deux  classes  dont  la  première  com- 
prendra, par  exemple,  la  permutation  A,  avec  toutes  celles  que  l'on 
peut  en  déduire  par  un  nombre  pair  de  transpositions,  et  dont  la 
seconde  renfermera  toutes  les  autres.  Le  partage  étant  ainsi  fait,  on 
sera  toujours  obligé  d'effectuer  un  nombre  pair  de  transpositions  pour 
déduire  deux  permutations  l'une  de  l'autre  si  ces  permutations  sont 
comprises  dans  la  même  classe,  et  un  nombre  impair  de  transpositions 
si  ces  permutations  sont  respectivement  comprises  dans  les  deux  classes 
que  l'on  considère.  De  plus,  on  reconnaîtra  facilement  si  deux  permu- 
tations données  A,,  A,  sont  de  même  classe  ou  de  classes  opposées  à 
l'aide  de  la  règle  suivante  : 

Soit  g  le  nombre  des  cercles  résultant  de  la  comparaison  des  indices 

qui  se  correspondent  dans  les  deux  termes  de  la  substitution  (    .     )' 
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Les  deux  permutations  A,,  A,  seront  de  même  classe  si  /w  —  ^  est  un 
nombre  pair  et  de  classes  opposées  dans  le  cas  contraire. 

Ainsi,  par  exemple,  si  les  indices  a,  ^,  y,  . . .  sont  respectivement 
égaux  à  I,  2,  3,  4f  ^>f  ^f  7»  t^  substitution 


/  I .2.3.4.5.6.7  \ 
\  3. a. 6. 5. 4* I .7   / 


étant  équivalente  au  produit  de  quatre  substitutions  circulaires,  on 
aura 

et,  par  suite,  les  deux  permutations 

1 .2.3.4*5.6.7, 
3.2.6.5.4* ' -7 

seront  de  classes  opposées. 
Désignons  toujours  par 

^i>    i^î>    •  •  •>    '^ii 

la  série  des  valeurs  de  K  qui  correspondent  aux  diverses  permutations 
des  indices  donnés  et  supposons  K,  =  K.  Les  termes  de  la  série  précé- 
dente se  partageront  en  deux  classes  distinctes  ainsi  que  les  permu- 
tations qui  leur  correspondent.  La  première  classe  renfermera  le 
terme  K  et  tous  ceux  que  l'on  peut  en  déduire  par  un  nombre  pair  de 
transpositions;  la  seconde  renfermera  tous  les  termes  que  l'on  peut 
déduire  de  K  par  un  nombre  impair  de  transpositions.  Soient  respec- 
tivement 

*^a>      K.p,      Ky, 

I 

les  termes  inégaux  compris  dans  la  première  classe  et 

**X»      Kjji,      Kv, 

les  termes  inégaux  compris  dans  la  seconde  classe.  Si  les  deux 
suites  précédentes  n'ont  pas  de  termes  qui  leur  soient  communs,  on 

OEuureê  de  C.  —  S.  U,  l.  1.  l4 
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aura 

K,4- K^H- Ky-+-. . .- Kx- Kj,- Kv- . .  ~  S(±  K). 

Mais  si  deux  termes,  pris  l'un  dans  la  première  suite,  l'autre  dans  là 
seconde,  par  exemple  K»  et  Kx,  sont  égaux  entre  eux,  alors  chacun  des 
termes  de  la  première  suite  deviendra  égal  à  l'un  des  termes  de  la 
seconde.  En  effet,  Kp  étant  un  terme  quelconque  de  la  première  suite 
différent  de  K»,  si  l'on  effectue  simultanément  sur  les  indices  corres- 
pondants de  ces  deux  termes  un  nombre  impair  de  transpositions,  au 
moyen  desquelles  K^  soit  changé  en  Kx,  Kp  se  trouvera  de  cette  manière 
changé  en  un  terme  K^  de  la  seconde  suite,  et  l'équation  Kx=Ka 
entraînera  celle-ci  :  K^=  Kp.  On  démontre  aisément  cette  proposition 
à  l'aide  des  principes  établis  dans  le  précédent  Mémoire.  Cela  posé, 
l'expression  S(±:K),  qui  désignait  en  général  une  fonction  symé- 
trique alternée,  se  trouvera,  dans  l'hypothèse  que  l'on  considère, 
réduite  à  zéro.  Dans  tout  autre  cas,  cette  expression  aura  une  valeur 
algébrique  déterminée.  Ainsi,  la  seule  condition  nécessaire  pour  que 
la  fonction  K  puisse  devenir  le  terme  indicatif  d'une  fonction  symé- 
trique alternée  de  la  forme 

S(±K) 

est  que  deux  valeurs  de  cette  fonction,  obtenues  Tune  par  un  nombre 
pair  et  l'autre  par  un  nombre  impair  de  transpositions  des  indices  ren- 
fermés dans  K,  soient  toujours  différentes  l'une  de  l'autre.  Si  les  indices 
a,  p,  Y,  . . .  renfermés  dans  K  deviennent  respectivement  égaux  à 

et  si  l'on  suppose,  en  outre,  que  les  quantités  affectées  de  quelqu'un 

de  ces  indices  puissent  avoir  zéro  pour  coelficient  dans  la  fonction  K, 

» 

l'expression  S(±:K)  se  trouvera  transformée  en  celle-ci 

S«(diK) 

et,  par  conséquent,  la  seule  condition  nécessaire  pour  qu'une  fonction 
non  symétrique  puisse  devenir  le  terme  indicatif  d'une  fonction  svmé- 
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trique  alternée  de  la  forme  S"(±:  K)  est  que  deux  valeurs  de  la  fonc- 
tion, obtenues  Tune  par  un  nombre  pair  de  transpositions  des  indices 
I,  2,  3,  ...,  /i,  l'autre  par  un  nombre  impair  de  transpositions  des 
mêmes  indices,  soient  toujours  différentes  Tune  de  Tautre.Cette  condi- 
tion exige  que  le  nombre  des  indices  renfermés  ostensiblement  dans 
la  fonction  K  soit  égal  à  /i  ou  à  /i  —  i.  Si  donc  on  représente  à  l'ordi- 
naire par  m  le  nombre  de  ces  indices,  on  aura  nécessairement 


m  =:  n  —  I         ou         niz:^  n. 


Dans  ce  dernier  cas,  les  deux  expressions  S(±K),  S"(±K)  deviennent 
équivalentes.  Au  reste,  on  pourra  toujours  reconnaître  si  deux  termes 
pris  k  volonté  dans  une  fonction  symétrique  alternée  y  sont  affectés  de 
même  signe  ou  de  signes  contraires,  au  moyen  de  la  règle  qui  sert  à 
distinguer  entre  elles  les  permutations  de  première  et  de  seconde 
classe.  Ainsi,  l'on  pourra  obtenir  immédiatement  le  signe  de  chacun 
des  termes  en  le  comparant  au  terme  indicatif. 

§  III.  D'après  la  définition  que  nous  avons  donnée  des  fonctions 
symétriques  permanentes  ou  alternées,  il  est  aisé  de  voir  que  le  pro- 
duit ou  le  quotient  de  deux  fonctions  symétriques  alternées  de  l'ordre  A^ 
est  une  fonction  symétrique  permanente  de  même  ordre  que  les  deux 
premières.  Réciproquement,  le  produit  ou  le  quotient  de  deux  fonc- 
tions symétriques,  l'une  permanente  et  l'autre  alternée,  du  même  ordre 
est  une  fonction  symétrique  alternée  de  même  ordre  qu'elles. 

Lorsque,  dans  une  fonction  symétrique  alternée,  on  transpose  deux 
indices  a,  p  pris  à  volonté,  la  fonction  changeant  alors  de  signe,  il 
est  nécessaire  que  tous  les  termes  positifs  deviennent  respectivement 
égaux  à  ceux  qui  étaient  négatifs  et  réciproquement.  Cela  posé,  conce- 
vons que  l'on  développe  cette  fonction  suivant  les  puissances  et  les 
produits  des  quantités  qu'elle  renferme.  11  suit  de  la  remarque  précé- 
dente :  I®  que  les  termes  positifs  du  développement  seront  en  nombre 
égal  à  celui  des  termes  négatifs;  2"  que  tous  les  termes  qui  ne  changent 
pas  de  valeur  par  la  transposition  de  deux  indices  pris  à  volonté  dis- 
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paraîtront  nécessairement;  3*^  que  si  Ton  remplace  dans  tous  les  ternies 
rindice  a  par  Tindicc  p,  sans  remplacer  en  même  temps  Findice  ^  par 
rindice  a,  la  fonction  symétrique  alternée  se  trouvera  réduite  à  zéro. 
Kn  effet,  de  ^ette  manière,  on  rendra  équivalents  entre  eux  les  termes 
que  Ton  déduisait  les  uns  des  autres  par  la  transposition  (a,  P),  c'est- 
à-dire  les  termes  positifs  et  les  termes  négatifs.  Ainsi,  par  exemple,  si, 
dans  l'expression 

on  remplace  2  par  i,  cette  expression  deviendra 

S  (  ±  ai  6,  )  =  a,  ft,  —  «1 6|  =:  o. 

On  peut  encore  déduire,  des  considérations  précédentes,  le  théorème 
suivant  : 

Soit  S(±:K)  une  fonction  symétrique  alternée  quelconque.  Désignons 
par  a,  [3,  y,  ...  les  indices  quelle  renferme  et  par 

«a,     flrp,      «Y^      .  .  .^ 

^a>      à^      by,      , 

^a»      ^p»      ^y»       •  •  •  » 


les  quantités  qui,  dans  cette  fonction,  se  trompent  .affectées  des  indices  a, 
^,  y, Si  l'on  remplace 

par  des  fonctions  semblables  des  quantités  ««,  ap,  a^^  ..-,  la  fonction 
symétrique  alternée  deviendra  dinsible  par  chacune  des  quantités 

a^ — ap, 

«a  —  «Y» 
•  > 
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En  eflet,  soient  a  et  ^  deux  indices  pris  à  volonté.  En  vertu  de  ce  qui 
précède,  la  fonction  deviendra  nulle  si  l'on  suppose 


Elle  sera  donc  divisible  par 


11  suit  de  ce  théorème  que  toute  fonction  symétrique  alternée,  qui 
ne  renferme  qu'une  seule  espèce  de  quantités  telles  que 

«a,    «p,    «Y»     •••» 

est  divisible  par  les  différences  respectives  des  quantités  dont  il  s'agit. 
Elle  est  donc  aussi  divisible  par  le  produit  de  ces  différences.  Ainsi, 
par  exemple,  si  l'on  désigne  par^,  y,  r,  ...  des  nombres  entiers  pris 
à  volonté,  la  fonction  symétrique  alternée 

sera  toujours  divisible  par  le  produit 

( ap  —  a^x)  (oy  —  ^a ) •  •  •  ( ûf p  —  ay ) . . . . 

Cette  même  fonction  deviendrait  nulle  si  deux  des  nombres/?,  y,  r,  ... 
étaient  égaux  entre  eux. 

De  même,  /?,  y,  r s,  t  xl^sî|[nant  des  nombres  entiers  quel- 
conques inégaux, 

S«  (ri:  aftfJaS... ,<,_,<) 

sera  une  fonction  symétrique  alternée  divisible  par  le  praduit 
Si  l'on  suppose 

/>  zr  O,  7  =  f ,  r  =  2,  .  .  . ,  .ç  =:  w  —   2,  t  z=i  II  —  ly 

la  somme  des  exposants  des  lettres  ei,,  a^,  . . .,  a„,  dans  chaque  terme 
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de  la  fonction  symétrique  alternée 

sera 

o-l-n-2-i-...-f-(/i  —  a)-+-(/i  —  1)=;:  — i 

Mais  les  facteurs  du  produit  A  étant  auss^en  nombre  égal  à  ^^ — -* 

la  somme  des  exposants  des  lettres  a,,  a^,  ..,,  dn»  d^ns  chaque  terme 
du  développement  de  ce  produit,  sera  encore  égale  à  ce  nombre;  par 
suite,  le  quotient  qu'on  obtiendra,  en  divisant  la  fonction  symétrique 
alternée  par  le  produit,  sera  une  quantité  constante.  Soit  c  la  quantité 
dont  il  s'agit,  on  aura 

Pour  déterminer  c  on  observera  que  le  terme 

n^  n^  a^        a**^^  n^~^ 
"i  "t  ^j  •  •  «"/i-i  **/i 

a  pour  coefficient  l'unité  dans  la  fonction  donnée  et  dans  le  produit  A; 
on  doit  donc  avoir  c  =  i  et,  par  suite,  a^^  étant  égal  a  i , 

i  S'î(ih£i,aJ...a;;:îar^) 

(0 

(       =  («1  —  «1  )( «3  —  «j  )•••(««—  «I  )  («a  —  «s)  •••(««  ~  «fi )•••(««  —  ««-!  ) • 

V 

Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  ëuppose  /i  =  3,  on  trouvera 

S»(dz  a^al  )  =  a,aj  4-  a^a]  -4-  aj^J  —  a^a\  —  a^a\  —  axol 

=i(a,  — «,)(a3— at)(a,  — a,). 

Cette  dernière  équation  a  été  donnée  par  Vandermonde  dans  son  Mé- 
moire sur  la  résolution  des  équations. 
Nous  avons  fait  voir  ci-dessus  que  la  fonction  symétrique  alternée 

était  toujours  divisible  par  le  produit  A.  Elle  sera  donc  aussi  divisible 
par  la  fonction  symétrique  alternée 
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Soit  P  le  quotient;  P  sera  nécessairement  une  fonction  symétrique  per- 
manente (les  quantités  a,,  Aj,  .-.,««  et  l'on  aura,  en  général, 

Si  dans  l'équation  précédente  on  suppose 

la  fonction  P  sera  nécessairement  du  premier  degré  par  rapport  aux 
quantités  a,,  a,,  ....  a^  et,  comme  elle  doit  être  symétrique  et  perma- 
nente par  rapport  à  ces  quantités,  on  sera  obligé  de  supposer  P  égale  a 

c( a,  -4-  a, 4- . . .  4-  «n )  =  c  S'* ( flfi  ), 

c  étant  une  constante  qui  ne  peut  différer  ici  de  l'unité;  on  aura  donc, 
en  général, 

(3)  S-Cdr  a.alaf,..  .«;:?<)  =  S"(a»)  8»(±  a^ala^. .  .«SlNr'). 

Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  suppose  n  =  3,  on  aura 

=  (a,  -h  a,4-  a»)  («i  —  «i)  («»—  «i)  («»—  «t). 

Si  dans  l'équation  (2)  on  suppose 

ou  aura  évidemment 
On  a  donc,  en  général, 

(4)     )      =aiaîa3...a«-ia/,S'*(±a,«î...a"Iîa;;-») 
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Ainsi,  par  exemple,  en  supposant  /i  =  3,  on  trouvera 

Lorsqu'on  suppose/>  =  o,/i  =  2  et  que  l'on  remplace  les  quantités a^, 
«2  par  des  lettres  différentes  x  et  y,  l'équation  (2)  se  réduit  à 

d'où  il  suit  que  a^  —  y  est,  en  général,  divisible  para:  —  v. 
De  même,  si  l'on  suppose  />  =  o,  /?  =  3,  on  trouvera  que 

est  toujours  divisible  par  le  produit 

{x~y){x-z){y-z). 

Etc.,  etc. 

Pour  être  certain  que  deux  fonctions  symétriques  alternées  sont 
égales  entre  elles,  il  suffit  de  s'assurer  :  r*  que  tous  les  termes  ren- 
fermés dans  la  première  sont  aussi  renfermés  dans  la  seconde;  2**  que 
ces  termes  ont  les  mêmes  coefficients  numériques  dans  l'une  et  dans 
l'autre;  3®  qu'un  des  termes  de  la  première  a  le  même  signe  que  le 
terme  corresportdant  pris  dans  la  seconde. 

Je  vais  maintenant  examiner  particulièrement  une  certaine  espèce 
de  fonctions  symétriques  alternées  qui  s'offrent  d'elles-mêmes  dans  un 
grand  nombre  de  recherches  analytiques.  C'est  au  moyen  de  ces  fonc- 
tions qu'on  exprime  les  valeurs  générales  des  inconnues  que  ren- 
ferment plusieurs  équations  du  premier  degré.  Elles  se  représentent 
toutes  les  fois  qu'on  a  des  équations  de  condition  à  former,  ainsi  que 
dans  la  théorie  générale  de  l'élimination.  MM.  Laplace  et  Vandermonde 
les  ont  considérées  sous  ce  rapport  dans  les  Mémoires  de  l'Académie 
(les  Sciences  (année  1772)  et  M.  Bézout  les  a  encore  examinées  depuis 
sous  le  même  point  de  vue  dans  sa  Théorie  des  équations.  M.  Gauss  s'en 
est  servi  avec  avantage  dans  ses  Recherches  analytiques  pour  découvrir 
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les  propriétés  générales  des  formes  du  second  degré,  c'est-à-dire  des 
polynômes  du  second  degré  k  deux  ou  à  plusieurs  variables,  et  il  a 
désigné  ces  mêmes  fonctions  sous  le  nom  de  déterminants.  Je  conser- 
verai cette  dénomination  qui  fournit  un  moyen  facile  d'énoncer  les 
résultats;  j'observerai  seulement  qu'on  donne  aussi  quelquefois  aux 
fonctions  dont  il  s'agit  le  nom  de  résultantes  à  deux  ou  à  plusieurs 
lettres.  Ainsi  les  deux  expressions  suivantes,  déterminant  et  résultante, 
devront  être  regardées  comme  synonymes. 


DEUXIÈME  PARTIE. 

DES    FONCTIONS    SYMÉTRIQUES    ALTERNÉES    DÉSIGNÉES    SOUS    LE    NOM 

DE   DÉTERMINANTS. 

PREMIÈRE  SECTION. 
Des  déterminants  en  générât  et  des  systèmes  symétriques', 

§  I*^^  Soient  a,,  a^,  ...,a„  plusieurs  quantités  différentes  en  nombre 
égal  à  71.  On  a  fait  voir  ci-dessus  que,  en  multipliant  le  produit  de  ces 
quantités  ou 

par  le  produit  de  leurs  différences  respectives,  ou  par 
on  obtenait  pour  résultat  la  fonction  symétrique  alternée 

S(rt:a,aîa»...a;;) 

qui,  par  conséquent,  se  trouve  toujours  égale  au  produit 

a,a,a,...ûr„(û,— a,)  («a—  a, )...(«„—  a,)  («,— «j )...(«„  — «,)...( er„—  a„^i). 

Supposons  maintenant  que  l'on  développe  ce  dernier  produit  et  que, 
dans  chaque  terme  du  développement,  on  remplace  l'exposant  de 

OEuvres  rf«  C.  —  S.  H,  t.  I.  '  ^ 
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chaque  lettre  par  un  second  indice  égal  à  Pexposant  dont  il  s'agit  ; 
en  écrivant,  par  exemple,  a^,,  au  lieu  de  a],  et  a,,,  au  lieu  de  a^,  on 
obtiendra  pour  résultat  une  nouvelle  fonction  symétrique  alternée 
qui,  au  lieu  d'être  représentée  par 

sera* représentée  par 

le  signe  S  étant  relatif  aux  premiers  indices  de  chaque  lettre.  Telle  est 
la  forme  la  plus  générale  des  fonctions  que  je  désignerai  dans  la  suite 
sous  le  nom  de  déterminants.  Si  Ton  suppose  successivement 


on  trouvera 


n  =  I,         «  r^  a, 


S (±:  «1,1  flr,,f  a,,5 )  =      a,,,  a,,,  n,,, 4-  a, ^  a,,,  a,,,  -H  rt,j  rt|,,  a,,, 

—  «i.i  «M  «1,1  —  «a,i  «i.«  «I,»  —  «1,1  «I.»  «1.3 

pour  les  déterminants  du  deuxième,  du  troisième  ordre,  etc.  Les  quan- 
tités affectées  d'indices  différents  devant  être  généralement  consixlérées 
comme  inégales,  on  voit  que  le  déterminant  du  deuxième  ordre  ren- 
fermera quatre  quantités  différentes,  savoir  : 

«M»      «l,t> 
««,M        «1,1» 

que  le  déterminant  du  troisième  ordre  en  renfermera  neuf,  savoir  : 

«M»  «i,î»  «1,3» 
«J,l»  «l.f»  «1,3» 
«3,1»        «3,t>        «3,8« 

Etc.,  elc. 

En  général,  le  déterminant  du  n*""'  ordre  ou 

S(:t  «i.i«i.i. . .««,«) 
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renfermera  un  nombre  égal  à  /i*  de  quantités  différentes  qui  seront 
respectivement 


^M>  ^l,t»  ^l,J» 

^i,if  ^j,ï»  ^i,a> 

(0                                      '.  a,,,,  a,.,,  aj,3, 

••*,  •••,  ■••, 

\    ^«,1»  ^/I,«»  ^l»,3> 


>        ''l,»» 


>        ^Î,/I» 


a 


ititf 


»  ^flyH' 


Supposons  ces  mêmes  quantités  disposées  en  carré,  comme  on  vient 
de  le  voir,  sur  un  nombre  égal  h  n  de  lignes  horizontales  et  sur  autant 
de  colonnes  verticales,  de  manière  que,  des  deux  indices  qui  affectent 
chaque  quantité,  le  premier  varie  seul  dans  chaque  colonne  verticale 
et  que  le  second  varie  seul  dans  chaque  ligne  horizontale,  l'ensemble 
des  quantités  dont  il  s'agit  formera  un  système  que  j'appellerai  système 
symétrique  de  l'ordre  n.  Les  quantités  ai,,,  a,  a,  ...,  a^^,  ...,  a«„  seront 
les  différents  termes  du  système  et  la  lettre  a,  dépouillée  d'accents,  en 
sera  la  caractéristique.  Enfin,  les  quantités  comprises  dans  une  même 
ligne,  soit  horizontale,  soit  verticale,  seront  en  nombre  égal  à  n  et 
formeront  une  suite  que  j'appellerai,  dans  le  premier  cas,  suite  hori- 
zontale et,  dans  le  second,  suite  verticale.  L'indice  de  chaque  suite  sera 
celui  qui  reste  invariable  dans  tous  les  termes  de  la  suite.  Ainsi,  par 
exemple,  les  indices  des  suites  horizontales  et  ceux  des  suites  verti- 
cales du  système  (r)  sont  respectivement  égaux  à 

J'appellerai  termes  conjugués  ceux  que  l'on  peut  déduire  l'un  de 
l'autre  par  une  transposition  opérée  entre  le  premier  et  le  second 
indice;  ainsi  a^^^  et  «3,3  sont  deux  termes  conjugués.  11  existe  des 
termes  qui  sont  eux-mêmes  leurs  conjugués.  Ce  sont  les  termes  dans 
lesquels  les  deux  indices  sont  égaux  entre  eux,  savoir  : 

je  les  appellerai  termes  principaux^  ils  sont  tous  situés,  dans  le  sys- 
tème (i),  sur  une  diagonale  du  carré  formé  par  le  système. 
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Pour  indiquer  la  relation  qui  existe  entre  le  système  (i)  et  le  déter- 
minant 

je  dirai  que  ec  dernier  appartient  au  système  en  question  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  que  la  fonction  symétrique  alternée 

S(±«M«l.î-*-«ii,/i) 

est  le  déterminant  de  ce  système. 

Pour  obtenir  le  déterminant  du  système  (î)  il  suflit,  comme  on  l'a 
dit  ci-dessus,  de  remplacer  les  exposants  des  lettres  par  des  indices 
dans  le  développement  du  produit 

On  peut  aussi  former  directement  le  déterminant  dont  il  s'agit  à  l'aide 
des  considérations  suivantes  : 
Chaque  terme  du  déterminant 

est  le  produit  de  n  quantités  différentes.  Les  seconds  indices  qui 
affectent  ces  quantités  sont  respectivement  égaux  aux  nombres 

1,  ^y  V,  •••y  ml 

que  l'on  peut  considérer  comme  étant,  dans  tous  les  termes,  disposés 
suivant  Tordre  naturel.  Quant  aux  premiers  indices,  ils  sont  encore 
égaux  à  ces  mêmes  nombres;  mais  l'ordre  dans  lequel  ils  se  suivent 
varie  d'un  terme  à  l'autre  et  présente,  dans  les  différents  termes,  toutes 
les  permutations  possibles  des  nombres 

Il  suit  de  ces  considérations  que,  pour  former  chacun  des  termes 
dont  il  s'agit,  il  suffira  de  multiplier  entre  elles  n  quantités  différentes 
prises  respectivement  dans  les  différentes  colonnes  verticales  du  sys- 
tème (i)  et  situées  en  même  temps  dans  les  diverses  lignes  horizon- 
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taies  de  ce  système.  Les  produits  que  l'on  pourra  former  de  cette 
manière  seront  en  nombre  égal  à  celui  des  permutations  possibles  des 
indices  i,  2,  3,  . . .,  /i,  c'est-à-dire  en  nombre  égal  au  produit 

je  les  appellerai  produits  symétriques.  J^  produit  de  tous  les  termes 
principaux  du  système  (i),  savoir  : 

^1,1»       ^5,1»       ^3,ï»        •••»       ^il,«> 

est  évidemment  un  produit  symétrique;  il  sera  désigné  sous  le  nom 
de  produit  principal  et  employé  de  préférence  comme  terme  indicatif 
dans  le  déterminant  du  système.  D'après  la  définition  que  nous  avons 
donnée  des  notations  S(=tK),  S(=fK),  le  terme  indicatif 

sera  affecté  du  signe  -h  dans  le  déterminant 

et  du  signe  —  dans  le  même  déterminant  pris  en  signe  contraire, 
c'est-à-dire  dans  la  fonction 

Étant  donné  un  produit  symétrique  quelconque,  pour  obtenir  le 
signe  dont  il  est  affecté  dans  le  déterminant 

il  suffira  d'appliquer  la  règle  qui  sert  à  déterminer  le  signe  d'un  terme 
pris  à  volonté  dans  une  fonction  symétrique  alternée.  Soit 


«a,l«P,|.  "Ql,n 


le  produit  symétrique  dont  il  s'agit  et  désignons  par  g  le  nombre  des 
substitutions  circulaires  équivalentes  à  la  substitution 

a  (3  y    ...  Ç 
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Ce  produit  devra  être  affecté  du  signe  -h  si  /i  —  ^  est  un  nombre  pair, 
et  du  signe  —  dans  le  cas  contraire. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  règle  précédente  subsisterait  dans  le  cas 
même  où  Ton  aurait  interverti  Tordre  des  facteurs 

«fa,i»     «p,i>      •••»     «C/i 

ou,  ce  qui  revient  au  même.  Tordre  des  indices  compris  dans  les  deux 
termes  de  la  substitution 

a  P  y  ...  Ç 

pourvu  que  dans  cette  substitution  on  place  toujours  Tun  au»dessus  de 
l'autre  les  deux  indices  qui,  dans  le  produit  symétrique  donné,  affectent 
la  même  quantité. 

Supposons,  par  exemple,  w  =  7  et  cherchons  quel  signe  doit  avoir, 
dans  le  déterminant 

S(±:  a,,i  «,,»  «,,3  «4,4  ««,»  «e,6  «7,7)» 

le  produit  symétrique 

«1,9  «3.6  «6,1  «*,8  «J,*  «^t.J  «7.7« 

La  substitution  que  Ton  obtient,  par  la  comparaison  des  indices  qui 
affectent  en  première  et  en  seconde  ligne  chacun  des  facteurs  du  pro- 
duit, est 

/  1.3.6.4.5.2.7  \ 

V   3.6.1.54.2.7  f 
et  cette  substitution  équivaut  aux  quatre  substitutions  circulaires 

(  ::::!  )•  (  :::  )•  c  )■  ( ,'  )■■ 

on  a  donc  ici 
et,  par  suite, 
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Ce  dernier  nombre  étant  impair,  le  produit  symétrique  donné  devra 
être  affecté  du  signe  —  dans  le  déterminant  du  septième  ordre. 

La  règle  précédente  suppose  que  le  produit  principal  û,,,a2,2...a„,„ 
est  affecté  du  signe  -h;  dans  le  cas  contraire,  il  faudrait  changer  les 
signes  de  tous  les  termes.  On  peut  encore  déterminer  le  signe  que  doit 
avoir,  dans  le  déterminant 

un  produit  symétrique  pris  à  volonté  à  Taide  d'une  règle  donnée  par 
Gabriel  Cramer  dans  un  Appendice  à  V Analyse  des  lignes  courbes  et  que 
Ton  peut  énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Soit  toujours  agij«p,i---«c.ii  '^  produit  symétrique  donné  et 

la  permutation  formée  avec  les  premiers  indices  des  différents  facteurs; 

enfin,  soient 

(3-a, 


les  différences  respectives  de  ces  mêmes  indices  considérés  deux  a 
deux  de  toutes  les  manières  possibles  et  supposons  que,  en  prenant  la 
différence  de  deux  indices,  on  donne  toujours  le  signe  —  à  celui  qui 
se  présente  le  premier  dans  la  permutation 

Le  produit  symétrique  donné  aura  le  même  signe  que  le  produit  de 
toutes  les  différences,  savoir  : 

(|3-«)(y-a)...(Ç-«)(y-|3).... 

On  démontre  facilement  cette  règle  par  ce  qui  précède,  attendu  qu'une 
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transposition  opérée  entre  deux  indices  change  toujours,  comme  on  l'a 
fait  voir,  ie  signe  du  produit 

et,  par  conséquent,  celui  du  produit 

(?~«)(y-«)...(:-«)(y-P)-... 

§  II.  Si  dans  chacun  des  termes  du  système  (r)  on  remplace  le 
premier  indice  par  le  second,  et  réciproquement,  on  aura  un  nouveau 
système  relativement  auquel  le  premier  indice  restera  invariable  dans 
chaque  suite  verticale  et  le  second  indice  dans  chaque  suite  horizon- 
tale. Le  svstème  ainsi  formé' sera 


(2) 


«1.1» 

«t,i» 

«î.l» 

'  •  •  > 

«/i.l» 

«M» 

«ï,t» 

«J.t» 

.  .  • , 

«/M» 

«I.ï. 

«î,3. 

«s,3»        - 

>  .  . , 

^^n.s» 

.  .  . , 

. . . , 

•      •      •     A 

.  *  . , 

.  .   «  , 

«i.n» 

«î.n» 

«s,n» 

•  •  f 

0/î,rt« 

Je  dirai  que  les  systèmes  (i)  et  (2)  sont  respectivement  conjugués  Tun 
à  l'autre.  Pour  abré{i;er,  je  désignerai  dorénavant  chacun  de  ces  deux 
systèmes  par  le  dernier  terme  de  la  première  suite  horizontale  renfermé 
entre  deux  parenthèses;  ainsi  le  système  (1)  sera  désigné  par  (a,.„)  et 
le  système  (2)  par  (anj). 

Les  produits  symétriques  des  systèmes  (a,,^)  et  (a„,i)  sont  évidem- 
ment égaux  entre  eux.  Le  produit  principal  «ij«2,2- •  •û^n.n  est  aussi 
le  même  dans  ces  deux  svstèmes.  Par  suite,  le  déterminant  du  svs- 
tème  («rt.i)  est  égal  a  celui  du  système  (eii.n)  ou  à 

le  signe  S  étant  toujours  relatif  aux.premiers  indices.  Mais  le  déter- 
minant du  système  (a,,,,)  peut  aussi  être  représenté  par 
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le  signe  S  étant  relatif  aux  seconds  indices;  car  on  peut  déduire  le 
système  («^,.1)  du  système  («i,«)  et,  par  suite,  le  second  déterminant 
du  premier,  en  écrivant  les  premiers  indices  à  la  place  des  seconds  et 
réciproquement.  En  conséquence,  dans  l'expression 

S(±:a,,,f7,,,.  ..«»,„), 

on  peut  supposer  indifféremment,  ou  que  le  signe  S  se  rapporte  aux 
premiers  indices,  ou  qu'il  se  rapporte  aux  seconds,  ce  qiii  lève  toute 
incertitude  sur  la  valeur  de  l'expression  dont  il  s'agit. 

Si  l'on  échange  entre  elles  deux  suites  horizontales  ou  deux  suites 
verticales  du  système  («,,,;),  de  manière  à  faire  passer  dans  une  des 
suites  tous  les  termes  de  l'autre  et  réciproquement,  on  obtiendra  un 
nouveau  système  symétrique  dont  le  déterminant  sera  évidemment 
égal  mais  de  signe  contraire  à  celui  du  système  (a,,„).  Si  l'on  répète 
la  même  opération  plusieurs  fois  de  suite,  on  obtiendra  divers  sys- 
tèmes symétriques  dont  les  déterminants  seront  égaux  entre  eux,  mais 
alternativement  positifs  et  négatifs.  On  peut  faire  la  même  remarque 
à  l'égard  du  système  (^nj)- 

Si,  au  lieu  de  faire  varier  d'une  colonne  verticale  à  l'autre  les  seconds 

indices  qui  affectent  les  termes  du  système  (i),  on  représentait  par 

des  lettres  différentes,  a,  6,  c,  . . .,  e,  /,  les  termes  de  ce  système  situés 

dans  les  diverses  colonnes  verticales,  en  ne  conservant  de  variable 

que  le  premier  indice,  le  système  (i)  se  trouverait  transformé  dans  le 

suivant  : 

^i>     ^1»     ^i>      •  •  •  »     ^1»    y  i> 

5  .    ^J»        ^8>        ^î»         •  •  •»        ^î»       .M» 

(  ^) 

\    Ûf«,       0,fy       C„y        •  •  'f       ^/ï»      Jnl 

et  son  déterminant  deviendrait  égal  à 
OU,  ce  qui  revient  au  même,  au  produit 

abc. .  .e/{b  —  a)  (c  —  a). .  -(/  --  o)  (c  —  b).  . .(/ —  b), . .(/—  c), 

OEuvres  de  C.  —  S.  tl,  t.  I.  '  l6 
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<ians  le  développement  duquel  on  doit  toujours  remplacer  les  exposants 
des  lettres  par  des  indices. 

§  111.  Désignons  maintenant  par  D^  le  déterminant  de  Tordre  n  ou 
celui  des  deux  systèmes  (fli.»),  (âTn.i)»  en  sorte  qu'on  ait 

et  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  signe  S  soit  relatif  aux 
premiers  indices.  Le  déterminant  de  Tordre  n  —  i  ou  D^-i  sera  donné 
par  Téquation 

Si  Ton  multiplie  ce  dernier  par  a^^^^  on  aura  la  somme  algébrique 
des  produits  symétriques  qui,  dans  le  déterminant  D^,  ont  pour  fac- 
teur a^^n,  ces  produits  étant  pris  alternativement  avec  le  signe  -h  et 
avec  le  signe  —  dans  la  somme  dont  il  s'agit.  De  plus,  il  est  aisé  de 
voir  que  ces  mêmes  produits  sont  affectés  des  mêmes  signes  dans  le 
déterminant  D„  et  dans  le  déterminant  D^.,  multiplié  par  a^^n-  Eln  effet, 
le  produit  principal 

se  trouve  de  part  et  d'autre  affecté  du  signe  -h  et  le  signe  de  l'un 
quelconque  des  autres  produits  est  déterminé,  dans  les  deux  cas,  par 
le  nombre  des  transpositions  qu'on  est  obligé  d'effectuer  sur  les  pre- 
miers indices  i,  a,  3,  ...,  w —  i  pour  le  déduire  du  produit  principal- 
Cela  posé,  l'expression 

««,«  S(±  a,,,  a,,,. .  .a„_,,«_| ), 

considérée  comme  fonction  des  premiers  indices  i,  2,  3,  ...,  /î,  ne 
sera  plus,  en  général,  une  fonction  symétrique  alternée.  Mais  si,  dans, 
cette  même  fonction,  on  transpose  de  toutes  les  manières  possibles  les 
indices  dont  il  s'agit,  elle  obtiendra  une  série  de  valeurs  dont  plusieurs 
seront  différentes  entre  elles,  et  si,  de  la  somme  des  valeurs  différentes 
obtenues  par  un  nombre  pair  de  transpositions,  on  retranche  la  somme 
des  valeurs  différentes  obtenues  par  un  nombre  impair  de  transpo- 
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sitions,  on  aura  une  fonction  symétrique  alternée  que  Ton  pourra 
désigner  par 

le  nouveau  signe  S  étant  toujours  relatif  aux  premiers  indices.  Pour 
obtenir  les  diverses  valeurs  du  produit 

««,!•  S(±:  «1,1  «f,t  «j,,.  .  .an-i,n>i), 

il  suffira  évidemment  de  changer  successivement  le  premier  indice  n 
du  facteur  a„„  contre  les  indices  r,  a,  3,  ...,  /i  —  i  qui  affectent  en 
première  ligne  les  quantités  renfermées  dans  le  second  facteur 

S(-«,,,  «,..«.,,... «,-.,„..). 

Cela  posé,  le  premier  facteur  deviendra  successivement  égal  à  (cha- 
cune des  quantités 

et,  si  Ton  représente  respectivement  par 

les  valeurs  correspondantes  du  second  facteur,  on  aura 

S  [±a„,„S(d=  a,,,  a,,,... «„._,.._,)] 

=  «»,ii  ^if  ,/f  -+-  «/i-i,n  ^n-Un  4-  ...  -h  «,,„  Ô,,„  +  «,,„  ^,,„. 

On  aura  d'ailleurs,  par  ce  qui  précède, 

^«-i,n^^  S(i;:  «1,1  «j,j. .  .«i»,«-i), 

(4)  ; 

^f,n      ^^  §(:;:  «,,i«rt,,. .  .«rt_|,„„,  ), 
^1,/»     =S(:f:  «„,,«,,,...««_,,;,_,  ), 

le  signe  S,  dans  toutes  ces  équations,  pouvant  être  considéré  comme 
relatif,  soit  aux  premiers,  soit  aux  seconds  indices. 

De  ce  qu'on  vient  de  dire  il  est  aisé  de  conclure  que,  si  l'on  déve- 
loppe la  fonction  symétrique  alternée 
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tous  les  termes  du  développement  seront  des  produits  symétriques  de 
Tordre  n  qui  auront  Tunité  pour  coefticient.  Ces  termes  seront  donc 
respectivement  égaux  à  ceux  qu'on  obtient  en  développant  le  déter- 
minant 

et  comme  le  produit  principal  «i.iaâ.a- • -«n.»  est  positif  de  part  et 
d'autre,  on  aura  nécessairement 

En  général,  si  l'on  désigne  par  (x  l'un  des  indices  r,  2,  3,  ...,  /i,  on 
trouvera  de  la  même  manière 

Soit  V  un  autre  indice  différent  de  |Ji.  Représentons  par  by,^^  le  coef- 
ficient du  facteur  a,jt,,4,  dans  le  terme  indicatif  de  la  fonction  symétrique 
alternée 

et  par  —  b^^^  ce  que  devient  /^n»  lorsqu'on  y  remplace  le  premier 
indice  v  par  (jl.  Si  l'on  suppose  successivement 

Vi*  deviendra 

et  la  valeur  de  D„  sera  donnée  par  l'équation 

Si,  dans  cette  équation,  on  donne  successivement  a  (ji  toutes  les  valeurs 

Ia  ^9  9  ***9  9 
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on  obtiendra  les  équations  suivantes  : 

(5)  i 



dans  lesquelles  on  doit  supposer,  en  général, 

Les  quantités  &,,|,  6,^2,  ...  sont,  dans  les  équations  précédentes,  en 
nombre  égal  à  celui  des  quantités  a^^^  a,  ai  •••  qu'elles  multiplient, 
c'est-k-dire  en  nombre  égal  à  /i*.  Elles  peuvent  donc  être  disposées  en 
carré,  de  manière  à  former  deux  nouveaux  systèmes  de  Tordre  n  qui 
soient  respectivement  conjugués  l'un  à  l'autre.  L*un  de  ces  systèmes 
sera  le  suivant  : 

(7)  ; 

I  ••*,    •■•,    •••,    •••, 

\    ^n,M       ^n^t*       •••»       ^n^n* 

que  je  désignerai  par  (6|  „)  d'après  les  conventions  établies;  en  rem- 
plaçant dans  celui-ci  les  premiers  indices  par  les  seconds  et  récipro- 
quement, on  obtiendra  l'autre  système  qui  sera  représenté  par  ('vO- 
Après  avoir  désigné  sous  le  nom  de  forme  ternaire  un  polynôme 
homogène  du  second  degré  à  trois  variables,  M.  Gauss  a  nomméybr/we 
adjointe  un  second  polynôme  dont  les  coefficients  ont  avec  ceux  du 
premier  les  relations  qu'on  vient  de  remarquer  entre  les  termes  du 
système  (6„,i)  et  ceux  du  système  (^«,1).  Je  suivrai  cette  dénomination 
et,  lorsque  j'aurai  à  comparer  entre  elles  les  quantités 

^i,t»    ^1,1»    •  •  •        ^^       ^1,1»    ^i,î»    •  •  •* 

je  dirai  que  les  secondes  sont  adjointes  aux  premières;  de  sorte  que, 
en  général,  la  quantité  adjointe  à  fljx.ix  sera  h^^^  et  la  quantité  adjointe 
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a  fljAv  sera  fj^^„^  Par  la  même  raison,  le  système  (^i,»)  sera  dit  adjoint 
au  système  (a«,„)  et  le  système  (6„,,)  adjoint  au  système  (a„.i).  Le  sys- 
tème (6„,,)  sera  en  même  temps  adjoint  et  conjugué  au  système  {a^^^). 
La  quantité  fr„,„  adjointe  à  a^,„  est  toujours  égale  au  déterminant  de 
l'ordre  /ï  —  i  ou  à 

Pour  déduire  de  cette  expression  la  valeur  de  b^^^^  il  suffira  de  rem- 
placer dans  ce  déterminant  ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  tous  les 
termes  du  système  de  Tordre  /i  —  i,  le  premier  indice  égal  à  (x  par  un 
autre  indice  égal  à  /i  et  le  second  indice  égal  à  [xpar  un  autre  indice 
égal  à  n.  Enfin,  pour  transformer  b^^^  en  6v,,i,  il  suffira  de  remplacer 
encore  le  premier  indice  égal  à  v  par  un  autre  indice  égal  à  [x  et  de 
changer  le  signe  du  résultat.  Il  suit  de  ces  considérations  que,  pour 
obtenir  au  signe  près  la  quantité  b^^^  adjointe  à  a^^^  il  suffit  de  convertir 
le  système  («i,»)  de  l'ordre  n  en  un  système  de  Tordre  /i  —  i  par  la 
suppression  de  tous  les  termes  situés  dans  la  même  ligne  horizontale 
ou  dans  la  même  ligne  verticale  que  a^y,  et  de  former  le  déterminant 
du  nouveau  système  dont  il  s'agit.  Ce  déterminant  serait  de  même 
valeur  et  de  même  signe  que  b^^^  si  Ton  supposait  v  =  p.. 

Dans  l'équation 

on  peut  indifféremment  considérer  le  signe  S  comme  relatif,  soit  aux 
premiers,  soit  aux  seconds  indices;  d*ailleurs  on  a  fait  voir,  dans  la 
première  Partie  de  ce  Mémoire,  que  toute  fonction  symétrique  alternée 
devient  nulle  lorsqu'on  y  remplace  un  indice  par  un  autre  indice;  D»  se 
réduira  donc  à  zéro  si,  dans  l'expression  de  ce  déterminant,  on  rem- 
place un  des  indices  qui  occupent  la  seconde  place  par  un  autre  indice, 
par  exemple  si  Ton  remplace  les  termes 

par 

V  étant  différent  de  p..  D'ailleurs,  la  valeur  de  D„,  exprimée  au  moyen 
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(les  termes  a,^^,  aj,^,  ...»  a„n,  est,  par  ce  qui  précède. 


(8) 


Dn  =  «1,,!  ^l,|i-+-  «î,|i  ^î.fâ-^  •  •  •  -t-  ^«,pi  ^n.ii; 


on  aura  donc  généralement 


19) 


0  =  *l.v^i,ïi-+-  «f,v^t,|i4-«  •  • -+■  «/i,v  *ii,ji- 


Cette  dernière  équation  sera  satisfaite  toutes  les  fois  que  v  et  jx  seront 
deux  nombres  différents  l'un  de  l'autre. 

Si  Ton  donne  successivement  à  p.  et  à  v«  dans  les  équations  (8) 
et  (9),  toutes  les  valeurs  entières,  depuis  i  jusqu'à  /i,  on  aura  le  sys- 
tème d'équations  suivant  : 


(10) 


D, 
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fli, 
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1^», 

t* 

0 

«I 
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t^n. 
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-+-«f,t 

6l,n 

+  .. 

.-Ha« 

.t*« 

•  9 

• 

• 

0 

«1 

,«^1,1 

-+■«1,11^1,1 

-+-.. 

.-H«» 

,»*« 

*  1 
,1» 

0 

a, 

.n  ^l,î 

-H  «t,n  ^îj 

-f-.. 

-H  On. 

,i|6» 

.«» 

•  f 

\    Dn=«,,»^i,n-»-  «l,n  ^1,»-+-.  .  • -+- ûi»,»  *»,«• 


Si  l'on  désigne,  en  général. 


par 

et 

par 


le  signe  S  étant,  dans  les  deux  cas,  relatif  aux  indices  i  qui  occupent 
la  première  place,  on  pourra  mettre  les  équations  (lo)  sous  la  forme 
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suivante  : 

/  D„=--S«(flr,,,ô,,0,        o    =S"(a,,,^^,,,),        ...,       o    =&«(«,.,  ^.„), 
lo    =S«(«i,s^,i).        D„=:S"(«i,î^,î).        ...,       o    =S«(a,,,^,.„), 

I    • ■ •»  »  •••» •••* 

(o    =S»(rt,,«6,.,),       o    =S«(a,.,  &,,,).       ....       l><.=  S»(a,,„6,.„): 

et  les  formules  générales  (8)  et  (9)  deviendront 

La  seconde  des  équations  (6),  ou 

ayant  lieu  toutes  les  fois  que  [x  et  v  sont  différents  l'un  de  l'autre,  elle 
subsistera  encore  si  l'on  y  change  p.  en  v  et  v  en  a;  on  aura  donc 

Si  l'on  compare  entre  elles  les  deux  valeurs  précédentes  de  6v,|t 
et  de  by,^„,  on  trouvera  que,  pour  déduire  l'une  de  l'autre,  il  suffit 
d'échanger  entre  eux  les  indices  qui  occupent  la  première  et  la  seconde 
place  dans  les  termes  du  système  (fli,»).  Il  en  résulte  que  les  relations 
établies  par  les  équations  (8)  et  (9)  entre  les  termes  du  système  (rt|,«) 
et  les  termes  du  système  adjoint  (A|,n)  subsisteront  encore  si  Ton 
échange  entre  elles,  dans  ces  deux  équations,  les  deux  espèces  d'in- 
dices; on  aura  donc  aussi 

(i4)  o    —  av,i  b^,i  -h  «v,î^|i,ï-+--  •  •-»-«>,«  ^{i,/i> 

les  indices  jx  et  v  étant  censés  inégaux. 

On  peut  encore  mettre  ces  deux  dernières  équations  sous  la  forme 
suivante  : 

(   o     =:S"(av,,  ^^,,), 

le  signe  S  étant  relatif  aux  indices  i  qui  occupent  la  seconde  place. 
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En  donnant  à  [x  et  à  v,  dans  les  équations  (i3)  et  (ï4)t  tontes  les 
valeurs  entières  depuis  i  jusqu'à  /i,  on  obtiendrait  un  systènie  d'équa- 
tions semblable  au  système  (lo).  On  peut  déduire  immédiatement  ce 
second  système  d'équations  du  premier,  en  remplaçant  dans  celui-ci 
les  termes  des  systèmes  symétriques  («,,«),  (^i.n)  par  les  termes  cor- 

• 

respondants  des  systèmes  conjugués  («„,,),  Cvi)-  ^^  pourrait  encore 
donner  au  nouveau  système  d'équations  dont  il  s'agit  la  forme  (i  i)  et 
il  suffirait  pour  cela  d'employer  les  équations  (i5)  au  lieu  des  équa- 
tions (i3)  et  (i4)- 

Si  dans  le  système  de  quantités  (a^^n)  on  supprime  la  dernière  suite 
horizontale  et  la  dernière  suite  verticale,  on  aura  le  svstème  suivant  : 


(i6)  { 


^«-1,1»      ^«-l,î»       •••>      ^/i-I,/i-l> 


que  je  désignerai  à  l'ordinaire  par  («,,„_,). 

Soit  maintenant  (^i,».,)  le  système  adjoint  au  précédent.  Si  dans 
l'équation  (i3)  on  change  6  en  e  et  w  en  w  —  i,  on  aura,  en  général, 

Pour  déduire  de  cette  dernière  équation  la  valeur  de  hy,,n  i'  suffira,  en 
vertu  des  règles  établies,  de  changer  a^„  en  a«,v  dans  l'expression  pré- 
cédente de  6„  „  et  de  changer  en  outre  le  signe  du  second  membre;  on 
aura  donc  généralement 

Si  dans  cette  équation  on  donne  successivement  à  a  toutes  les  valeurs 
entières  depuis  i  jusqu'à  n  —  i  et  que  l'on  substitue  les  valeurs  qui 
en  résulteront  pour  6|,„,  b^^^,  ...,  b^-t^n  dans  l'équation 

OfMvres  de  C.  —  S,  II,  t.  I.  '7 
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on  obtiendra  la  formule  suivante  : 

l)/i=««,/i^«,n—  [fl|,««/i,l^l,l-+-«t.ii««J^t,l-*--  ••■+-û«-l,fi««,«-l  ^«-1,11-1 

-+-  ^l,«(«/i.«^t,t-^«ii,t^l,»-+-'  •  •-+-''«,«-1^1,11-1) 
-H  «f,/i  (  ««,1  ^t.i  •+■  un,»  ^f ,a  4-  ...  -h  ««,»-i  «t,ii-i  ) 
-h 

Cette  équation  peut  être  mise  sous  la  forme 

(19)  D„=a«,«D„,i— S'»-'S«-»(av,«a„.jitev,|i), 

les  deux  signes  S  étant  relatifs,  le  premier  à  Tindiee  p.  et  le  second  à 
l'indice  v.  M.  Gauss  a  employé  avec  avantage,  dans  ses  Recherches 
arithmétiques,  une  formule  qui  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celle-ci. 

§  IV.  Les  principaux  théorèmes  compris  dans  le  paragraphe  pré- 
cédent ont  été  démontrés  pour  la  première  fois,  d'une  manière  géné- 
rale, par  M.  Laplace,  dans  les  Mémoires  de  r Académie  des  Sciences  de 
l'année  1772  (seconde  Partie).  11  a  fait  voir  comment  on  pouvait  les 
appliquer  à  la  recherche  des  valeurs  des  inconnues  que  renferment 
plusieurs  équations  du  premier  degré.  Soient 

les  inconnues  dont  il  s'agit  en  nombre  égal  à  n.  Supposons  que  l'on 
ait  entre  elles  autant  d'équations  du  premier  degré  et  que  les  coeffi- 
cients des  inconnues  y  soient  représentés  respectivement  par  les  diffé- 
rents termes  du  système  («1,»).  I^s  équations  dont  il  s'agit  seront  de 

la  forme 

«1,1  «^j  -*-  «1,1  ^,  -h ...  -h  a,,„  Xn  =  m,, 

(20)  < 



\   «/i, 1^1 -H  «/i,iJ^j -»-...-+- ««,11  ^«= /W«. 

Cela  posé,  les  relations  établies  par  les  équations  (10)  entre  les  termes 
do  système  (^i,»)  et  ceux  du  système  adjoint  (6,  „)  fournissent  un 
moyen  facile  d'obtenir  la  valeur  d'une  inconnue  prise  à  volonté.  Ainsi, 
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par  exemple,  si  l'on  multiplie  la  première  des  équations  (20)  par  />|,,, 
la  deuxième  par  ôj,,,  ....  enfin  la  dernière  par  6»,,,  et  qu'on  les  ajoute 
entre  elles  en  ayant  égard  aux  équations  (10),  on  aura,  pour  déter- 
miner la  valeur  de  x,,  l'équation  suivante  : 

En  général,  si  l'on  multiplie  la  première  des  équations  (20)  par  6,,jt, 
la  deuxième  par  ôa^^,  ...,  enfin  la  dernière  par  h^y,,  et  qu'ensuite  on 
les  ajoute  entre  elles,  on  aura,  en  vertu  des  équations  (10), 

Par  suite,  la  valeur  générale  de  l'une  quelconque  des  inconnues  sera 


x^  — 


Cette  valeur  se  présente  donc  sous  la  forme  d'une  fraction  qui  a 
pour  dénominateur  le  déterminant 

et  pour  numérateur  ce  que  devient  ce  déterminant  quand  on  y  rem- 
place les  coefficients  de  l'inconnue  pris  dans  les  équations  (20)  par  les 
seconds  membres  de  ces  mêmes  équations. 

Si  les  coefficients  des  diverses  inconnues  dans  les  équations  (20), 
au  lieu  d'être  représentés  par  une  seule  lettre  affectée  de  deux  indices, 
étaient  représentés  par  diverses  lettres  a,  è,  c,  ...,  e,  /affectées  de 

l'indice  i  dans  la  première  équation,  de  l'indice  2  dans  la  deuxième 

les  équations  données  étant  alors 


a,a?,  H-  bfXf  -+-  CjJFs  -h. .  .-^efûCn-t  -+-/î^«  =  /w,, 


(A) 


la  valeur  d'une  inconnue  aurait  pour  dénominateur  la  fonction  symé- 
trique alternée 
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ot  pour  numérateur  ce  que  devient  cette  fonction  lorsqu'on  y  substitue 
la  lettre  m  à  celle  qui  désigne  les  coefficients  de  l'inconnue.  Ainsi, 
par  exemple,  la  valeur  de  x^  serait  donnée  par  l'équation 

S(±  m,/>,cj. .  .g;i-,A) 
h(=t:a,A,c,...e«_,/„) 

Tel  est  le  résultat  auquel  M.  Laplacc  est  parvenu.  Il  a  fait  voir  aussi 
que  deux  termes  déduits  l'un  de  l'autre  par  un  nombre  impair  de 
transpositions  étaient  toujours  de  signes  contraires  et  a  démontré  par 
•e  moyen  la  règle  de  Cramer  que  nous  avons  rapportée  ci-dessus.  Enfin 
il  a  prouvé  qu'une  transposition  opérée  entre  deux  des  lettres  a,  A,  c, ... 
(*hangeait  le  signe  de  la  fonction 


( 


S(±:«,6,...e„_,/«) 

et  a  donné  les  moyens  de  la  décomposer  en  d'autres  fonctions  sem- 
blables d'un  ordre  inférieur.  Nous  reviendrons  plus  tard  sur  ce  dernier 
objet. 

On  peut  encore,  en  vertu  du  paragraphe  II,  mettre  la  valeur  de  x^ 
sous  la  forme  suivante  : 

p  mbc,,.€f(b  —  m)(c  —  m )...(/—  m)  (c —  b)..,{/ —  6)...(/—  e) 

^  ^^     '^^~~    abc, .  .e/(b  —  a)  (c—  a), . .(/—  a)  (c~-^b), . .(/—  b). . .(/—  e)  ' 

pourvu  que,  après  avoir  développé  séparément  le  numérateur  et  le 
dénominateur  de  la  fraction  précédente,  on  remplace  les  exposants 
des  lettres  par  des  indices. 

Si  l'on  suppose  /î  =  a,  les  équations  (A)  se  réduiront  à 

«1  j?! H-  bxX^-=.  W|, 

et  l'on  aura,  en  vertu  de  ce  qui  précède, 

mb{b  —  m) m^b^—  m^  b^ 


X,  =: 


*        ab(b  "-  a)         <i\bt  —  fltbi 

am {m  —  a)  _  a^m^  —  ^^i w*i 
ab(b^a)    ~~   Oib^  -  a^bi 


a?,= 
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Si  l'on  suppose  /i  =  3,  les  équations  (A)  se  réduiront  à 

«I  ^1  -h  ^i  ^j  -h  Cl  OTj  =  /lli, 

a^Xi  -h  62 J?, -h  Cijr^z=  m,, 

ot  les  valeurs  des  inconnues  seront  respectivement 

mbc(b —  /w)  (c  —  m)  (c —  b) 

*  a^c(ft  —  rt)  (c  — rt)  (c  —  ^) 

__  /Wi  AjCj—  mjAjr, -h  mjôaCi  —  m,ftjC, H-  mjAjCj—  m^b^Cx 

amc(m  —  a)(c  —  a)i^c  —  m) 

*  abc{b  —  a)(c  —  a)(c  —  b) 

rt,/ii,c, —  ^,m,CjH-ai/njC,  —  ajm,Ca-l-  aj/WiCj—  «j/njC, 

ai  6iCj —  «1 6,Cj-+-  a^b^Ci  —  «i^iCj-H  a^l&iCt —  a^biC^ 

_   abm (b  —  a)  (m  —  a)  (m  —  b) 
'""     abci^b  —  a){c  —  a)(c — b) 

a^b^m^ —  a, 6,mî-+-  a^bim^ —  a^bim*-\-  a^b^nii —  a^b^ni^ 

•    «i^fC,—  a|6,c,-h  «j^jC|-7  «j6iC,-h  aj^iCj—  ^i^t^i 

et  ainsi  de  suite. 

On  arriverait  aux  niénies  résultats  en  partant  de  l'équation  (B)  et, 
dans  ce  cas,  on  peut  déterminer  immédiatement  le  signe  d'un  terme 
pris  à  volonté,  soit  dans  le  numérateur,  soit  dans  le  dénominateur  de 
la  fraction  qui  représente  la  valeur  d'une  inconnue,  au  moyen  de  la 
règle  établie  dans  le  paragraphe  II  de  la  première  Partie  de  ce 
Mémoire. 

Si  les  équations  données  étaient  de  la  forme 


(D) 


a' j?!  4-  b^Xt  4-  c'a:,  4- ...  4-  ^'«î^n-i  4-  /*^„  =  /w*, 


y 


0  • 


a"j:|4-  ^"07,4-  c"  J?j  4- . . .  4-  e'*^/i-i4-/'*^«=  /w", 


l'équation  (C)  deviendrait  exacte  sans  qu'il  fût  besoin  de  développer 
le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction  qui  forme  le  second 
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membre  et  Ton  pourrait  sans  aucun  inconvénient  supprimer  les  fac- 
teurs communs  aux  deux  termes  de  cette  fraction.  Ainsi  la  valeur 
de  a?,,  tirée  des  équations  (D),  se  réduit  à 


^1  = 


m(b  —  ni){c  —  m). . .(/ —  m) m{m  —  h)  (m  —  c). .  .(w  — /) 

«(6  —  a)(c  — a)...(/— a)     "~    a(<i  —  A)  (a  —  c). .  .(o  — /) 


Les  valeurs  des  autres  inconnues,  tirées  des  équations  (D),  peuvent 
être  présentées  sous  une  forme  semblable  à  celle-ci. 
Si  les  équations  données  étaient  de  la  forme 

aa^i  4-  a*  J7,  -h . . .  -f-  «"a:^  =  a*", 

.  6^1  -h  6' J^i 4- . . . -+-  b'^x„=  A«, 

(L)  < 

J • •» 

la  valeur  de  x„  serait  donnée  par  Téquation 


^1.= 


_  S(±:a6'c»...e«-'/^*')  _  S(±  é>c*. .  .e"-»/^'-') 
S (±: «6* c»... <?«-»/")  ""  S(±:6c«...e«-»/'*"*) 


Cette  valeur  deviendrait  nulle  si  Ton  supposait  m<^n.  Elle  se  réduit  à 
l'unité  lorsque  m  =  n.  Enfin,  lorsque  m  surpasse  /î,  le  numérateur  de 
la  fraction  précédente  est  divisible  par  le  dénominateur,  ainsi  qu'on  Ta 
prouvé  dans  le  dernier  paragraphe  de  la  première  Partie  de  ce  Mémoire, 
et  Xn  devient  une  fonction  symétrique  permanente  des  quantités 

">       C/,       C,        •  •  •  9       ^f      J  • 

« 

0«  peut  faire  des  remarques  analogues  relativement  aux  valeurs  des 
autres  inconnues. 

Revenons  maintenant  a  Téquation  (21).  Si  l'on  y  fait  successivement 

jji  — I,  2,  3,  ...,  /i, 
on  aura,  pour  déterminer  les  valeurs  des  inconnues 
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les  équations  suivantes  que  nous  allons  comparer  aux  équations  (20), 

(22)  ' 

Los  équations  (20)  renferment  :  i**  deux  suites  de  quantités,  savoir  : 

mj,     m„     ...,     m^,; 

2**  tous  les  termes  du  système  (a,,»)  qui  servent  de  coefficients  aux 
termes  de  la  première  suite.  Les  termes  de  la  seconde  suite  étant  les 
seuls  qui  se  présentent  isolément  dans  les  équations  dont  il  s*agit,  je 
dirai  que  les  quantités 

iWi,     m,,     ...,     m^ 

s'y  trouvent  dégagées  et  que,  au  contraire,  les  quantités 

s'y  trouvent  engagées.  Je  désignerai,  de  plus,  la  suite  des  équations  (20) 
sous  le  nom  de  suite  d^ équations  symétriques. 

Les  équations  (22)  sont  de  la  même  forme  que  les  équations  (20),  a 
cette  différence  près  que  la  suite  engagée  dans  les  équations  (20)  se 
trouve  dégagée  dans  les  équations  (22)  et  que  les  termes  de  cette  même 
suite  y  sont  tous  multipliés  par  D„.  Pour  déduire  les  équations  (22) 
des  équations  (20)  il  suffit:  1**  d'échanger  entre  elles  les  deux  lettres /w 
et  a:,  c'est-à-dire  de  dégager  la  suite  engagée  et  d'engager  celle  qui  était 
dégagée;  2**  de  multiplier  les  termes  de  la  suite  dégagée  par  le  déter- 
minant D«  du  svstème  dont  les  différents  termes  servaient  de  coeffi- 
cients  à  la  suite  engagée;  3**  de  remplacer  les  termes  du  système 
symétrique  (a,,„)  par  les  termes  correspondants  du  système  adjoint 
et  conjugué  (6^.i).  Je  dirai,  pour  cette  raison,  que  les  équations  (22) 
sont  adjointes  aux  équations  (20). 
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Les  équations  (20)  se  trouvant  toutes  comprises  dans  la  formula 
générale 

dans  laquelle  le  signe  S  est  supposé  relatif  à  Tindice  i,  je  désignerai 
l'ensemble  de  ces  mêmes  équations  par  le  symbole 

le  signe  £  indiquant  ici  non  pas  une  somme  de  quantités  mais  une 

suite  d'équations  semblables  à  celle  que  renferment  les  deux  crochets. 

Je  désignerai  de  même  l'ensemble  des  équations  (22)  par  le  symbole 

Ces  deux  symboles  se  déduisent  l'un  de  l'autre  par  les  mêmes  régies 
qui  servent  à  déduire  l'une  de  l'autre  les  deux  suites  d'équations  qu'ils 
représentent. 

Désignons  par  (C|,n)  le  système  de  quantités  adjoint  à  (ô|.,).  Je  dirai 
que  (C|,»)  est  adjoint  du  second  ordre  au  système  (^i  „).  Le  même 
système  (c^i,»)  sera  adjoint  et  conjugué  au  système  (ôa.i).  Soit  encore 
B„  le  déterminant  du  système  (6,  ;,).  Si  dans  les  équations  (12)  et  (lî) 
on.  change  a  en  b,  on  devra  changer  aussi  6  en  c  et  D»  en  B^  et,  par 
suite,  on  aura 

(   O    =rS«(Ô,,vC|,,4); 

(20)  < 

(   o     =S*(6v,iC,4,,). 

Si  maintenant  on  dégage  des  équations  (22)  les  termes  de  la  suite  m,, 
/Wa,  ...,  /Wrtf  en  suivant  les  mêmes  règles  qui  ont  servi  à  dégager  des 
équations  (20)  les  termes  de  la  suite  x^^  x^^  ...,  x^^  on  obtiendra  les 
équations  suivantes  : 

,      ,  ,  c,,,Drt.r, -i-c,.,D^x,  4-..  .4-c,,«D«j:«  —  B«mj, 

(27) 


.    CnA\^n^\  -HCrt,,DnX,-|-.  .  .  "H  Cfl,/,D,|  JT,,  —  B«/W« 
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qui  pourront  être  représentées  par  le  symbole 

(a8)  2[S"(l)„c^.,x.)  =  B„m^]. 

Les  équations  (27)  peuvent  encore  être  mises  sous  la  forme  sui- 
vante : 

1)„     ^       I)«  _        I>«      _ 

1)«  l)«  I)„ 

(29)  '  D«  i>/t  ■>« 


et  comme  celles-ci  doivent  avoir  lieu  en  même  temps  que  les  équa- 
tions (20),  sans  que  Ton  suppose  d'ailleurs  entre  les  termes  de  la 
suite  x^,  X2*  "'■,  x„  et  ceux  du  système  (a,,„)  aucune  relation  particu- 
culière,  il  faudra  nécessairement  que  Ton  ait,  quels  que  soient  [x  et  v, 

I). 


ou 


(  30  )  CjA,v  =   ÏT^  «|1.V. 

Cette  équation  établit  un  rapport  constant  entre  les  termes  du  sys- 
tème («!,«)  et  les  termes  du  système  adjoint  du  second  ordre  (c,  „). 
Les  équations  ('27  )  étant  adjointes  aux  équations  (22)  et  celles-ci 
aux  équations  (20),  je  dirai  que  les  équations  (27)  sont  adjointes  du 
second  ordre  aux  équations  (20)  dont  elles  ne  diffèrent  que  par  un 
facteur  commun  à  tous  leurs  termes. 
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DEUXIÈME  SECTION. 


Des  systèmes  d'équations  symétriques  et  de  leurs  déterminants. 


§  V.  Considérons  maintenant  un  systemo  d*équations  de  la  forme 


(3i) 


«/i, 1^1,1  ~'-  «/i,l«l,t-»--  •  •-+-«/i,«ûl,n  —  '«i,/*; 


««,i«î,i  ^-«„,,ûrj,, 


-+-  «iM^iii  =  m 


i,«"t.ii 


•+-«!.«« 


î,/i"î,« 


m 


s.i» 


i,«» 


«/j,ii«i,ii  =  'W 


i.if  9 


O  système  d'équations  renferme  trois  systèmes  de  quantités  symé- 
triques, savoir  :  (a,.„),  (a,,„)  et  (/w,,„). 

De  plus,  il  est  facile  de  voir  que,  parmi  les  équations  (3i),  celles 
qui  se  trouvent  dans  un  même  groupe  forment  une  suite  d*équations 
symétriques,  dans  lesquelles  les  quantités  engagées  de  la  forme  a^,,, 
«ix.2»  ••••  ^|ji,n  ^>iit  P^ur  coefficients  les  termes  du  système  (a,„).  De 
même,  si  Ton  imagine  que  les  équations  de  chaque  groupe  soient  dis- 
tribuées sur  une  même  ligne  horizontale,  celles  des  équations  (3i)  qui 
se  trouveront  comprises  dans  une  même  colonne  verticale  formeront 
une  sui  te  d'équations  symétriques  dans  lesquelles  les  quantités  engagées 
a|A.M  0^(1.2»  ••••  *|Ji.n  iiuront  pour  coeftîcients  les  termes  du  système  («,.;,). 
J'appellerai  suite  horizontale  ou  suite  l'erticale  une  suite  d'équations 
comprises  dans  une  même  ligne,  soit  horizontale,  soit  verticale,  du 
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Tableau  ainsi  formé  et  j'appellerai  l'ensemble  des  équations  (3i)  un 
système  (Vèquations  symétriques.  Chaque  équation  de  ce  système  pou- 
vant être  mise  sous  la  forme 

(32)  S"(av,taîi,i)  =  /nji,v, 

OÙ  le  signe  S  est  relatif  aux  indices  i  qui  occupent  la  seconde  place 
dans  «vj  et  ajt,i»  je  désignerai  le  système  entier  des  équations  dont  il 
s'agit  par  le  symbole 

(33)  2[S"(av,i«^,i)  =  'w,4,v]. 

J'appellerai  systèmes  engagés  les  deux  systèmes  de  quantités  (ûi,«), 
(a,,„)  dont  les  termes  se  trouvent  engagés  dans  les  équations  dont  il 
s'agit  et  système  dégagé  le  système  de  quantités  (/w,  „)  dont  les  termes 
sont  isolés  dans  les  seconds  membres.  Je  désignerai  aussi  les  deux 
systèmes  engagés  sous  le  nom  de  systèmes  composants  et  le  système 
dégagé  sous  le  nom  de  système  résultant.  Enfin,  je  dirai  que,  dans  les 
équations  (3i),  représentées  par  le  symbole  (33),  le  système  résul- 
tant (/w,,„)  se  trouve  déterminé  symétriquement  au  moyen  des  deux 
systèmes  composants  (a,  „)  et  (a,^;,). 

Désignons  respectivement  par 

!>//,    â;,,    M„ 

k^s  déterminants  des  trois  systèmes 

(«!,«).    («!,«),    (/wi,/!); 
on  aura 

(34)  *.  ^«  =  S(dz  a,,ia,,j. .  .a^,„), 

(  M«=S(±:/iii,,m,,2.  ••'««.«). 

Dans  chacune  des  trois  équations  précédentes,  le  signe  S  peut  être 
considéré  comme  relatif,  soit  aux  indices  qui  occupent  la  première 
place,  soit  k  ceux  qui  occupent  la  seconde.  Ainsi, 

S(±:w,,,/;i,,j.../7i„,«) 
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ost  uno  fonction  symétrique  aiternéo  à  l'égard  des  deux  espèces  d'in- 
dices qui  affectent  les  termes  du  système  (/w,  „).  D'ailleurs,  les  équa- 
tions (33)  étant  toutes  comprises  dans  la  formule  générale 

les  deux  indices,  qui  dans  chacune  de  ceséquations  affectent  la  lettre  /w, 
sont  respectivement  égaux  aux  premiers  indices  qui,  dans  ces  mêmes 
équations,  affectent  les  deux  lettres  a  et  a,  c'est-à-dire  les  termes  des 
deux  systèmes  (a,,„)  et  (a,  „).  Il  suit  de  cette  remarque  que,  si,  dans 
le  second  membre  de  l'équatioii 

on  substitue  aux  termes  du  système  (/w,  „)  leurs  valeurs  en  a  et  en  a 
tirées  des  équations  (3i),  on  obtiendra  pour  résultat  une  fonction  des 
termes  des  systèmes  (a,.„)  et  (a,  „)  qui  sera  symétrique  alternée  par 
rapport  aux  imiices  qui  occupent  la  première  place  dans  a  et  par  rap- 
port à  ceux  qui  occupent  la  première  place  dans  a.  D'ailleurs,  chacune 
des  quantités  m  étant  du  premier  degré  par  rapport  aux  quantités  a  et 
par  rapport  aux  quantités  a,  chaque  terme  du  développement  de 

sera  évidemment  de  la  forme 

(>)mme  ce  développemt^nl  doit  être  une  fonction  symétrique  alternée 
p^r  rapport  aux  indices  qui  occupent  la  première  place  dans  a  et  par 
rapport  à  ceux  qui  occupent  la  preujière  place  dans  a,  il  ne  pourra 
renfermer  le  terme  qu'on  vient  de  considérer  sans  renfermer  en  même 
temps  le  produit 

1^:  S(zi  a,,jxaî,v  •  •««,«)  S(±:  ^j,ji.'ai,v-  •  -^'«.ic)» 

il  sera  donc  équivalent  à  un  ou  à  plusieurs  produits  de  cette  espèce. 
Si  dans  le  produit  précédent  on  suppose  les  indices  (ji,  v,  . ..,  û  tous 
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diflerents  les  uns  des  autres,  on  aura 

S("  «1,11  aj,v  •  -««,11)  =  —  S(±  ai,t«î.î-  '  -^n^n)  =±o«. 

De  même,  si  Ton  y  suppose  les  indices  ul',  v',  ...,11'  tous  différents 
les  uns  des  autres,  on  aura 

S(±:  r7,,ji'ffj,v  .  •  -««.it)  ==t  S(±:  ai,,flj,,. . .«;,,«)  -=it  l)„. 

D'ailleurs,  on  ne  peut  supposer  deux  des  indices  (x,  v,  ...,  -n  égaux 
entre  eux  sans  avoir 

ni  deux  des  indices  pi',  v',  . . .,  '^'  égaux  entre  eux  sans  avoir 

Ia»  développement  de  M„  se  réduira  donc  à  un  ou  à  plusieurs  produits 
de  la  forme 

on  a  donc 

c  étant  une  quantité  constante.  Pour  déterminer  la  constante,  il  suttit 
d'observer  que  l'équation  précédente  étant  identique  devra  encore  avoir 
lieu  si  l'on  suppose  généralement 

a[t,ji=i,         «ji„ix=<f         a(A,v=o,         r/jji,v--o; 

mais  alors  on  a  par  les  équations  (3i) 

et,  par  suite, 

on  doit  donc  avoir  aussi 

et,  par  suite,  on  aura,  en  général, 

(35)  M«=ï),o„. 

(^ette  équation  renferpie  un  théorème  très  remarquable  qu'on  peut 
énoncer  de  la  manière  suivante  : 
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Lorsquun  système  de  quantités  est  déterminé  symétriquement  au  moyen 
de  deux  autres  systèmes,  le  déterminant  du  système  résultant  eM  toujours 
égal  au  produit  des  déterminants  des  deux  systèmes  composants. 

Si  dans  les  équations  (3 1)  on  remplace  les  systèmes  de  quantités  ("«,,„) 
et  (a,,„)  par  les  systèmes  («nj)  ^t  (6^,i)  et  que  l'on  suppose  généra- 
lement 

'W(x,|i=D«,       W|i,v  — o, 

on  obtiendra  les  équations  (lo).  Dans  le  même  cas,  on  aura 


et,  par  suite,  l'équation  (3si)  deyiendra 
d'où  l'on  conclut 


(36)  B«:^D 


—  n«-t 

A 


On  voit  par  cette  dernière  équation  que  le  déterminant  du  système  (6,,») 
adjoint  au  système  («,.«)  est  égal  à  la  {n  —  j)'''"''' puissance  du  détermi- 
nant de  ce  dernier  système. 

%/ 

En  vertu  de  l'équation  (36),  l'équation  (3o)  devient 


(3;)  c,x,v=l)r*« 


|X,V- 


Ainsi,  étant  donné  un  terme  quelconque  a^^,,  du  système  («,.„),  pour 
obtenir  le  terme  correspondant  du  système  adjoint  du  second  ordre  (c,.„), 
il  suffira  de  multiplier  le  terme  donné  par  la  (n  ^  2)**''"'  puissance  du 
déterminant  du  premier  système. 

On  a  vu  que  le  déterminant  d'un  système  quelconque  est  toujours 
égal  à  celui  du  système  conjugué.  Il  suit  de  là  que  l'équation  (3.>) 
subsistera  encore  si  dans  les  équations  (3i)  on  remplace  l'un  des 
systèmes  composants  (a,,„),  (a,,«),  ou  tous  les  deux  ensemble,  par  les 
systèmes  qui  leur  sont  conjugués,  savoir  (a„j),  (a„,,).  L'équation  (35) 
convient  donc  également  aux  quatre  systèmes  d'équations  symétriques 
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désignés  par  les  quatre  symboles  suivants  : 

2[S«{3e,,vfl,ij)  =  /"pi,v], 

(38)  { 

2[S«(av,,a,,pt)  — /n|i,v], 
2[S''(ai,vai,|x) -/Wji.v]» 

le  signe  S  étant  relatif  dans  tous  les  cas  aux  indices  de  a  et  de  a  qui 
sont  égaux  à  Tunité. 

Dans  les  quatre  systèmes  d'équations  que  représentent  les  quatre 
symboles  précédents,  le  premier  indice  de  la  lettre  m  est  toujours  égal 
à  rindice  de  a  qui  reste  constant  dans  chaque  équation  et  le  second 
indice  de  m  est  toujours  égal  à  l'indice  de  a  qui  reste  constant  dans 
cette  même  équation.  Le  contraire  aurait  lieu  si  dans  les  équations  (38) 
on  remplaçait  le  système  (/w,  „)  par  son  conjugué  (/w„,,);  ce§  équations 
deviendraient  alors 

2[S''(a,,v«(i,i)  =  /«v,|i]» 
(09)  \ 

2[S«(av,i«i,pi)  =  mv,jj,], 
2[S'*(ai,v«i,|i)  =  /Wv,|t]. 

Pour  suivre  les  dénominations  jusqu'à  présent  adoptées,  je  dirai 
que,  dans  chacun  des  systèmes  d'équations  représentés  par  les  sym- 
boles (38)  et  (39),  le  système  (m,  „)  résulte  de  la  composition  des 
deux  systèmes  («i,»)  et  (a,  „).  J'appellerai  premier  système  composant 
celui  dont  l'indice  constant  dans  chaque  équation  détermine  le  premier 
indice  de  m  et  second  système  composant  celui  dont  l'indice  constant 
détermine  le  second  indice  de  m.  Ainsi,  le  système  (fli.n)  est  premier 
composant  dans  chacune  des  équations  (38)  et  le  système  (a,  „)  est 
premier  composant  dans  chacune  des  équations  (39).  Enfin  je  dirai 
que  la  composition  est  directe  par  rapport  à  l'un  des  systèmes  compo- 
sants si  les  indices,  qui  sont  constamment  égaux  dans  le  système 
composant  et  dans  le  système  résultant  (^,,n)»  occupent  tous  deux  la 
première  place  ou  tous  deux  la  seconde,  et  je  dirai  que  la  composition 
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est  indirecte  si  de  ces  deux  indices  l'un  occupe  la  première  place  et 
l'autre  la  seconde. 

Cela  posé,  si  l'on  examine  successivement  les  quatre  systèmes 
d'équations  symétriques  représentés  par  les  symboles  (38),  on  recon- 
naîtra sans  peine  : 

1*^  Que,  dans  le  premier  système  d'équations,  la  composition  est 
directe  par  rapport  au  système  («!.„)  et  indirecte  par  rapport  au  sys- 
tème (a,,„); 

2*"  Que,  dans  le  deuxième  système  d*équations,  la  composition  est 
directe  par  rapport  aux  deux  systèmes  («i,»),  («i.»); 

3**  Que,  dans  le  troisième  système  d'équations,  la  composition  est 
indirecte  par  rapport  aux  deux  systèmes  (a,,„),  (a,  „); 

4^  Que,  dans  le  quatrième  système  d'équations,  la  composition  est 
indirecte  par  rapport  au  système  (a«,„)  et  directe  par  rapport  au  sys- 
tème (a,.;,). 

En  examinant  les  systèmes  d'équations  représentés  par  les  sym- 
boles (39),  on  trouverait  des  résultats  contraires  aux  précédents.  Ainsi, 
par  exemple,  dans  le  deuxième  des  symboles  (39),  la  composition  est 
indirecte  par  rapport  aux  deux  systèmes  de  quantités  («,,„)  et  (a,.„), 
tandis  qu'elle  était  directe  dans  le  deuxième  des  symboles  (38). 

L'équation  (35)  n'a  pas  seulement  lieu  relativement  aux  systèmes 
d'équations  représentés  par  les  symboles  (38)  et  (39);  mais  la  valeur 
de  M„  déterminée  par  cette  équation  restera  encore  la  même  au  signe 
près  si,  dans  un  des  systèmes  de  quantités  («,.„),  (a,,;»)  ou  dans  tous 
les  deux  à  laTois,  on  substitue  l'une  à  l'autre  deux  suites  horizontales 
ou  deux  suites  verticales  et  même  si  l'on  répète  cette  opération  plusieurs 
fois  de  suite.  En  effet,  une  ou  plusieurs  substitutions  de  cette  espèce 
ne  changent  point  la  valeur  mais  tout  au  plus  le  signe  des  détermi- 
nants D„  et  G„. 

§  VI.  Si  dans  l'équation  (32)  on  suppose  l'indice  v  invariable  et  que 
l'on  donne  successivement  à  \l  toutes  les  valeurs  entières  depuis  i 
jusqu'à  n,  on  obtiendra  une  des  suites  verticales  d'équations  comprises 
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sous  le  numéro  (3i),  laquelle  pourra  être  représentée  par  le  symbole 

pourvu  que  Ton  y  considère  Tindice  v  comme  invariable. 

Cela  posé,  en  suivant  la  méthode  qui  a  servi  à  passer  des  équa- 
tions (23)  aux  équations  (24)»  on  obtiendra  une  nouvelle  suite  d'équa- 
tions adjointes  à  celles  que  l'on  vient  de  considérer  et  qui  seront 
représentées  par  le  symbole 

pourvu  que  Ton  y  suppose  toujours  l'indice  v  invariable. 

Si  dans  ce  dernier  symbole  on  donne  successivement  k  v  toutes  les 
valeurs  entières  depuis  i  jusqu'à  /i,  on  obtiendra  plusieurs  suites 
d'équations  dont  l'ensemble  formera  un  nouveau  système  d'équations 
symétriques  que  l'on  pourra  représenter  par  le  même  symbole 

(4o)  2[S'»(6i,,im,,v)  =  D„av,pL], 

dans  lequel  on  supposera  désormais  les  deux  indices  (jl  et  v  variables 
lorsqu'on  passe  d'une  équation  à  une  autre. 

Le  symbole  (4o)  représente,  ainsi  que  le  symbole  (33),  un  nombre 
d'équations  égal  à  n}.  Les  deux  systèmes  d'équations  symétriques 
représentés  par  ces  deux  symboles  étant  respectivement  composés  de 
plusieurs  suites  d'équations  tellement  liées  entre  elles  que  les  suites  du 
système  (4o)  sont  respectivement  adjointes  à  celles  du  système  (33); 
je  dirai  que  le  système  des  équations  (4o)  est  adjoint  au  système  des 
équations  (33).  En  comparant  ces  deux  systèmes  d'équations  l'un  à 
l'autre,  on  trouve  que  le  système  de  quantités  (a,  „),  qui  était  engagé 
dans  les  équations  (33),  se  trouve  dégagé  dans  les  équations  (4o),  tandis 
que  le  système  de  quantités  /W|,„,  qui  était  dégagé  dans  les  premières, 
se  trouve  engagé  dans  les  secondes.  Ainsi,  le  passage  des  équations  (33) 
aux  équations  (4o)  sert  a  dégager  le  système  composant  (a,,„).  La 
comparaison  des  symboles  (33)  et  (4o)  suffît  pour  établir  a  ce  sujet  la 
règle  suivante  : 
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Lorsqu'un  système  de  quantités  (/w.^J  résulte  de  la  composition  de 
deux  autres  systèmes  (a,.»)  et  («,.«),  pour  dégager  l'un  des  systèmes 
composants  (a,  „)  il  faut  : 

I"  Echanger  entre  eux  le  système  composant  que  l'on  veut  dégager 
(a,  „)  et  le  système  résultant  (/w,„),  en  ayant  soin  de  laisser  respecti- 
vement à  leurs  places  les  indices  qui  étaient  communs  aux  lettres  a 
et  m\ 

2**  Multiplier  tous  les  termes  du  système  composant  que  Ton  dégage 
par  le  déterminant  du  système  composant  qu'on  laisse  engagé; 

>  Remplacer  ce  dernier  système  (a,,„)  par  le  système  adjoint  et 
conjugué  (^„.,). 

Si  dans  l'équation 

on  suppose  l'indice  tx  invariable  et  que  l'on  donne  successivement  à  v 
toutes  les  valeurs  entières  depuis  i  jusqu'à  w,  on  obtiendra  une  des 
suites  horizontales  d'équations  comprises  sous  le  numéro  (3i),  laquelle 
pourra  être  représentée  par  le  symbole 

pourvu  que  l'on  y  considère  l'indice  ix  comme  invariable. 

Soit  maintenant (^„,,)  le  système  adjoint  et  conjugué  à(a,,rt)»  ©«étant 
le  déterminant  de  ce  dernier  système;  la  suite  des  équations  adjointes 
h  celles  que  l'on  vient  de  considérer  sera  représentée  par  le  symbole 

[JL  étant  supposé  invariable  relativement  à  une  même  suite  d'équations. 
Si  maintenant  on  donne  successivement  à  ul,  dans  ce  même  svmbole, 
toutes  les  valeurs  entières  depuis  i  jusqu'à  /i,  on  aura  un  nouveau 
système  d'équations  que  l'on  pourra  représenter  par  le  même  symbole 

(40  2[S"(/'«|x,i?i,v)  --3„^ï,,v], 

en  y  supposant  désormais  variables  les  deux  indices  ui  et  v.  Ce  dernier 
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système  d'équations  est,  ainsi  que  le  système  (4o),  adjoint  au  systènu» 
d'équations  (33).  Les  deux  systèmes  d'équations  (4o)  et  (4i)  seront 
appelés  tous  Aitxw  adjoints  du  premier  ordrevax  système  d'équations  (33). 
On  a  vu  qu'il  suffisait,  pour  obtenir  le  premier,  de  dégager  du  système 
d'équations  (33)  le  système  composant  (a,,„).  11  suffît  de  même,  pcuir 
obtenir  le  second,  de  dégager  l'autre  système  composant  («,,„);  d'ail- 
leurs, pcuir  dégager  ce  dernier  système  composant  des  équations 

il  faut,  en  suivant  la  règle  établie  ci-dessus  : 

i^  Remplacer  /w^^v  par  a^^^  et  a^^^  par  /w^..,  ; 
2*"  Multiplier  a^^  par  o„; 
3°  Remplacer  av.,  par  fl,,v. 

On  obtient  donc  immédiatement  par  cette  règle  le  système  d'équations 

On  a  vu  dans  la  section  précédente  que,  si  après  avoir  dégagé 
d'une  suite  d'équations  symétriques  la  suite  des  quantités  engagées 
au  moyen  des  équations  adjointes  du  premier  ordre  on  dégageait  de 
nouveau  la  suite  que  la  première  opération  avait  engagée,  les  équa- 
tions adjointes  du  second  ordre  obtenues  par  cette  seconde  opération 
ne  différaient  des  équations  primitives  que  par  un  facteur  commun  à 
tous  leurs  termes.  De  même  si,  après  avoir  dégagé  du  système  d'équa- 
tions (33)  les  systèmes  de  quantités  (a,,„)  et  («,,„)  au  moyen  des  équa- 
tions {!\o)  et  (40»  ^"  voulait  de  nouveau  dégager  des  équations  {\o) 
ou  des  équations  (40  I^  système  de  quantités  (/w,.„),  les  équations 
adjointes  du  second  ordre  obtenues  par  ce  moyen  ne  différeraient  des 
équations  (33)  que  par  un  facteur  commun  à  tous  leurs  termes.  Mais, 
si  l'on  dégage  des  équations  {J\o)  le  système  de  quantités  (6|.«)  et  des 
équations  (40  '^  système  de  quantités  Oi.«),  on  obtiendra  deux  nou- 
veaux systèmes  d'équations  symétriques  qui  seront  adjoints  du  second 
ordre  au  système  des  équations  (33)  et  qui  seront  différents  des  trois 
systèmes  d'équations  (33),  (4o)  et  (4i)- 


H8  MÉMOIRE  SUR  LES  FONCTIONS 

Soit  (r,  „)  le  système  de  quantités  adjoint  au  système  (m^^n)-  ^U  étant 
toujours  le  déterminant  du  système  (/w,^„),  on  aura,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (35), 

M«=:  D„d„. 

Cela  posé,  pour  dégager  des  équations 

(4o)  2[S«(^,it/«i,v)  =  I)««v,^] 

le  système  de  quantités  (6,^«),  il  faudra,  d'après  la  règle  établie  ci- 
dessus  : 

i"  Remplacer  D„av,(i  par  b^^^  et  6|,^  par  D„a,^^; 

2'*  Multiplier  6v.|a  par  ^«5 
3®  Remplacer  m^^^  par  Tv,,. 

On  obtiendra  de  cette  manière  le  système  d'équations  représenté  par 

le  symbole 

2[S'»(D„a,,^trv,i)  =  Mn^v,|i.]. 

Si  dans  ce  système  on  divise  les  deux  membres  de  chaque  équation 

M 

par  D„,  en  observant  que  -^  =  o„,  le  symbole  précédent  deviendra 

(42)  2[S"(«,,iirv,,)==3n^,jt]. 

Le  système  d'équations  représenté  par  ce  dernier  symbole  est  un  des 
deux  systèmes  adjoints  du  second  ordre  aux  équations  (33).  Pour 
obtenir  l'autre  système  adjoint,  il  suffira  de  dégager  le  système  de 
quantités  (^,,v)  des  équations 

(40  ^CS'-C'ÎM^îi^v) -5««,x,v]. 

Pour  y  parvenir  il  faut,  en  vertu  de  la  règle  citée  : 

1°  Remplacer  o^aj^v  par  Pti,v  <?t  Pi.v  par  S„a,,v; 
2^  Multiplier  ^^^^  par  M„; 
3°  Remplacer  m^^t  par  r^^y,. 

Le  symbole  qui  représente  le  système  d'équations  cherché  sera  donc 
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Si  l'on  divise  les  deux  membres  de  chacune  des  équations  comprises 

dans  ce  système  par  S„,  en  observant  que  -v^  =D„,  le  symbole  pré- 
cèdent  deviendra 

Ainsi,  le  système  des  équations  (33)  a  pour  systèmes  adjoints  du 
second  ordre  ceux  qui  sont  représentés  par  les  symboles  (42)  et  (43). 

Si  maintenant  on  voulait  dégager  des  équations  (42)  le  système  de 
quantités  (a,^„)  ou  des  équations  (43)  le  système  de  quantités  («i.»), 
on  retrouverait  les  équations  (4o)  et  (4i)  multipliées  par  un  facteur 
commun  à  tous  leurs  termes;  mais,  si  Ton  dégage  des  équations  (42) 
ou  des  équations  (43)  le  système  de  quantités  (r,,„),  on  obtiendra  un 
nouveau  système  d'équations  symétriques  que  j'appellerai  adjoint  du 
troisième  ordre  au  système  des  équations  (33).  Pour  obtenir  ce  nouveau 
système  il  faut,  dans  les  équations 

I®  Remplacer  S„Av,^  par  r^^^  et  rv,,  par  lnK,\  \ 
2^  Multiplier. Tvjx  par  O;,; 
3"*  Remplacer  ol^^^  par  Pj^,,. 

On  obtient  de  cette  manière  le  symbole 

En  divisant  chacune  des  équations  qui  s'y  trouvent  comprises  par  S„, 
on  aura  le  symbole  suivant  : 

(44)  2[S«((3p.,t^,i)-/-v,HL] 

qui  représente  le  système  des  équations  adjointes  du  troisième  ordre 
aux  équations  (33).  Il  est  à  remarquer  que,  pour  déduire  les  équa- 
tions (4o)  des  équations  (33),  il  suffît  de  remplacer  dans  ces  dernières 
les  trois  systèmes  de  quantités 

(«1,»),     (ûr,,«),     (/«!,«) 
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par  les  systèmos  adjoints  du  premier  ordre 

(|3i,ri),       (^.«),       (/'l.aV 

Ainsi,  les  relations  établies  par  les  équations  (33)  entre  les  trois  pre- 
miers systèmes  de  quantités  subsistent  encore  entre  les  trois  autres. 

§  VII.  Avant  de  passer  à  de  nouvelles  recherches,  il  ne  sera  pas 
inutile  de  réunir  en  un  seul  tableau  les  principaux  résultats  que  fournit 
l'analyse  précédente  relativement  à  trois  systèmes  de  quantités  liés 
entre  eux  par  un  système  d'équations  symétriques. 

Soient  respectivement 

(«!,«)»       («I,»)»        ("*!.«) 

les  trois  systèmes  de  quantités  dont  il  s'agit.  Désignons  par 

((3i,„),     (^,„),     (r,.„) 

les  systèmes  adjoints  du  premier  ordre  aux  trois  systèmes  donnés  et 

par 

(7i,«)»     (c,,«),     (/i,«) 

les  trois  systèmes  adjoints  du  deuxième  ordre. 
Enfin  représentons,  comme  ci-dessus,  par 

(33)  2[S«(av,,apL,,)==/^«pL,v] 

le  système  d'équations  symétriques  par  lequel  leslrois  systèmes  donnés 
se  trouvent  liés  entre  eux  et  désignons  respectivement  les  déterminants 

des  svstèmes 

* 

{«!,/!),       (Pl,/i).       (yi,ii)»       («!,«)»       (^l,n),       (Ci,n)*       (''*!, «)»       (''!.«)»       (^,/i) 

par 

O/j»  S«»  ^«>  "«>  "wf  ^«>  "'n^  *•«»  ^M« 

on  aura  entre  les  termes  et  les  déterminants  des  systèmes  dont  il  s'agit 
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les  équations  suivantes  : 

M»=-  D„a„. 

;„^ar'.         B„=ri)r',         R„^m;;', 

(43)  {  r«-b„î:», 

ù   Xi^n-\)  c    — nt.«-i)  T«    — \fiv/i-n 

\  T„::i:C„9«; 


(46) 


0\r=rS«(a^,l(3j,,,),  I>„=S"(«ji.t^Ht.l)»  M„=:.-:S'*(''V.l'>,l)' 

o  ~S«(apt,,î3v,,),         o    —  S«(apL.,^>v,i),  o    —  S'*(mp,,irv,,), 

^^         o  =.:S«(a,,,j,;3,,v),         o    —  S»(a,,jj,^,v),  o    =S«(m,,j,/-i,v), 

^'       ^  Cn=:S«(?;,,,y(,,t),         C„=--S"(Vi^l^.t)»  T„n^S»(r^,,^j,,i), 

o   =rS«(|îl,;*yi.v),  o      ==S«(^.^C,,v),  o      =:S«(/-|,|X^l,v); 

2[S«(av,i«(ji,i) -'w,x,v], 
2[S«(P,,,i^,,)::=r^,v]. 


(48) 


Lorsque  dans  ces  deux  équations  on  suppose  successivement 

/i  =  a        et        /i  — -  3,  ^ 

on  obtient  diverses  formules  qui  ont  été  données  par  M.  Gauss  et  appli- 
quées par  ce  géomètre  à  la  théorie  des  formes  binaires  et  ternaires  du 
deuxième  degré. 

I^s  systèmes  d*équations  (4B)  sont  les  mêmes  que  les  systèmes  (33), 
(4o),  (40'  (42),  (43)  et  (44)-  I^-^s  cinq  derniers  sont  adjoints  du  pre- 
mier, du  deuxième  et  du  troisième  ordre  au  système  (33).  Pour  les 
obtenir  tous  les  cinq  il  suffit  de  dégager  successivement  des  équa- 
tions (33)  : 
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i"  Les  deux  systèmes  de  quantités  (a,  „)  et  («i,»); 

2^  Les  deux  systèmes  adjoints  aux  précédents,  savoir  (Pi,„)  et  (A|,«); 

3°  Le  système  de  quantités  (/•,„)  adjoint  au  système  (/W|.«). 

Si  l'on  voulait  des  équations  (44)  dégager  l'un  des  systèmes  (/3|.«), 
(&,„),  en  ayant  égard  aux  relations  établies  par  les  équations  (4t>)»  on 
retrouverait  les  équations  (42)  et  (43).  Ainsi,  d'un  système  d'équa- 
tions symétriques  de  l'ordre  /i,  on  peut  toujours  déduire  cinq  autres 
systèmes  semblables,  savoir  :  deux  systèmes  adjoints  du  premier.ordre, 
deux  systèmes  adjoints  du  deuxième  ordre,  un  seul  système  adjoint  du 
troisième  ordre;  mais  on  n'en  saurait  déduire  un  plus  grand  nombre. 

§  YIIL  Je  reviens  maintenant  aux  équations  (3i)  qui  se  trouvent 
représentées  par  le  symbole  (33).  Lorsqu'on  les  ajoute  entre  elles,  on 
a  l'équation  suivante  : 

(«1,1  -H  «1,1  -+-•..-+- «/m)  («1,1  -H  «1,1  -+-...-H«/i,t) 
+  («M  -»-at,t  -*-••• -H  «*i,s)  («i,i-+-^t,i  -H. ..  -l-ff«,î) 
(I9)        <'        -^ 

-H  (ai.«-+-«t,n^---  •-+-  ««,«)  (^l,/|-»-«l,«^--  •  --^On^n) 

—  mj,,  4-  m,,,  -h ...  4^  /w„,,  4-  wi|,i  -H ...  4-  m„,,  4-  ...  4-  //i„,„. 

On  peut  mettre  celte  équation  sous  la  forme  suivante  : 

S''(a,,,,)S«(«pi.i)-i-S"(«pL,,)S«(aj,,,)4-...-hS"(«|i,ii)S«(ap,,„) 
=  S«(/'»iij  )  4-  S'*(/w,.,,)  4- ...  4-  S"  (/n^,„), 

le  signç  S  étant  relatif  aux  indices  (x  qui  occupent  la  première  place 
dans  les  termes  des  svstèmes 

(«l,fi),       («1,«).       ('Wl,/j)- 

On  peut  encore  mettre  la  même  équation  sous  la  forme 

le  premier  signe  S  dans  chaque  membre  étant  relatif  à  l'indice  v  et  les 
autres  à  l'indice  u. 

Si  au  lieu  d'ajouter  entre  elles  les  équations  (33)  on  ajoute  les  équa- 


QUI  NE  PEUVENT  OBTENIR  QUE  DEUX   VALEURS,   ETC.     153 

tiens  (/i4)«  ^"  obtiendra  une  équation  semblable  à  Téquation  (5o),(\t 
qui  pourra  être  mise  sous  la  forme 

(5i)  S«[S«([3,,,v)S"(Vv)]  =  S«S«(/V,v), 

pourvu  que  les  opérations  indiquées  par  le  signe  S  dans 

S"(Pp,,v),    S"(6p,,v),    S"(/v,v) 

soient  relatives  aux  indices  p.  qui  occupent  la  première  place  el  que 
les  deux  autres  signes  S  employés  dans  l'équation  (5i)  soient  relatifs 
aux  indices  v  qui  occupent  la  seconde  place. 

On  obtiendrait  de  la  même  manière,  par  Taddition  des  équations  ( {^O* 
(4i),  (42),  (43),  les  valeurs  de 

S"S«(«v,|t),    S»S«(«,i,v),    S«S«(^,,i).    S«S"(î3^,v). 

TROISIÈME  SECTION. 

Des  systèmes  de  quantités  dérivées  et  de  leurs  déterminants, 

« 

§  IX.  Soit  («!,„)  un  système  quelconque  de  Tordre  n.  Les  indices 
qui  affectent  les  différents  termes  de  ce  système  étant  respectivement 
égaux  aux  nombres  i,  2,  3,  ...,  /i;  supposons  qu'on  les  assemble />  \i  p 
de  toutes  les  manières  possibles;  le  nombre  des  combinaisons  que  Ton 
pourra  former  par  ce  moyen  sera  égal  à  la  fraction 

/?(n  —  1). .  .(/t  — />  4- 1) 

\     »    À    »   a    m     m     •     •     <     /X 

que  je  désignerai  par  P. 

Supposons  maintenant  que,  après  avoir  écrit  ces  combinaisons  à  la 
suite  les  unes  des  autres  en  convmençant  par  celles  où  le  produit  des 
indices  est  le  plus  petit  possible  et  finissant  par  celles  où  le  produit 
des  indices  est  le  plus  grand  possible,  on  leur  fasse  correspondre  l(»s 

numéros  (i),  (2),  (3) (P  ~  i),  (P).  I^e  numéro  (i)  correspondra 

à  la  combinaison 

l»^«0«  •  •  *  •  If 

OFMf^reê  de  C.  —  S.  U,  l.  I.  '».o 
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ot  le  numéro  (P)  à  la  combinaison 

n  —  p  "h  i  .n  —  />-f-2 /i  —  i./i, 

dans  laquelle  le  produit  des  indices  est  évidemment  plus  grand  que 
dans  tous  les  autres. 

Soient  maintenant  (fx)  et  (v)  deux  des  numéros  affectés  aux  com- 
binaisons dont  il  s'agit.  Si  dans  le  système  donné  («i.»)  on  supprime 
tous  les  termes  à* l'exception  de  ceux  qui  ont  leur  premier  indice 
compris  dans  la  combinaison  (fx)et  leur  second  indice  compris  dans 
la  combinaison  (v),  les  termes  restants  formeront  un  système  de  quan- 
tités symétriques  de  Tordre  p.  Ainsi,  par  exemple,  si  pi  =  v  =  i,  les 
combinaisons  ([x)  et  (v)  se  réduiront  à  une  seule  combinaison  formée 
des  indices 

et,  dans  ce  cas,  les  termes  conservés  du  système  (^,,„)  formeront  le 
système  («i.;,)  tic  l'ordre  p,  savoir 


(•>3) 


• 


•  t 


V    "/»,!»        ^/»,1»         •  •  •  >        ^ 


P*P9 


dont  le  déterminant  sera  D^. 

Si  Ton  n'a  pas  [ji  :^  i,  v  =  i;  alors,  au  lieu  du  système  (32),  on  aura 
un  autre  système  de  l'ordre  (p)  dans  lequel  les  indices  des  suites 
horizontales  seront  égaux  à  ceux  que  renferme  la  combinaison  (tx)  et 
les  indices  des  suites  verticales  égaux  à  ceux  que  renferme  la  combi- 
naison (v).  Je  désignerai  le  déterminant  de  ce  dernier  système  paraj/'J. 
Sa  valeur  absolue  dépend  uniquement  des  indices  compris  dans  les 
combinaisons  ((x)  et  (v);  mais  son  signe  reste  arbitraire,  à  moins  que 
l'on  n'introduise  de  nouvelles  conditions  dans  le  calcul. 

Si  dans  a^l  on  donne  successivement  à  (x  et  a  v  toutes  les  valeurs 
possibles  depuis  i  jusqu'à  P,  on  aura  en  tout  un  nombre  de  détermi- 
nants égal  à  P^.  Ces  déterminants,  rangés  en  carré  de  la  manière 
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suivante 

^1,1  f       «I.S>        •  •  •>       '«I.P» 

(a3)  i 

Ê         «•■y  ■••■  ■•••  9     m     9    m 

formeront  un  système  symétrique  de  l'ordre  P  dont  le  premier  terme  a',^J 
sera  égal  à  D^et  dont  les  autres  termes  pourront  être  déduits  du  pre- 
mier à  l'aide  de  substitutions  opérées  entre  les  indices  qui  affectent 
les  termes  du  système  (fli.n).  Pour  suivre  la  notation  précédemment 
adoptée,  je  désignerai  le  système  (53)  par 

Si  l'on  donne  successivement  h  p  toutes  les  valeurs 

I,     2,     3,      ...,     n  —  3,     n  —  a,     n — i, 

P  prendra  les  valeurs  suivantes  : 

n(n  —  I)       n{n  —  i)(/i  —  2)  n{n  —  1)  (  n  —  2)       n(n  —  i) 

1.2  1.2.0  1.2.3  ,1.2 

et  l'on  obtiendra  par  suite  un  nombre  égal  k  n  —  i  de  systèmes  symé- 
triques différents  les  uns  des  autres  dont  le  premier  sera  le  système 
donné  (^/j.„).  Ces  différents  systèmes  seront  désignés  respectivement 
par 

\      '        ï       /  \    *•  1.Î.3  / 

\    '•  i.î.a         /        \    *•      l.ï     / 

je  les  appellerai  systèmes  dérwës  de  («i.»).  Parmi  ces  systèmes,  ceux 
qui  correspondent  à  des  valeurs  de  p  dont  la  somme  est  égale  à  n  sont 
toujours  de  même  ordre;  je  les  appellerai  systèmes  dérwès  complémen- 
taires. Ainsi,  en  général, 

(<p)        et        (aft-'") 
sont  deux  systèmes  dérivés  complémentaires  l'un  de  l'autre  dont  l'ordre 
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osl  égal  il 


.,  _  «  (  /l  —  I  ) .  .  .  (  /l  —  />  H-  I  ) 


S 

s 


Los  différents  tormos  du  système  (53)  représentant  autant  de  déter- 
minants de  Tordre  p,  on  peut  supposer  à  volonté  chacun  de  ces  termes 
positif  ou  négatif.  De  plus,  les  numéros  correspondant  aux  diverses 
combinaisons  des  indices  i ,  2,  3,  . . .,  n  ne  sont  pas  entièrement  déter- 
minés par  cette  seule  condition  que  Ton  donne  de  moindres  numéros 
aux  combinaisons  dans  lesquelles  les  produits  des  indices  sont  plus 
petits.  Quoi  qu*il  en  soit,  on  pourra,  sans  détruire  les  propositions 
que  nous  allons  démontrer,  régler  à  volonté  ce  qu'il  y  a  d'arbitraire 
dans  la  détermination  des  signes  et  des  numéros  dont  il  s'agit,  pourvu 
qu'après  avoir  fixé  d'une  certaine  manière  les  signes  et  les  numéros 
relatifs  aux  termes  du  système  dérivé  («,.^p),  on  fixe  de  la  manière 
suivante  les  signes  et  les  numéros  relatifs  aux  termes  du  système 
dérivé  complémentaire  («l'V''')  • 

i"  Soit  (|jl)  le  numéro  correspondant  à  l'une  des  combinaisons 
formées  avec  un  nombre  égal  hp  d'indices  pris  dans  la  suite 

I,  Ji  m  <3,  m      m      m    f  fl    , 

on  désignera  par  (P  —  jx-h  i)  le  numéro  qui  correspond  k  la  combi- 
naison formée  avec  ceux  des  indices  i ,  2,  3,  . . .,  /i  qui  sont  exclus  de  la 
«'ombinaison  ul  en  nombre  égal  à  (n  —  p)>  Par  suite,  si  l'on  compare 
entre  eux  les  deux  termes 

dont  l'un  est  pris  dans  le  système  {(i[^p)  et  l'autre  dans  le  système 
complémentaire  {ci["p''  )  et  que  l'on  examine  les  indices. qui,  dans  ces 
deux  déterminants,  affectent  les  termes  du  système  («,,n)»  on  trouvera 
que  les  indices  compris  dans  le  déterminant  rijjf^i  sont  exclus  du  déter- 
minant «p'jfl^i.p  Tt-^i  et  réciproquement.  Je  désignerai  les  deux  quantités 
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sous  le  nom  de  termes  complémentaires  des  deux  systèmes 

I^  premier  terme  du  système  (53)  étant 

le  terme  complémentaire  pris  dans  le  système  (^l'V"'' )  sera 

2**  I^e  produit  des  deux  termes  précédents  ou 

est,  abstraction  faite  du  signe,  évidemment  égal  à  la  somme  de  plu- 
sieurs produits  symétriques  affectés  des  mêmes  signes  que  dans  le 
déterminant  D„,  c'est-k-dire  à  une  portion  de  ce  déterminant.  En 
général,  il  est  facile  de  voir  que  le  produit  de  deux  termes  complé- 
mentaires pris  à  volonté  est  toujours,  au  signe  près,  une  portion  de 
ce  même  déterminant.  Cela  posé,  étant  donné  le  signe  de  l'un  de  ces 
deux  termes,  on  déterminera  celui  de  Tautre  par  la  condition  que  leur 
produit  soit  affecté  du  même  signe  que  la  portion  correspondante  du 
déterminant  D„. 

Si  l'on  suppose  ^  =  i,  on  aura  P  =  /i  et  la  quantité  a^^J^  deviendra 
généralement  égale  à 


^'|X,«- 


Dans  le  même  cas,  la  quantité  complémentaire  flp'^ij^i.p  «.^i  deviendra 
égale  à 

§  X.  On  a  fait  voir  dans  le  paragraphe  III  que  la  fonction  symétrique 
alternée 

était  équivalente  à  celle-ci 

S[±S(ih  «,,,«,,,. .  .«„_,,„_,)«„,„]. 


158  MÉMOIRE  SUR   LES  FONCTIONS 

On  fera  voir  de  même  qu'elle  est  encore  équivalente  a 

S[ibS(±«t,,<ï,,j. .  ^ap^p)  S(d!=eTp^.,,^^, . .  .««_i, «-!«„,„)], 

les  opérations  indiquées  par  le  signe  S  pouvant  être  considérées  comme 
relatives  soit  aux  premiers,  soit  aux  seconds  indices.  On  a  d*ailleurs 
par  ce  qui  précède 

S(zbei,,,rt,,,...«p,p)  =:±alf;'. 

Enfin  les  signes  des  quantités  de  la  forme  a^^^J,  «p^p''^  doivent  être  tels 
que  les  produits  semblables  à  a\^^^a^^^'  soient,  dans  le  déterminant  D„, 
affectés  du  signe  -h.  Cela  posé,  il  résulte  de  Téquation 

que  D„  est  la  somme  de  plusieurs  produits  de  la  forme 

"1,1  «P.H     • 

Selon  que  pour  obtenir  ces  différents  produits  on  échangera  entre  eux 
les  premiers  ou  les  seconds  indices  du  système  («1,»)%  on  trouvera  ou 
l'équation 

ou  celle-ci 

On  aura  de  même,  en  général,  les  deux  équations    • 

I)„  =  a'ii  «i."_-,C-,.P  ■+■  alCX  ai!'.rj:U.P    +...-hàj;.P  «J."--/;,.. . 

Ces  deux  équations  sont  comprises  dans  la  suivante  : 

(  54  )     ,  D„  =  S''(a\l%  «i."-^,.p_,+,  ) 

qui  a  lieu  également,  soit  que  l'on  considère  le  signe  S  comme  relatif 
à  l'indice  fx,  soit  qu'on  le  considère  comme  relatif  à  l'indice  ir. 
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Si  dans  Téquation  (54)  on  suppose /?=  i,  elle  deviendra 

Suivant  que  Ton  suppose  dans  cette  dernière  le  signe  S  relatif  à  Tin- 
dice  ::  ou  à  l'indice  [x,  on  obtient  Tune  ou  l'autre  des  deux  équations 

qui  ont  déjà  été  trouvées  dans  le  paragraphe  III. 

D„  étant  une  fonction  symétrique  alternée  des  indices  du  système  (a,, „) 
doit  se  réduire  à  zéro  lorsqu'on  y  remplace  un  de  ces  indices  par  un 
autre.  Si  Ton  opère  de  semblables  remplacements  à  l'égard  des  indices 
qui  occupent  la  première  place  dans  le  système  («<,«)  et  qui  entrent 
dans  la  combinaison  (ja),  cette  même  combinaison  se  trouvera  trans- 
formée en  une  autre  que  je  désignerai  par  (v)  et  a^^i  sera  changé 
en  a^^.  D'ailleurs,  en  supposant  le  signe  S  relatif  à  ir,  on  a 

(54)  D„:=S'*(a;/;Ul.'^-A.P  ^^.); 

on  aura  donc  par  suite 

(55)  o^S^flv'.'i^i/'-Ai.P-Tt^,). 

On  aurait  de  même,  en  supposant  le  signe  S  relatif  à  l'indice  |jl  et  en 
désignant  par  (t)  une  nouvelle  combinaison  différente  de  (ir), 

(56)  o  =  SP(ai/;ial>'!7t/!;,.p_«^i). 

Si  dans  les  équations  (55)  et  (56)  on  suppose  ^  =  i,  on  retrouvera 
les  équations 

o=S«(av,i^ji,t), 
ozrS«(a,,r^,^)  =  S'*(a,,v^,,HL) 

que  nous  avons  déjà  obtenues  dans  le  paragraphe  III. 

Si  dans  les  équations  (54)  et  (56)  on  suppose  le  signe  S  relatif  à 
l'indice  (x  et  que  l'on  donne  successivement  à  ir  et  à  t  toutes  les 
valeurs  entières  depuis  i  jusqu'à  P,  on  obtiendra  le  système  d'équa- 
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lions  suivant  dont  l'orxlrc  est  égal  à  P  : 

/  D„ 3=  aif.'ai/jp-'" -t- «if;'«i."_ifp + . : .  +  «K>irp'", 

• ••• • • f 

o    =  «lï  ai^p  "'  -h  aiÇ  ai^i-ifii  +...-+-  a|/ri  a\'!f"\ 

• » 


o    :=alf^ai.»p-''i  -+-... -H  «K"!-"!"!-".'. 

•   •••• • • • » 

Ce  système  d'équations  peut  être  représenté  par  le  symbole 
pourvu  que  Ton  suppose  généralement 

lorsque  i:  et  t  sont  inégaux  et 

dans  le  cas  contraire. 

Cela  posé,  désignons  généralement  par 

m 

le  déterminant  du  système  (a\^p); 

sera  le  déterminant  du  système  complémentaire  (aJ'V^^).  D'ailleurs 
dans  les  équations  (57)  le  déterminant  du  système  dégagé  doit  être 
égal  au  produit  des  déterminants  des  deux  systèmes  engagés  et  comme 
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le  système  dégagé  a  pour  déterminant 

on  aura 

(58)  D^„=WW-''' 

Lorsqu'on  suppose  /?  =  i ,  les  équations  (67)  se  confondent  avec  les 
équations  (10)  obtenues  dans  le  paragraphe  III,  et  l'équation  (58)  se 
change  en  la  suivante  : 

d;;=:D„b„ 

qui  était  déjà  connue. 

Si  n  est  un  nombre  pair  et  que  Ton  suppose  p  =  -y  on  aura 


P  étant  égal  à 

/ï(/i  — 1)..  j  ^  -hij 


2         ^ 


L'équation  (58)  deviendra  donc  alors 


ou 


(59)  D^'^=in. 

(-) 
Elle  fera  ainsi  connaître  la  valeur  du  déterminant  D^* 


QUATRIÈME  SECTION. 
IJes  systèmes  d'équations  dérivées  et  de  leurs  déterminants. 

§  XI.  Les  trois  systèmes  de  quantités  («!,„),  («i»),  (m^n)  étan 
supposés  liés  entre  eux  par  les  équations 

(33)  2[S»(av,,  a^^t)  —  m^^^], 

QEwres  de  C.  —  S.  II,  t.  I.  21 
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los  systèmes  de  même  ordre  dérivés  des  trois  premiers,  par  exemple 

(airp),     {a\%),     (mlfli), 

seront  liés  entre  eux  par  des  équations  semblables,  ainsi  qu'on  va  le 
faire  voir. 

Soient  i:,  p,  ...,  t  plusieurs  indices  pris  à  volonté  parmi  ceux  qui 
occupent  la  première  place  dans  le  système  («!,«).  Soit/?  le  nombre 
de  ces  mêmes  indices,  et  désignons  par 

la  combinaison  qui  les  renferme  tous.  Soient  de  mêmcir',  p',  ...^l'des 
indices  en  nombre  égal  à/^pris  parmi  ceux  qui  occupent  la  première 
place  dans  le  système  (a,,„),  et  désignons  par 

(V) 

la  combinaison  qui  renferme  ces  derniers.  On  aura  en  général 

(60)  mlC^  =  ±  S(=t  /ii«,,t' mp,p.. .  .m^^^). 

Si  Ton  développe  le  second  membre  de  l'équation  précédente,  après 
y  avoir  substitué  pour 

leurs  valeurs  données  par  les  équations 


(61) 


on  trouvera  que  le  développement  ainsi  formé  renferme  avec  le  produit 

I®  tous  les  produits  que  Ton  peut  déduire  de  celui-ci  par  des  trans- 
positions opérées  entre  les  indices 
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qui  occupent  la  première  place  dans  a  et  par  des  transpositions  opérées 
entre  les  indices 

71   ,  p   y  •    •    •  >  * 

qui  occupent  la  première  place  dans  a;  i^  tous  les  produits  que  l'on 
peut  en  déduire  par  des  transpositions  opérées  entre  les  indices 

ly  3y  Vf  «««y  P I  •    •    •  y  /»    ~~~    I  I  II 

qui  occupent  la  seconde  place  dans  les  deux  systèmes  (a,,«)  et  (a,,„). 
Cela  posé,  le  développement  de 

devant  être  une  fonction  symétrique  alternée  relativement  aux  indices 
u,  p,  . . .,  T  qui  occupent  la  première  place  dans  a,  et  relativement  aux 
indices  i:',  p',  ...,':'  qui  occupent  la  première  place  dans  a,  ne  pourra 
renfermer  le  produit 

«lïM  «pM  •  •  •  «T\/l  «ic,i  «p,i  •  •  •  ^T,/» 

sans  renfermer  en  même  temps  le  produit 

qui  d'après  les  conventions  établies  doit  être  désigné  par 
puisque  les  trois  combinaisons 

correspondent  aux  trois  numéros 

(V),  (fi),  (I). 

Le  même  développement,  devant  être  une  fonction  symétrique  perma- 
nente relativement  aux  indices  toujours  égaux  qui  affectent  en  seconde 
ligne  a  et  a  dans  chacune  des  équations  ((Ji),  ne  pourra  renfermer  le 
produit 

«i^i«i/;i  =  =t  S(i:  a^-,,  dp'^^. .  .aT',p)  S(±  a^t,,  «p,,. .  .ar,/0 
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sans  renfermer  la  somme  de  tous  ceux  que  Ton  peut  déduire  du  pré- 
cédent par  des  transpositions  opérées  entre  les  seconds  indices  des 
deux  systèmes  («i.„)  et  j(a,  „);  et  comme  pour  opérer  ces  diverses 
transpositions  il  suffit  de  remplacer  successivement  la  combinaison  (i) 
par  les  suivantes  (2),  (3),  ...,  (P)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  pro- 
duit aifi^ajifj  par  les  produits 

le  développement  clierclié  sera  nécessairement  de  la  forme 

et  par  suite  on  aura 

le  signe  S  étant  relatif  à  Tindice  i  et  c  désignant  une  constante  arbi- 
traire que  Ton  déterminera  de  la  manière  suivante.  Si  Ton  développe 
le  produit 

on  trouvera  pour  premier  terme  le  produit  suivant  : 

D'ailleurs  l'inspection  des  équations  (61)  suffît  pour  faire  voir  que 
ce  dernier  produit  doit  être  compris  une  seule  fois  dans  le  dévelop- 
pement de 

On  a  donc  nécessairement  c  =  ±:i.  Le  choix  que  Ton  doit  faire  ici 
entre  les  deux  signes  -4-  et  —  dépend  de  la  manière  dont  on  aura 
déterminé  les  signes  respectifs  des  trois  quantités 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  signes  des  trois  suivantes  : 

«ji^v  =  —  s  (  a7j,,c'  ap, p' . . .  «T^r  ) » 
«{ifi  ~  it  S (±  a^,,  fltp^, . . .  aT,p ), 
«v^i  ~±:  S(±  «KMapM. .  .aT',p). 


I 
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11  est  facile  de  voir  que  l'on  aura  c  =  i  si  Ton  suppose  que  le  signe 
(lu  produit 

dans  a{ij^^  soit  égal  au  produit  du  signe  de 

Ofir,i  *p,f  •  '^x,p 

dans  oi'^l  par  le  signe  de 

dans  olI,^^.  Si  Ton  admet  cette  hypothèse,  l'équation  rapportée  plus 
haut  deviendra 

(62)  /«|jCi=S^a^Jaj/;î). 


s 

s 


Si  dans  cette  équation  on  donne  successivement  à  pi  et  à  v  toutes  les 
valeurs  entières  depuis  i  jusqu'à  P,  on  aura  un  système  d'équations 
symétriques  de  l'ordre  P,  que  l'on  pourra  représenter  par  le  symbole 

(63)  2[S'*(ai^Vai/:i)  =  mj/:i]. 

P  étant  toujours  égal  à 

n{n  —  \), ,  ,(n  —  />  -+-  i ) 

■  ■         ■  -  —     ■  —  ■  ■  .1  .-i  ■ — -^ ~  • 

Pour  déduire  des  équations  (33)  les  équations  (63),  il  suffit  évidem- 
ment de  remplacer  les  trois  systèmes  de  quantités 

(«!,«)>       («!,«),       ("h.n) 

par  les  systèmes  dérivés  de  même  ordre 

(aifi),     (aifil),     (m\^). 

Je  dirai  pour  cette  raison  que  le  second  système  d'équations  est  dérivé 
du  premier. 

Si  dans  le  symbole  précédent  on  suppose  /?  =  i,  on  retrouvera  les 
équations  (33).  Si  dans  le  même  symbole  on  change 

fx  en  P— fjLH-i,    V  en  P— v-i-i,     i  en  P 
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et  que  l'on  fasse  ensuite p  =  n  —  i^  on  aura 


et  par  suite  le  symbole  (63)  se  changera  dans  le  suivant  : 

auquel  on  était  déjà  parvenu  directement. 

Si  dans  les  équations  (63)  on  change  p  en  n  —  p,  on  aura 

(64)  2[S^a;V'"<r''0  =  mi,V^]. 

Désignons  par 

sr,  W\  W 

les  déterminants  des  trois  svstèmes 

(«;cii),    («ifp).    (ni'ifi); 
on  aura,  en  vertu  des  équations  (63), 

(65)  W  -W^o^'\ 

On  aura  de  même 

Si  l'on  multiplie  ces  deux  équations  l'une  par  l'autre,  on  aura  en  vertu 

de  l'équation  (58) 

j^jP_  j)P3P 

et  par  suite 

M„=  D„o„. 

On  obtient  aussi  ce  dernier  résultat  en  supposant,  dans  l'équation  (65), 
p  =  i. 

Si  l'on  ajoute  entre  elles  les  équations  (63),  on  aura  la  suivante  : 

(66)  s'*[S'^(a;/:i)S'^(«i/;i)]r3S'*s'*(/ii;/;i), 

le  premier  signe  S,  c'est-à-dire  le  signe  extérieur,  étant  relatif  à  Tin- 
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dice  V  et  les  autres,  c'est-k-dire  les  signes  intérieurs,  étant  relatifs  à 
rindice  [a. 

§  XII.  En  réunissant  ce  que  la  théorie  précédente  offre  de  plus 
remarquable  relativement  aux  systèmes  d'équations  dérivées,  on  for- 
mera le  Tableau  suivant  : 

Soient  toujours  («i,»),  («i,«)>  (^i,»)  trois  systèmes  de  quantités  liés 
entre  eux  par  les  équations  symétriques 

(33)  2[S«(av,i«^,,)  =  mp,,v]. 

Faisons  à  l'ordinaire 

p n(n  —  i).  .    (n  —  p  -h}) 

et  désignons  par 

(«ifp),  (a'.;'p'"),  «p).  i^f"'),  (««lî'p),  (mirp"') 

les  systèmes  de  l'ordre  P,  dérivés  des  trois  systèmes  donnés,  et  qui 
deux  h  deux  sont  complémentaires  l'un  de  l'autre.  Enfin,  soient  res- 
pectivement 

ôi."',  ap»-/",  Dj.'",  Dp"-'",  Mr,  Mp"-'" 

les  déterminants  de  ces  différents  systèmes;  on  aura  les  équations 
suivantes  : 


(67) 


(68) 


(  Mj/"  =  W  dj'\        Mi."-"'  =  Di.''-"'  ôp"-"', 

(  ôl  =  Sy^d'p"-"\        VI  =  W D'p""'",        M5  -  Mj/"  Mf-"' ; 

!  d„=S»'(«i/:J,«|.»J]C|.,,p_,H.,),         D„  =  S''(«[f;,ai."_-^,.P_,^,), 

M„  =  S»"  (  wi/;;^  mi;!r^,,p_„+,  )  ; 

o  =  S''(a{/3,ai.'L7i,.P-,^.,).        o  =  S''(«i;CJrafc(ï,,p_„^,), 

o  -  S''(  «{/lit  tmI^-vCp-^^,  )  ; 

o  =  S^  a|/;î  «i.".'i£i.,.p_^^,  ),        o  =  S^  «i/:;  fli.'L-^,,p_,^,  ), 
1  o  =  S''(m[/;;/np'i.-^'V_^^,); 

(69)-  ItS^ai^i'aj/;!)  =  /«(/;!,],        2[S''(a{,V'"a|,';r'")=rm^;.7'"]; 

(  S'"[SP(a|/;»)S''(a|/:')]        z=S^S^(m'fp,), 
\  S'CSPCal/lv-"')  S''(ai/;v-''>)]  =  S'S^ml^v''  ). 


(70) 
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Si  Ton  suppose  n  pair  et /?  ~  -j  alors  on  aura 


n{n  —  i). .  •(  — i- 1  ) 


et,  par  suite,  les  équations  (67)  donneront  pour 


dr,  w\  m;/'^ 


les  valeurs  suivantes  : 


(71)  èl^^=dl,        d1.«^=Dî,        Mi«^=.MÎi. 

On  vient  de  voir  combien  de  transformations  analytiques  diffé- 
rentes peuvent  se  déduire  de  la  considération  des  systèmes  d'équa- 
tions symétriques.  On  doit  surtout  remarquer  le  théorème  renfermé 
dans  l'équation 

(»n  vertu  duquel  le  produit  de  deux  déterminants  est  encore  un  déter- 
minant et  dont  les  recherches  faites  par  M.  Gauss  sur  les  polynômes 
du  deuxième  degré  à  deux  et  à  trois  variables  ofl*rent  de  nombreuses 
applications.  J'avais  rencontré  l'été  dernier,  ii  Cherbourg,  où  j'étais 
fixé  par  les  travaux  de  mon  état,  ce  théorème  et  quelques  autres  du 
même  genre,  en  cherchant  à  généraliser  les  formules  de  M.  Gauss. 
M.  Binet,  dont  je  me  félicite  d'être  l'ami,  avait  été  conduit  aux  mêmes 
résultats  par  des  recherches  différentes.  De  retour  à  Paris,  j'étais 
occupé  de  poursuivre  mon  travail,  lorsque  j'allai  le  voir.  Il  me  montra 
son  théorème  qui  était  semblable  au  mien.  Seulement  il  désignait  sous 
le  nom  de  résultante  ce  que  j'avais  appelé  déterminant.  Il  me  dit  en 
outre  qu'il  avait  généralisé  le  théorème  dont  il  s'agit  en  substituant  au 
produit  de  deux  résultantes  des  sommes  de  produits  de  même  espèce. 
J'avais  dès  lors  déjà  démontré  le  théorème  suivant  : 

D'un  système  quelconque  d'équations  s}'métriques  on  peut  déduire  cinq 
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autres  systèmes  du  même  ordre;  mais  on  n'en  saurait  déduire  un  plus 
grand  nombre. 

J'ai  démontré  depuis,  h  l'aide  des  méthodes  préeédenles,  eet  autre 
théorème  : 

D'un  système  quelconque  d'équations  symétriques  de  l'ordre  n  on  peut 
toujours  déduire  deux  systèmes  d* équations  symétriques  de  l'ordre 

n(n  —  i  ) 
, 

2 

deux  systèmes  d'équations  symétriques  de  l'ordre 

n{n  -    i)  (n  —  si ) 


I  .'Ji.'.i 


f 


En  ajoutant  entre  eHes  h»s  équations  syméCriques  comprises  dans 
un  même  système,  on  obtient,  comme  on  Ta  vu,  les  formules  (5o), 
(.5i)  et  (70)  qui  me  paraissent  devoir  être  semblables  a  celles  dont 
M.  Binet  m'a  parlé. 


OEtures  de  C.  —  S.  II,  t.  I. 


>.  î 


MÉMOIRE 


SUR   LA 


DÉTERMINATION  DU  NOMBRE  DES  RACINES  RÉELLES 


DANS  LES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES  ('). 


Journal  de  l'École  Poljrtecliinque,  XVII'  Cahier,  Tome  X,  p.  457;  i8iî. 


PREMIKRE  SECTION. 

EXPOSITION    UKNKHALK    DE   LA    TIIKOHIE. 

• 

§  I.  Los  géomètres  se  sont  beaucoup  occupés  de. la  question  qui 
fait  l'objet  de  ce  Mémoire  et  qui  peut  être  envisagée  sous  deux  points 
de  vue  différents,  selon  qu'il  s'agit  des  équations  littérales  ou  que 
l'on  considère  une  équation  dont  tous  les  coefficients  sont  donnés  en 
nombres.  Dans  le  second  cas,  on  résout  complètement  le  problème  en 
formant  par  les  règles  connues  une  équation  auxiliaire  dont  les  racines 
sont  les  carrés  des  différences  entre  celles  de  la  proposée;  ce  qui 
fournit  le  moyen  d'assigner  une  quantité  moindre  que  la  plus  petite 
de  ces  différences  et,  par  suite,  de  fixer  avec  le  nombre  des  racines 
réelles  des  limites  entre  lesquelles  chacune  des  racines  est  comprise. 
Mais,  relativement  aux  équations  littérales,  la  question  consiste  à 
trouver  des  fonctions  rationnelles  de  leurs  coefficients  dont  les  signes 
déterminent  dans  chaque  cas  particulier  le  nombre  et  l'espèce  de 
leurs  racines  réelles.  Or  ce  n'était,  jusqu'à  présent,  que  pour  un  petit 
nombre  d'équations  d'une  forme  déterminée  que  l'on  avait  réussi  a 

(  ^)  Extrait  de  plusieurs  Mémoires  lus  à  Tlnslilul  dans  le  courant  de  Tannée  181 3. 
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former  de  semblables  fonctions.  Ce  qu'il  y  avait  de  plus  général  sur 
cette  matière  avait  été  donné  par  de  Gua  dans  les  Mémoires  de  l* Aca- 
démie des  Sciences,  année  174^-  Mais,  quoiqu'il  eût  établi  la  plupart 
des  principes  qui  devaient  conduire  à  la  solution  du  problème,  il 
paraissait  désespérer  que  l'on  put  jamais  y  par\enir,  et  les  géomètres 
désiraient  encore  une  méthode  générale  applicable  aux  équations  litté- 
rales de  tous  les  degrés.  M.  Poisson  ayant  bien  voulu  m'indiquer  ce 
sujet  de  recherches,  je  me  suis  proposé  de  compléter,  s'il  était  pos- 
sible, cette  partie  de  l'Algèbre  et,  après  diverses  tentatives,  je  suis 
enfin  parvenu  à  la  méthode  qui  fait  l'objet  du  présent  Mémoire.  Afin 
de  rendre  cette  méthode  plus  sensible,  je  commencerai  par  l'exposer 
d'une  manière  géométrique  et,  pour  plus  de  simplicité,  je  supposerai 
d'abord  que  ni  l'équation  proposée  ni  aucune  des  équations  auxiliaires 
qu'on  sera  obligé  de  considérer  n'ont  de  racines  égales  entre  elles  ou 
égales  à  zéro. 

Si  l'on  désigne  par  x  la  variable  de  l'équation  donnée  et  par  X  son 
premier  membre,  X  étant  un  polynôme  en  x  du  degré  /t,  ce  polynôme 
pourra  être  considéré  comme  représentant  l'ordonnée  d'une  courbe 
parabolique  dont  les  points  d'intersection  ave.c  l'axe  des  x  auront  pour 
abscisses  les  racines  réelles  de  l'équation  proposée.  La  parabole  dont 
il  s'agit  sera  une  courbe  continue  k  une  seule  branche  composée  en 
général  :  1°  de  plusieurs  portions  finies  terminées  par  leurs  deux  extré- 
mités  à  l'axe  des  abscisses;  3**  de  deux  portions  indéfinies  qui  toutes 
deux  s'élèveront  au-dessus  de  l'axe  des  x,  si  l'équation  proposée  eàt  de 
degré  pair,  et  dont  l'une  s'abaissera  au-dessous  du  côté  des  abscisses 
négatives  dans  le  cas  contraire.  Toutes  ces  portions  se  réduiraient  à 
une  seule  si  l'équation  donnée  n'avait  que  des  racines  imaginaires  et, 
dans  ce  cas,  la  courbe  s'étendrait  indéfiniment  au-dessus  de  l'axe  des 
abscisses.  Dans  tout  autre  cas,  le  nombre  des  portions  finies  de  la 
parabole,  augmenté  de  l'unité,  sera  toujours  égal  au  nombre  des  points 
d'intersection  de  la  courbe  avec  l'axe  des  x,  c'est-à-dire  au  nombre  des 
racines  réelles  de  la  proposée. 

Après  les  points  oii  la  parabole  coupe  l'axe  des  a:,  les  plus  remar- 
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quables  sont  ceux  où  la  tangente  devient  horizontale  et  qne  je  dési- 
jçnerai  sous  le  nom  i\v  sommeis.  Ces  mêmes  points  sont  aussi  ceux  où 
l'ordonnée  de  la  courbe  devient  un  maximum  ou'un  minimum.  J'appel- 
lerai sommets  de  première  espèce  ceux  où  la  courbe  tourne  sa  concavité 
vers  Taxe  des  abscisses  et  où  l'ordonnée,  abstraction  faite  du  signe, 
devient  un  maximum.  J'appellerai  sommets  de  seconde  espèce  ceux  où  la 
courbe  tourne  sa  convexité  vers  le  même  axe  et  où  l'ordonnée,  abstrac- 
tion faite  du  signe,  devient  un  minimum.  Si  l'on  parcourt  une  partie  de 
la  parabole  située  tout  entière  d'un  même  cùté  de  l'axe  des  abscisses, 
les  divers  sommets  que  l'on  rencontivra  seront  alternativement  de 
l'une  et  de  l'autre  espèce  et,  si  l'une  des  extrémités  est  un  point  d'in- 
tersection de  la  courbe  avec  l'axe,  le  sommet  le  plus  voisin  de  cette 
extrémité  sera  un  sommet  de  première  espèce.  Il  en  résulte  que,  dans 
chaque  portion  finie  de  courbe,  comprise  entre  deux  points  d'inter- 
s(»clion  consécutifs,  le  nombre  des  sommets  de  première  espèce  sur- 
passe toujours  d'une  unité  le  nombre  des  sommets  de  seconde  espèce. 
De  plus,  ces  deux  espèces  de  sommets  sont  toujours  en  même  nombre 
dans  chacune  des  deux  portions  indéfinies. 

Il  suit  de  cette  remarque  que  le  nombre  total  des  sommets  de  pre- 
mière espèce  surpasse  le  nombre  total  des  sommets  de  seconde  espèce 
d'autant  d'unités  qu'il  y  a  de  portions  finies  dans  la  courbe  que  l'on 
considère.  Par  suite,  la  différence  de  ces  deux  nombres,  augmentée 
de  l'unité,  sera  toujours  égale  au  nombre  des  points  d'intersection  de  la 
(îourbc  avec  l'axe.  En  général,  si  l*on  considère  une  partie  quelconque  de 
la  courbe,  comprise  entre  deux  points  fixes,  le  nombre  des  points  d'inter- 
section et  ceux  des  sommets  de  première  et  de  seconde  espèce  compris  dans 
cette  même  partie  auront  entre  eux  une  relation  qu'il  est  facile  de  déter- 
miner. Le  premier  de  ces  trois  nombres  sera  égal  à  la  différence  des  deux 
autres  si,  en  s* approchant  de  ses  deux  extrémités,  kl  partie  en  question 

s* approche  d'un  côté  et  s'éloigne  de  l'autre  de  l'axe  des  abscisses.  Il  sur- 

• 

passera  la  même  différence  d'une  unité,  si  vers  ses  deux  extrémités  la, 
même  partie  s  éloigne  de  l'axe  des  x.  Enfin  il  en  sera  surpassé  d'une 
unité  dans  le  cas  contraire. 
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Pour  faire  une  application  de  ce  théorème,  supposons  que  Ton  con- 
sidère la  moitié  de  la  parabole  située  à  droite  de  l'axe  des  ordonnées 
ou  du  côté  des  abscisses  positives.  Si,  en  s'approchant  de  l'axe  des 
ordonnées,  cette  moitié  de  parabole  s'approche  également  de  Taxe 
des  a;,  alors  du  côté  des  abscisses  positives  la  différence  entre  les 
nombres  de  sommets  de  première  et  de  seconde  espèce  sera  égale  au 
nombre  des  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  l'axe.  Si,  dans  le 
même  cas,  on  considère  Tautre  moitié  de  parabole  située  du  côté  des 
abscisses  négatives,  on  trouvera  qu'en  s'approchant  de  l'axe  des  ordon- 
nées cette  moitié  s'éloigne  de  Taxe  desa?  et,  par  conséquent,  du  côté 
des  abscisses  négatives  le  nombre  des  points  d'intersection  de  la  courbe 
avec  Taxe  surpassera  d'une  unité  la  différence  entre  les  nombres  de 
sommets  de  première  et  de  seconde  espèce.  Ort  obtiendrait  des  résultats 
inverses  si,  en  s'approchant  de  l'axe  des  ordonnées,  la  moitié  de  para- 
bole qui  correspond  aux  abscisses  positives  s'éloignait  de  l'axe  des  x. 
Par  suite  de  ce  qu'on  vient  de  dire,  si  l'on/orme  les  différences  qui  existent 
entre  les  nombres  des  sommets  de  première  et  de  seconde  espèce  :  \  ^  du  côté 
des  abscisses  positives  y  2**  du  côté  des  abscisses  négatives  y  la  somme  de  ces 
deux  différences  y  augmentée  de  l'unité,  sera  toujours  égaie  au  nombre  total 
des  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  l'axe,  ce  que  l'on  savait  déjà, 
et,  de  plus,  l'excès  de  la  première  différence  sur  là  seconde  sera  supérieur 
ou  inférieur  d'une  unité  à  la  différence  qui  existe  entre  le  nombre  des 
points  d'intersection  correspondant  aux  abscisses  positives  et  le  nombre  des 
points  d'intersection  correspondant  aux  abscisses  négatives,  selon  quen 
s'apjirochant  de  l'axe  des  ordonnées  du  côté  des  abscisses  positives  la 
parabole  s'approchera  ou  s'éloignera  de  l'axe  des  x.  Ces  théorèmes  étant 
une  fois  établis  en  Géométrie,'  voyons  comment  on  peut  les  traduire 
en  Anaivse. 

§  11.  Soit  toujours  X  le  premier  membre  de  l'équalion  proposée  et 
désignons  par  X'  et  X"  ses  fonctions  dérivées  du  premier  et  du  second 
ordre.  X  sera  l'ordonnée  de  la  parabole  que  nous  avons  considérée 
ci-dessus.  Les  points  d'intersection  de  cette  parabole  avec  l'axe  des  x 
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auront  pour  abscisses  les  racines  réelles  de  Téquation  X  =  o,  et  ces 
mêmes  points  seront  situés  du  côté  des  abscisses  positives  ou  du  côté 
(les  abscisses  négatives,  suivant  que  les  racines  correspondantes  seront 
elles-mêmes  positives  ou  négatives.  Quant  aux  sommets,  c'est-à-dire 
aux  points  de  la  courbe  où  l'ordonnée  devient  un  maximum  ou  un 
minimum^  ils  auront  évidemment  pour  abscisses  les  racines  réelles  de 
l'équation  dérivée 

x'mo: 

On  sait  de  plus  que  la  fonction  X  ne  peut  devenir  un  maximum  absolu, 
c'est-k-dire  abstraction  faite  du  signe,  qu'autant  que  X  et  X"  sont  de 
signes  différents  et  ne  peut  devenir  un  minimum  absolu  que  dans  le 
cas  où  X  et  X"  sont  de  même  signe.  Par  suite,  le  produit  XX"  sera 
toujours  négatif  relativement  aux  sommets  de  première  espèce  et  po- 
sitif relativement  aux  sommets  de  seconde  espèce.  Enfin,  pour  décider 
si,  en  s'approchant  de  l'axe  des  ordonnées  du  côté  des  abscisses  posi- 
tives, la  parabole  s'approche  ou  s'éloigne  de  l'axe  des  abscisses,  il 
suffira  évidemment  de  voir  si,  quand  l'abscisse  devient  nulle,  l'or- 
donnée et  sa  dérivée  sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires, 
c'est-à-dire  si  le  produit  des  deux  derniers  termes  de  l'équatinn  donnée 
est  positif  ou  négatif. 

Il  suit  de  ces  considérations  que,  si  l'on  savait  résoudre  l'équation 
X'=  G,  il  serait  facile  d'obtenir  non  seulement  l'excès  du  nombre  total 
des  sommets  de  première  espèce  sur  le  nombre  total  des  sommets  de 
seconde  espèce,  mais  encore  l'excès  de  la  différence  entre  les  nombres 
de  sommets  de  première  et  de  seconde  espèce  situés  du  côté»  des 
abscisses  positives  sur  la  différence  entre  les  nombres  de  sommets  de 
première  et  de  seconde  espèce  situés  du  côté  des  abscisses  négatives. 
En  effet,  pour  obtenir  la  somme  de  ces  deux  dernières  différences  ou 
le  premier  excès,  il  suffirait  de  substituer  successivement  toutes  leî> 
racines  réelles  de  l'équation  X'=o  dans  le  produit  XX",  puis  de 
retrancher  le  nombre  des  valeurs  positives  de  ce  produit  du  nombre 
de  ses  valeurs  négatives  et,  pour  obtenir  l'excès  de  la  première  diffé- 
rence sur  la  seconde,  il  suffirait  de  changer  préalablement  les  signes 
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(le  toutes  les  valeurs  du  produit  XX"  qui  correspondent  à  des  abscisses 
négatives,  ce  qui  revient  à  remplacer  le  produit  XX"  par  le  suivant  xXX". 
Supposons  maintenant  que,  au  lieu  de  résoudre  l'équation  X'—  o,  on 
forme  deux  équations  auxiliaires  qui  aient  respectivement  pour  racines 
les  diverses  valeurs  des  deux  produits  XX",  a?XX",  prises  avec  des 
signes  contraires  et  correspondant  à  toutes  les  racines  réelles  ou 
imaginaires  de  Féquation  dérivée  X'=o.  Si,  jcomme  nous  le  suppo- 
serons d'abord,  ces  deux  équations  auxiliaires  n'ont  pas  de  racines 
égales,  celles  de  leurs  racines  qui  correspondront  à  des  racines  ima- 
ginaires de  l'équation  dérivée  seront  elles-mêmes  imaginaires  et,  par 
suite,  si  l'on  forme  successivement  pour  chacune  d'elles  l'excès  du 
,  nombrt  des  racines  positives  sur  le  nombre  des  racines  négatives,  on 
aura  précisément  les  deux  excès  ou  quantités  cherchées.  Au  reste, 
il  sera  facile  d'obtenir  par  l'élimination  les  deux  équations  auxiliaires 
dont  il  s'agit;  car,  si  l'on  représente  par  v  l'inconnue  de  la  première, 
par  :;  l'inconnue  de  la  seconde  et  par 

Y=o,        Z-o 
les  équations  elles-mêmes,  il  suffira,  pour  obtenir  la  première  auxi- 

m 

liaire  Y=  o,  d'éliminer  x  entre  les  deux  équations 

X'=TO,        j-i-XX^'^o, 

et,  pour  obtenir  la  seconde  auxiliaire  Z  —  o,  d'éliminer  x  entre  les 
deux  équations 

Cela  posé,  les  deux  théorèmes  de  Géométrie  que  nous  avons  énoncés 
ei-dessus,  page  173,  se  réduisent  aux  deux  suivants  : 

Théorèmk  l.  —  Le  ywmbre  des  racines  réelles  de  la  proposée  X  =  o 
surpasse  toujours  d'une  unité  la  différence  qui  existe  entre  les  nombres 
de  racines  positii^es  et  négatives  de  la  première  auxiliaire  Y  =^  o. 

Théorème  II.  —  La  différence  qui  existe  dans  la  proposée  X  —  o  entre 
les  nombres  de  racines  positives  et  négatives  est  supérieure  ou  inférieure 
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(Vune  unité  à  la  même  différence  dans  la  seconde  équation  auxiliaire 
Z  =  o,  suivant  que  le  produit  des  deux  derniers  coefficients  de  l'équation 
proposée  pris  en  signes  contraires  est  positif  ou  négatif. 

Si  Téquation  proposée  X  =  o  est  du  degré  /i,  l'équation  dérivée 
X'=  o  et,  par  suite,  les  deux  équations  auxiliaires  Y  =  o,  Z  =  o  seront 
toutes  trois  du  degré  n  —  i  inférieur  d'une  unité  à  celui  de  la  pro- 
posée. Il  est  maintenant  facile  de  voir  comment  les  deux  théorèmes 
précédents  peuvent  conduire  h  la  solution  du  problème  qui  fait  Tobjet 
de  ce  Mémoire.  En  effet,  ce  que  Ton  cherche  est  le  nombre  et  l'espèce 
des  racines  réelles  ou,  si  l'on  veut,  le  nombre  des  racines  positives  et 
le  nombre  des  racines  négatives  de  l'équation  X  =  o.  Pour  y  parvenir, 
il  suffît  évidemment  de  résoudre  séparément  chacune  des  deux  ques- 
tions suivantes  : 

I**  Déterminer  le  'nombre  total  des  racines  réelles  de  l'équation 
X  =  o  ; 

a"  Déterminer  la  différence  entre  les  nombres  de  racines  positives 
et  négatives  de  cette  même  équation. 

D'ailleurs,  en  vertu  des  théorèmes  ci -dessus  énoncés,,  on  pourra 
résoudre  relativement  à  l'équation  donnée  du  degré  n  les  deux  ques- 
tions précédentes  si  l'on  sait  résoudre  la  seconde  relativement  k  une 
équation  quelconque  du  degré  w  —  i.  Pareillement,  on  pourra  réduire 
la  détermination  de  la  différence  entre  les  nombres  de  racines  positives 
et  négatives  dans  une  équation  du  degré  /?  —  î  à  la  détermination  de 
la  même  différence  dans  une  équation  du  degré  n  —  i  et  abaisser  ainsi 
continuellement  la  difficulté  jusqu'à  ce  que  Ton  parvienne  à  une  équa- 
tion du  premier  degré.  Cette  dernière  n'ayant  qu'une  seule  racine  tou- 
jours réelle,  la  différence  entre  les  nombres  de  racines  positives  et 
négatives  y  sera  évidemment  égale  h  -h  i  ou  à  —  i,  suivant  que  le 
produit  des  deux  coefficients  de  l'équation  pris  en  signe  contraire  sera 
positif  ou  négatif.  Toutes  les  difficultés  étant  ainsi  levées,  les  deux 
questions  ci-dessus  énoncées  se  trouveront  complètement  résolues. 

En  résumant  ce  qui  vient  d'être  dit,  on  aura,  pour  déterminer  la 
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différence  qui  existe  entre  le  nombre  des  racines  positives  elle  nombre 
des  racines  négatives  de  la  proposée,  la  règle  suivante  : 

Soient  X  =  o  l* équation  proposée  du  degré  /i,  X'  et  X"  les  deux  pre- 
mières dérivées  de  X.  Éliminez  la  variable  x  entre  les  deux  équations 

X'=:o,         z  -hjrW'z^o 

et  soient  Z  =  o  V équation  auxiliaire  en  z  qui  en  résultera.  Cette  équatiim 
sera  du  degré  n  —  i .  Soient  21  et  Z"  les  deux  premières  dérivées  de  Z. 
Éliminez  de  nouveau  la  variable  z  entre  les  deux  équations 

Z'=0,  r  +  ^ZZ^rrrO 

et  soit  V  =  o  V équation  auxiliaire  en  v  qui  en  résultera.  Cette  équation 
sera  du  degré  /i  —  2,  . . . .  Continuez  de  même  jusqu'à  ce  que  vous  arriviez 
à  une  équation  auxiliaire  du  premier  degré.  Vous  aurez  en  tout  n  équa- 
tions y  y  compris  la  proposée,  savoir  : 

m 

X  =  O,         Z  =  o,         V  =  o,     .     .... 

Si  dans  chacune  d'elles  vous  multipliez  l'un  par  l'autre  les  coefficients  des 
deux  derniers  termes,  vous  obtiendrez  n  produits  différents,  et  la  val(»ur 
négative  ou  positive  de  chaque  produit  fera  connaître  si  la  différence 
entre  les  nombres  de  racines  positives  et  négatives  de  l'équation  à 
laquelle  il  se  rapporte  est  supérieure  ou  inférieure  d'une  unité  k  la 
même  différence  dans  l'équation  suivante.  Par  suite,  si  l'on  change  les 
signes  de  tous  ces  produits  et  qu'après  ce  changement  on  remplace  les 
produits  qui  obtiendront  une  valeur  positive  par  -+- 1  et  ceux  qui  obtien- 
dront une  v^aleur  négative  par  —  1,  la  somme  algébrique  des  résultats  sera 
précisément  égale  à  la  différence  entre  le  nombre  des  racines  positives 
et  le  nombre  des  racines  négatives  de  l'équation  proposée. 

On  aura  ensuite, -pour  déterminer  le  nombre  total  des  racines  réelles 
de  l'équation  donnée,  cette  autre,  régie  : 

Soit  toujours  X  =  o  Inéquation  proposée  du  degré  n;  \'  et  X"  les  deux 
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premières  dérapes  de  x.  Éliminez  x  entre  les  deux  équations 

et  soit  Y  =  o  l'équation  auxiliaire  en  y  qui  en  résultera.  Cette  équation 
sera  du  degré  w  —  i ,  et  si  l'on  détermine^  par  la  règle  précédente^  la 
différence  entre  les  nombres  de  ses  racines  positives  et  négatives^  cette 
différence,  augmentée  d'une  unité,  sera  précisément  égale  au  nombre  des 
racines  réelles  de  la  proposée. 

Le  nombre  des  produits  que  Ton  forme  en  suivant  la  première  règle 
étant  égal  à  w,  le  nombre  de  ceux  que  l'on  formera  en  suivant  la 
seconde  sera  égal  à  /i  —  i  et,  par  suite,  les  signes  de  2/1  —  i  fonctions 
différentes  des  coeflicients  de  Téquation  donnée  suffiront  pour  déter- 
miner le  nombre  et  l'espèce  de  ses  racines  réelles. 

§  m.  La  méthode  précédente  suppose  évidemment  que  ni  l'équa- 
tion proposée  ni  aucune  des  équations  auxiliaires  n'aient  de  racines 
égales  entre  elles  ou  égales  à  zéro;  et  d'abord,  si  l'équation  proposée 
avait  des  racines  réelles  égales  entre  elles,  la  courbe  dont  l'ordonnée 
représente  le  premier  membre  de  cette  équation  devenant  tangente  eu 
un  ou  plusieurs  points  à  l'axe  des  abscisses,  chaque  point  de  tangence 
devrait  être  considéré  comme  formé  par  la  réunion  d'autant  de  points 
d'intersection  de  la  courbe  avec  l'axe  et  d'autant  de  sommets  moins 
un  qu'il  y  aurait,  pour  ce  même  point,  de  racines  égales  dans  la  pro- 
posée. De  plus,  les  points  de  tangence  dont  il  s'agit  étant  situés  sur 
l'axe  des  abscisses,  les  valeurs  correspondantes  de  l'ordonnée  X  et  du 
produit  XX"  s'évanouiraient  et  ce  produit  cesserait  d'avoir  un  signe 
déterminé.  Enfin,  si  la  proposée  avait  une  ou  plusieurs  racines  nulles, 
cette  équation  n'ayant  plus  de  dernier  terme,^  le  produit  des  deux  der- 
niers coefficients  s'évanouirait  et  ne  pourrait  plus  être  considéré  comme 
positif  ou  comme  négatif. 

Les  racines  égales  des  équations  auxiliaires  du  degré  n  —  1  peuvent 
provenir  de  deux  causes,  savoir  :  1°  de  racines  égales  dans  l'équation 
dérivée  X'=o;  2*^  d'un  ou  plusieurs  couples  de  racines  imaginaires 
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dans  l'équation  dérivée  qui,  par  suite  de  relations  particulières  entre 
les  coefficients  de  cette  équation,  fournissent  des  racines  réelles  aux 

équations  auxiliaires.  Ainsi,  par  exemple,  si  a  -h  fî\/—  i  désigne  une 

racine  imaginaire  de  X'=  o' et  que  la  substitution  de  a  -h  P  v^—  i  dans 
le  produit  XX"  donne  pour  résultat  la  quantité  réelle  A,  la  substitution 

«le  a  —  P  V~"  ï  dans  le  même  produit  donnera  encore  le  même  résultat; 
et  comme  les  racines  imaginaires 

a  H-  ^  y/—  j ,         a  —  P  v^—  i 

appartiennent  toutes  deux  à  l'équation  dérivée,  la  première  équation 
auxiliaire  aura  deux  racines  égales  à  —  A.  Toutes  les  fois  que  l'équa- 
tion dérivée  aura  des  racines-égales,  les  racines  qui  en  proviendront 
dans  les  équations  auxiliaires  seront  non  seulement  égales  entre  elles, 
mais  encore  égales  «à  zéro;  car,  dans  ce  cas,  la  fonction  X''  étant  nulle 
aussi  bien  que  la  fonction  X',  le  produit  XX"  s'évanouira  nécessaire- 
ment. Par  suite,  on  ne  pourra  plus  déterminer  quel  est  le  signe  de  ce 
produit,  ni  décider  par  ce  moyen  si,  pour  le  sommet  que  l'on  considère, 
l'ordonnée  de  la  courbe  devient  un  maximum  ou  un  minimum  absolu. 
Il  pourra  même  arriver  qu'elle  ne  soit  ni  l'un  ni  l'autre.  Pour  savoir 
dans  quel  cas  cela  aura  lieu,  désignons  par 

les  dérivées  des  divers  ordres  de  l'ordonnée  X,  et  supposons  que  dans 
toutes  ces  fonctions  a: désigne  l'abscisse  du  sommet  que  l'on  considère. 
Si  l'on  fait  croître  ou  diminuer  cette  abscisse  d'une  quantité  indétej*- 
minée  A,  l'ordonnée  X  deviendra 

1.2  1.2.0  1.2.3.4  l.2.0.4.«> 

OU,  parce  que  X'=:  o, 

/i*  A*  A*  /i^ 

X-h-^X''±-%X''H V7X'^± 4t-^XV.... 

1.2  1.2.0  1,-2.6,4  1.2.0.4.0 

Par  conséquent,  la  différence   entre  l'ordonnée   correspondant   à 
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Tabscissc  x±h  ei  l'ordonnée  correspondant  à  l'abscisse  x%  ou,  pour 
abréger,  la  difFérence  de  l'ordonnée  sera 

1.2  1.2.0  1.2.0.4  I. 2.0.4*3 

Pour  de  très  peliles  valeurs  de  A,  cette  différence  se  réduira  au  pre- 
mier de  ses  termes  qui  ne  s'évanouira  pas.  Elle  se  réduira  donc  à 

h* 


I  .2 


si  X"  n'est  pas  nul  ou  si,  pour  le  sommet  que  l'on  considère,  l'équation 
dérivée  n'a  pas  de  racines  égales;  à 

1.2.3 

si  l'on  a  X"=  o,  X''^  ou  > o,  c'est-à-dire  si,  pour  le  sommet  que  Ton 
considère,  l'équation  dérivée  a  deux  racines  égales;  à 

_____     Y*v 

•4 

si  l'on  a  X"—  o,  X*'=  o,  X"<  ou  >  o,  c'est-k-dire  si,  pour  le  sommet 
que  l'on  considère,  l'équation  dérivée  a  trois  racines  égales;  a 

-f-  — " x'' 

1.2.0.4.0 

si  l'on  a  X"=o,  X^'ir^o,  X*'=o,  X'>  ou  <o,  c'est-à-dire  si,  pour 
le  sommet  que  l'on  considère,  l'équation  dérivée  a  quatre  racines 
égales;  etc.,  etc. 

En  général,  oïl  voit  que  la  différence  de  l'ordonnée  conservera  le 
même  signe,  quel  que  soit  d'ailleurs  celui  de  A,  si,  pour  le  point  que 
l'on  considère,  la  dérivée  a  un  nombre  pair  de  racines  égales.  Elle 
changera  de  signe  avec  h  dans  le  cas  contraire.  Dans  ce  dernier  cas, 
l'ordonnée  ne  pourra  être  ni  un  maximum  ni  un  minimum.  Mais,  si  la 
dérivée  a  un  nombre  pair  de  racines  égales,  l'ordonnée  correspondant 
à  l'abscisse  x±  h  sera  représentée,  pour  de  très  petites  valeurs  de  A, 


DU  NOMBRE  DES   RACINES  RÉELLES,  ETC.  181 

par  un  des  binômes 

J  .2 

I  •  Jl  •  O  •  >-| 

et,  par  suite,  l'ordonnée  X  correspondant  à  l'abscisse  x  sera  un  mini- 
mum ou  un  maximum  absolu,  suivant  que  le  second  terme  de  ce  binôme 
aura  un  signe  égal  ou  opposé  à  celui  du  premier  terme,  c'est-k-dire 
suivant  que  le  premier  des  produits 

Y  Y  "        VY*^        "VY^* 

qui  ne  s'évanouira  pas  sera  positif  ou  négatif. 

On  vient  de  voir  que  les  équations  auxiliaires  peuvent  acquérir  des 
racines  nulles  dans  deux  cas  différents,  savoir  :  i®  quand  la  proposée 
a  des  racines  égales;  2°  quand  l'équation  dérivée  a  des  racines  égales; 
et,  en  effet,  la  fonction  X  dans  le  premier  cas,  la  fonction  X"  dans  le 
second  et,  par  suite,  les  produits  XX",  a;XX"dans  les  deux  cas,  s'éva- 
nouissent. Il  est  encore  un  troisième  cas  où  la  seconde  équation  auxi- 
liaire seulement  peut  avoir  des  racines  nulles.  C'est  celui  oii  il  existe 
déjà  de  telles  racines  dans  la  dérivée;  car  le  produit  a? XX"  s'évanouit 
alors  avec  son  premier  facteur  x.  Dans  toutes  ces  hypothèses,  le  dernier 
terme  d'une  équation  auxiliaire  étaiit  nul,  le  produit  des  deux  derniers 
termes  de  cette  équation  se  réduit  à  zéro  et,  par  suite,  on  ne  peut  plus 
décider  si  ce  produit  est  positif  ou  négatif. 

De  même  que  des  racines  égales  dans  l'équation  proposée  du  degré  n 
produisent  des  racines  nulles  dans  les  équations  auxiliaires  du  degré 
/i  —  i;  de  même,  les  racines  égales  qui  pourraient  se  trouver  dans  ces 
dernières  produiront  des  racines  nulles  dans  les  équations  auxiliaires 
du  degré  /i  —  2.  En  général,  si,  dans  une  des  suites  d'équations  auxi- 
liaires qu'on  est  obligé  de  former,  quelque  équation  a  des  racines 
égales,  la  suivante  aura  des  racines  nulles  et  le  produit  de  ses  deux 
derniers  coefficients  se  trouvera  réduit  à  zéro. 

Ainsi,  toutes  les  hypothèses  possibles,  dans  lesquelles  la  méthode 
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{générale  se  trouve  en  défaut,  coïncident  avec  cette  circonstance  remar- 
quable que,  sur  les  produits  dont  les  signes  devaient  déterminer  le 
nombre  et  l'espèce  des  racines  réelles  de  la  proposée,  un  ou  plusieurs 
s'évanouissent  et  ne  peuvent  plus  par  cela  même  servir  à  la  détermi- 
nation dont  il  s'agit.  On  voit  en  même  temps  que  cela  n'aura  jamais 
lieu  à  moins  que  la  proposée  ou  les  équations  auxiliaires  n'aient  des 
racines  égales  entre  elles  ou  égales  à  zéro.  Pour  faire  disparaître  les 
inconvénients  qui  résultent  de  cette  égalité,  on  peut  employer  diverses 
méthodes  que  je  vais  indiquer  en  peu  de  mots. 

§  IV.  La  première  méthode  et  celle  qui  se  présente  d'abord  à  l'esprit 
consiste  à  passer  en  revue  tous  les  cas  particuliers  que  peut  offrir 
l'équation  donnée  et  à  fournir  les  moyens  de  lever  les  difficultés  propres 
à  chacun  des  cas  dont  il  s'agit.  Ainsi,  par  exemple,  si  la  proposée  a 
des  racines  nulles,  il  sera  facile  d'en  constater  le  nombre  et  de  s'en 
débarrasser  ensuite.  On  peut  éviter  de  même  la  considération  des 
racines  égales,  en  supposant  l'équation  préparée  d'avance,  de  manière 
que  toutes  ses  racines  soient  inégales  entre  elles.  Après  cela,  il  faudra 
examiner  si  la  dérivée  a  des  racines  égales  entre  elles  ou  à  zéro  et 
remédier  aux  inconvénients  qui  pourraient  naître  de  cette  égalité.  On 
y  parviendra  comme  il  suit. 

Lorsque  plusieurs  racines  de  la  dérivée  deviennent  égales  entre  elles, 
les  différents  sommets  dont  ces  racines  étaient  les  abscisses  se  réu- 
nissent, et  de  cette  réunion  résulte  un  nouveau  sommet  qui  sera 
double,  triple,  quadruple,  etc.,  suivant  le  nombre  des  racines  qui 
viendront  à  coïncider.  L'ordonnée  de  ce  sommet  sera  un  maximum  ou 
un  minimum  absolu  si  les  racines  qui  deviennent  égales  sont  en  nombre 
impair  et,  pour  déterminer  l'espèce  du  sommet  dans  cette  hypothèse, 
il  suffira  de  consulter  le  signe  du  produit  XX"  s'il  s'agit  d'un  sommet 
simple,  du  produit  XX"^  s'il  s'agit  d'un  sommet  triple,  etc.  Quant  aux 
sommets  doubles,  quadruples,  etc.,  on  devra  cesser  d'en  tenir  compte, 
attendu  que  les  ordonnées  de  ces  sommets  ne  doivent  point  être  rangées 
parmi  les  ordonnées  maxima  et  minima.  Cela  posé,  si  la  dérivée  n'a 
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point  de  racines  nulles,  les  théorèmes  de  Géométrie  établis  ci-dessus 
(p.  1 73)  subsisteront  toujours  et,  pour  déterminer  le  nombre  et Tespèce 
des  racines  réelles  de  la  proposée,  il  suffira  de  calculer  :  i^  la  somme 
des  différences  qui  existent  du  coté  des  abscisses  positives  et  du  côté 
des  abscisses  négatives  entre  les  sommets  de  première  et  de  seconde 
espèce;  '2**  l'excès  de  la  première  différence  sur  la  seconde.  On  y  par- 
viendra facilement  en  déterminant  ainsi  qu'il  suit  les  diverses  parties 
de  la  somme  et  de  l'excès  en  question  qui  correspondent  aux  racines 
simples,  triples,  quintuples,  etc.  Soit  toujours  X'  l'équation  dérivée; 
soient  de  plus  X'^  le  produit  de  ses  facteurs  simples,  X'^  celui  de  ses 
facteurs  doubles,  X,  celui  des  facteurs  triples,  etc.,  élevés  chacun  à  la 
première  puissance,  en  sorte  qu'on  ait 

x'=xux;r(x;)'.... 

La  méthode  des  racines  égales  fera  connaître  chacun  des  polynômes  X',, 
X'3,  X'5,  ...  et,  pour  obtenir  la  différence  totale  entre  les  nombres  de 
sommets  de  première  espèce,  il  suffira  d'éliminer  x  : 

1*»  Enire  les  équations        X'^  =  0,        j  h-  XX''  —  o  ; 

2«  »  X;=:o,        /4-XX'^z=o; 

30  )>  y^^-0,        7-+-XX^»=nro; 


On  aura  par  ce  moyen  plusieurs  équations  auxiliaires  en  jau  lieu  d'une 
seule  et  la  somme  des  différences  qui  auront  lieu  pour  ces  diverses 
équations  entre  les  nombres  de  racines  positives  et  négatives  sera  égale 
à  la  différence  cherchée  ou  à  la  somme  des  différences  qui  existent 
tant  du  côté  des  abscisses  positives  que  du  côté  des  abscisses  négatives 
entre  les  nombres  de  sommets  de  première  et  de  seconde  espèce.  On 
obtiendra  de  même  l'excès  de  la  première  différence  sur  la  seconde  en 
substituant  aux  équations 

j4-XX'z=o,  y-f-XX'^-o,  7-hXX''«=o, 

les  suivantes 

Z-^xHyj'—O,  5  H-JcXX*^r=0,  5-+-xXX^'=:0, 
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ot  cet  excès,  augmenté  ou  diminué  d'une  unité,  fera  connaître  la  dif- 
férence qui  existe  entre  les  nombres  de  racines  positives  et  négatives 
de  la  proposée.  Celte  dernière  différence  et  l'excès  dont  il  s'agit  devien- 
draient égaux  entre  eux  si  un  sommet  de  première  ou  de  seconde 
espèce  était  situé  sur  l'axe  des  abscisses  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
si  la  dérivée  avait  un  nombre  impair  de  racines  nulles;  mais  si  la  dérivée 
n'a  point  de  racines  nulles  ou  si  ces  racines  sont  en  nombre  pair,  il 
faudra,  pour  obtenir  la  même  différence,  augmenter  ou  diminuer  l'excès 
en  question  d'une  unité,  suivant  qu'en  s'approchant  de  l'axe  des  ordon- 
nées du  côté  des  abscisses  positives  la  courbe  s'éloignera  ou  s'appro- 
cbera  de  Taxe  des  x,  c'est-à-dire  suivant  que  le  produit  du  dernier 
terme  de  l'équation  proposée  par  celui  des  termes  précédents  qui  ren- 
fermera la  puissance  la  moins  élevée  de  x  sera  négatif  ou  positif. 

La  théorie  précédente  suppose  évidemment  que  les  équations  auxi- 
liaires en  r  et  z,  qui  correspondent  aux  facteurs  simples,  triples,  quin- 
tuples, etc.  de  l'équation  dérivée,  n'ont  pas  de  racines  égales.  S'il  en 
était  autrement,  ces  racines  pourraient  à  la  fois  être  réelles  et  provenir 
de  quelques  couples  de  racines  imaginaires  des  équations 

X',  =  O,  X3  :^  O,  X  j  ::=^  O,  .... 

On  évitera  cet  inconvénient  si  l'on  multiplie  chacun  des  produits 

W'  W*^'  Y"V*'' 

JC  \  \.   ,       fcï"  ^  ^     ,       J^  J^  ^\.     ,        ... 

par  une  fonction  de  x  qui  reste  positive  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
de  la  variable  x  et  qui  empêche  ces  mêmes  produits  de  devenir  réels 
pour  les  valeurs  imaginaires  de  x  qui  satisfont  à  l'équation  dérivée. 
Telle  est  la  fonction 

dans  laquelle  la  constante  arbitraire  k  peut  recevoir  une  infinité  de 
valeurs  qui  remplissent  la  condition  exigée. 

En  suivant  la  méthode  précédente  on  finit  toujours  par  obtenir  la 
solution  complète  de  la  question  proposée;  mais  s'il  s'agit  d'une  équa- 
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tion  littérale,  cette  méthode  entraîne,  comme  on  le  voit,  l'examen 
d'autant  de  cas  particuliers  que  l'on  peut  faire  d'hypothèses  différentes 
sur  le  nombre  des  racines  égales,  non  seulement  de  la  proposée,  mais 
encore  des  diverses  équations  auxiliaires.  C'est  pourquoi  elle  ne  peut 
être  employée  avec  avantage  que  dans  certaines  occasions  où,  en  raison 
de  la  forme  de  l'équation  donnée,  elle  devient  facilement  applicable. 

§  V.  Une  autre  méthode  consiste  à  établir  la  distinction  des  diverses 
espèces  de  sommets  sur  la  considération  immédiate  du  signe  du  pro- 
duit qu'on  obtient  en  multipliant  l'ordonnée  X  par  la  série 


\  .'à^         1.2.3  1.2.3.4  i*.2.3.4<3 

laquelle  représente,  pour  un  quelconque  des  sommets,  raccroissement 
de  l'ordonnée  correspondant  à  l'accroissement  très  petit  ±h  de  la 
variable  x. 

m 

Si  l'on  fait,  pour  plus  de  commodité, 

X=/(a-) 
pt,  par  suite, 

\'  =  f'{x), 

la  série  précédente  sera  toujours  de  même  signe  que 

f'{x±h), 

d'où  il  suit  que  le  produit  de  cette  série  par  X  pourra  être  remplacé 
par  le  produit 

Supposons  qu'après  «ivoir  substitué  pour  a?  dans  ce  dernier  produit 
une  des  racines  réelles  de  la  dérivée,  on  donne  successivement  a  l'indé- 
terminée A-les  signes  -h  et  —  ;  les  deux  valeurs  obtenues  par  ce  moyen 
seront  de  signes  contraires  si  la  racine  réelle  dont  il  s'agit  représente 
l'abscisse  d'un  sommet  double,  quadruple,  sextuple,  etc.  Elles  seront 
de  même  signe  si  cette  racine  correspond  a  un  sommet  simple,  triple, 
quintuple,  etc.  et,  dans  cette  dernière  hypothèse,  les  deux  valeurs  du 
produit  seront  ou  négatives  ou  positives,  suivant  que  le  sommet  en 

OEuprea  de  C.  —  S.  H,  t.  1.  ^4 
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question  sera  de  première  ou  de  seconde  espèce.  De  plus,  la  quan- 
tité h  restant  indéterminée,  il  est  aisé  de  voir  que  la  substitution  des 
racines  imaginaires  de  la  dérivée  dans  chacun  des  produits 

fournira  en  général  des  résultats  imaginaires.  Cela  posé,  on  obtiendra 
évidemment  la  diflerence  totale  entre  les  nombres  de  sommets  de  pre- 
mière et  de  seconde  espèce  si,  après  avoir  éliminé  x  entre  les  deux 
équations 

on  détermine,  pour  l'équation  auxiliaire  en  v  ainsi  formée  et  pour  de 
très  petites  valeurs  de  A,  Indifférence  entre  les  nombres  de  racines  iné- 
gales positives  et  négatives  :  i**  dans  le  cas  où  l'on  admet  pour  h  le 
signe  supérieur;  2°  dans  le  cas  où  l'on  admet  pour  h  le  signe  inférieur 
et  qu'on  prenne  ensuite  la  moyenne  entre  les  deux  résultats.  C'est  ce 
résultat  moyen  que' je  désignerai  ici  sous  le  nom  de  différence  moyenne 
entre  le  nombre  des  racines  inégales  positives  et  le  nombre  des  racines 
inégales  négatives  de  l'équation  auxiliaire  en  y. 

De  même,  pour  obtenir  l'excès  de  la  différence  entre  les  nombres  de 
sommets  de  première  et  de  seconde  espèce  situés  du  coté  des  abscisses 
positives  sur  la  différence  entre  les  nombres  de  sommets  de  première 
et  <le  seconde  espèce  situés  du  coté  des  abscisses  négatives,  il  suffira 
d'éliminer  x  entre  les  deux  équations 

\'—0,  5  4-xX/''(j?4-/l)  —  O 

et  de  chercher  ensuite  la  différence  moyenne  entre  les  nombres  de 
racines  inégales  positives  et  négatives  .de  l'équation  auxiliaire  en  z 
résultant  de  cette  élimination. 

Lorsque  la  dérivée  a  des  racines  nulles,  un  des  sommets  de  la  courbe 
étant  situé  sur  l'axe  des  ordonnées  ne  peut  plus  être  compté  ni  parmi 
ceux  qui  répondent  aux  abscisses  positives  ni  parmi  ceux  qui  répondent 
aux  abscisses  négatives;  mais,  alors  aussi,  le  produit 

x\f'\x^-h) 
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venant  à  s'évanouir  avec  son  premier  facteur  x,  la  racine  correspon- 
dante de  l'équation  auxiliaire  en  z  ne  fait  plus  partie  ni  des  racines 
positives  ni  des  racines  négatives  de  cette  même  équation. 

Les  résultats  précédents  subsistent  dans  le  cas  même  où  la  proposée 
a  des  racines  égales.  Dans  cette  hypothèse,  la  parabole  que  l'on  consi- 
dère devient  tangente  en  plusieurs  points  à  Taxe  des  abscisses,  et  ces 
points  sont  évidemment  des  sommets  de  la  courbe,  puisque  leurs 
abscisses  satisfont  à  l'équation  dérivée.  Mais,  quoique  ces  sommets 
puissent  être  simples,  ou  triples,  ou  quintuples,  etc.,  ils  ne  peuvent 
dans  aucun  cas  être  considérés  comme  sommets  de  première  ou  de 
seconde  espèce,  attendu  que  l'ordonnée  de  chacun  d'eux  étant  nulle 
n'a  plus  de  signe  déterminé  tt  qu'on  ne  peut  décider  par  suite  si  cette 
ordonnée  devient  un  maximum  ou  un  minimum  absolu.  On  ne  doit  donc 
tenir  aucun  compte  des  racines  des  équations  auxiliaires  en  v  et  z  qui 
correspondent  à  de  semblables  sommets;  mais  ces  racines  disparaissent 
d'elles-mêmes  à  cause  du  facteur  X  qui,  étant  égal  à  zéro,  fait  évanouir 
les  deux  produits 

Ainsi,  dans  tous  les  cas  possibles,  la  différence  moyenne  entre  les 
nombres  de  racines  inégales  positives  et  négatives  des  équations  auxi- 
liaires ci-dessus  mentionnées  détermine  immédiatement  :  i*^  la  somme 
faite  de  la  différence  entre  les  nombres  de  sommets  de  première  et  dv 
seconde  espèce  situés  du  côté  des  abscisses  positives  et  de  la  différence 
semblable  formée  du  côté  des  abscisses  négatives;  2°  l'excès  de  la  pre- 
mière différence  sur  la  seconde.  D'ailleurs,  si  l'on  veut  étendre  les 
théorèmes  précédemment  démontrés  au  cas  où  l'équation  donnée  a  dos 
racines  égales  entre  elles,  on  reconnaîtra  sans  peine  que  la  somme  des 
deux  différences  en  question  est  toujours  inférieure  d'une  unité  au 
nombre  total  des  points  d'intersection  ou  de  tangence  de  la  courbe  avec 
l'a^e  des  x.  De  plus,  Vexcés  de  la  première  différence  sur  la  seconde 
sera  supérieur  d'une  unité,  égal  ou  inférieur  d'une  unité  à  l'excès  du 
nombre  des  points  d'intersection  ou  de  tangence  situés  du  côté  des 
abscisses  positives  sur  le  nombre  de  ceux  qui  seront  situés  du  côté  des 
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abscisses  négatives ^  selon  quen  s* approchant  de  l'axe  des  ordonnées  du 
coté  des  abscisses  positives  et  s  éloignant  ensuite  de  ce  même  axe  du  côté 
des  abscisses  négatives,  la  courl?e  s'approchera  constamment  de  l'axe 
des  x,  ou  quen  passant  par  l'axe  des  ordonnées,  elle  cessera  de  s'appro- 
cher de  l'axe  des  abscisses  pour  s'en  éloigner,  ou  de  s'en  éloigner  pour 
s'en  rapprocher,  ou  quelle  s'éloignera  constamment  de  l'axe  des  x.  Le 
premier  ou  le  troisième  cas  aura  lieu  si,  la  proposée  n'ayant  pas  de 
racines  nulles,  la  dérivée  n'en  a  pas  non  plus,  ou  si  ces  racines  y  sont 
en  nombre  pair,  c'est-à-dire  si,  la  proposée  ayant  un  terme  constant,  le 
dernier  terme  de  l'équation  dérivée  renferme  une  puissance  paire  de  x, 
J^e  second  cas  aura  lieu  si  la  proposée  a  des  racines  nulles  ou  si  la 
dérivée  a  des  racines  nulles  en  nombre  impair,  c'est-à-dire  si  l'équation 
donnée  n'a  pas  de  terme  constant  ou  si  le  dernier  terme  de  l'équation 
dérivée  renferme  une  puissance  impaire  de  x.  Entin,  pour  distinguer  le 
premier  cas  du  troisième,  il  suffira  d'examiner  si  le  produit  du  dernier 
terme  de  l'équation  donnée  par  le  dernier  terme  de  la  dérivée  est  positif 
ou  négatif.  Soient  p  le  terme  constant  de  la  proposée,  qui  peut  être 
égal  à  zéro,  et  qaf  le  dernier  terme  de  l'équation  dérivée  ou  celui  qui 
renferme  la  plus  petite  puissance  de  x.  Si  dans  le  produit 

pqa;'' 

on  donne  successivement  à  x  deux  valeurs  égales  et  de  signes  con- 
traires et  qu'on  prenne  ensuite  la  valeur  moyenne  entre  les  deux 
résultats,  on  reconnaîtra  facilement  que  cette  valeur  moyenne  sera 
positive  dans  le  premier  cas,  nulle  dans  le  deuxième,  négative  dans  le 
troisième.  Ainsi,  en  ayant  égard  au  produit  du  terme  constant  de  la 
proposée  par  le  dernier  terme  de  la  dérivée,  on  pourra  toujours  déter- 
miner le  nombre  et  l'espèce  des  racines  inégales  de  l'équation  donnée 
à  l'aide  de  la  différence  moyenne  entre  le  nombre  des  racines  inégales 
positives  et  le  nombre  des  racines  inégales  négatives  dans  chacune  des 
équations  auxiliaires  en  y  et  s.  Pour  obtenir  cette  différence  moyenne 
relativement  à  l'une  d'elles,  par  exemple  relativement  à  l'équation 
auxiliaire  en  y^  il  semble  d'abord  qu'on  serait  obligé  de  déterminer  la 
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tlifférence  entre  les  nombres  de  racines  inégales  positives  et  négatives  : 
i*"  dans  le  cas  où  Tindéterminée  h  a  de  très  petites  valeurs  positives; 
2**  dans  le  cas  où  A  a  de  très  petites  valeurs  négatives.  Mais  on  arrivera 
au  même  but  si,  après  avoir  formé  les  fonctions  des  coefTicients  de 
l'équation  auxiliaire  en  y  qui  déterminent  la  différence  dont  il  s'agit, 
en  laissant  le  signe  et  la  valeur  de  h  entièrement  arbitraires,  on  sub- 
stitue à  ces  fonctions  les  valeurs  qu'elles  obtiennent  lorsque,  ayant 
développé  chacune  d'elles  suivant  les  puissances  ascendantes  de  h  et 
réduit  le  développement  à  son  premier  terme  vis-à-vis  duquel  tous  les 
autres  doivent  être  négligés,  on  donne  successivement  à  A  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires  et  qu'on  prend  la  moyenne  entre  les  deux 
résultats.  Par  suite,  chacune  des  fonctions  que  l'on  considère  devra 
être  remplacée  par  zéro  si  le  premier  terme  de  son  développement  ren- 
ferme une  puissance  impaire  de  A.  Dans-  le  cas  contraire,  il  faudra  la 
considérer  comme  positive  ou  comme  négative  suivant  que  le  coeffi- 
cient de  ce  premier  terme  sera  lui-même  positif  ou  négatif. 

Nous  venons  d'indiquer  comment  l'emploi  de  l'indéterminée  A  peut 
servir  à  lever  les  difficultés  que  faisaient  naître  les  racines  égales  des 
équations  en  y  et  5,  c'est-à-dire  des  équations  auxiliaires  du  degré  n  —  \. 
L'introduction  de  plusieurs  autres  indéterminées  A',  A",  . . .  servirait  di» 
même  à  lever  les  difficultés  qui  peuvent  résulter  de  l'égalité  de  quelques 
racines  dans  les  équations  auxiliaires  des  degrés 

n  —  a,     n  —  3,     . . . , 

et,  à  l'aide  de  cet  artifice,  on  finirait  par  déterminer  dans  tous  les  cas 
possibles  le  nombre  et  l'espèce  des  racines  de  l'équation  donnée.  Il  est 
bon  toutefois  d'4)bserver  que,  si  plusieurs  de  ces  racines  sont  égales 
entre  elles,  on  obtiendra  seulement  de  cette  manière  le  nombre  des 
racines  inégales  positives  et  le  nombre  des  racines  inégales  négatives, 
c'est-à-dire  le  nombre  des  quantités  réelles  essentiellement  diflerentes 
de  valeur  ou  de  signe  qui  satisfont  à  la  proposée. 

La  méthode  précédente  se  réduit,  comme  on  le  voit,  à  remplacer 
dans  les  deux  produits 
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le  dernier  facteur  X"  =  /"(x)  par 

eVst-h-dire  a  substituer  dans/"(j7),  à  l'abscisse  du  sommet  que  Ton 
considère,  l'abscisse  x±  h  d'un  point  de  la  parabole  très  rapproché  de 
ce  même  sommet.  Cette  nouvelle  méthode,  sans  exiger  comme  ia  pre- 
mière un  examen  préalable  de  tous  les  cas  particuliers,  a  néanmoins 
le  désavantage  de  compliquer  extrêmement  les  calculs  par  l'admission 
de  quantités  arbitraires  dans  les  équations  auxiliaires  des  divers  degrés. 
On  évite  cet  inconvénient  en  suivant  une  troisième  méthode  dont  je  vais 
rendre  compte. 

55  VI.  Dans  cette  troisième  méthode,  comme  dans  la  première,  je 
supposerai  l'équation  donnée"  préparée  de  manière  qu'elle  n'ait  pas  de 
racines  égales  entre  elles  ou  à  zéro.  Cette  préparation  faite,  on  lèvera 
facilement  tous  les  obstacles  à  l'aide  des  considérations  suivantes  : 

Si  les  équations  auxiliaires  n'avaient  pas  de  racines  égales  entre  elles 
ou  h  zéro,  elles  serviraient  immédiatement,  comme  on  l'a  déjà  fait  voir, 
à  déterminer  le  nombre  et  l'espèce  des  racines  réelles  de  la  proposée; 
mais  si  le  contraire  a  lieu,  pour  ramener  ce  second  cas  au  premier,  il 
faudra  détruire  l'égalité  dont  il  s'agit  en  substituant  aux  sommets  de 
la  courbe  d'autres  points  très  rapprochés  de  ces  mêmes  sommets.  Il 
existe  deux  manières  différentes  d'opérer  cette  substitution.  La  pre- 
mière consiste  à  remplacer  un  quelconque  des  sommets  par  un  autre 
point  très  voisin  de  ce  sommet  et  pris  sur  la  courbe  que  l'on  considère. 
La  seconde  consiste  à  remplacer  la  courbe  elle-même  par  une  autre 
courbe  très  voisine  et  à  substituer  les  sommets  de  cette  dernière  à 
reux  de  la  courbe  donnée.  Pour  effectuer  la  première  substitution  il 
suffit  d'augmenter  les  abscisses  des  sommets  de  quantités  indétermi- 
nées supposées  très  petites.  Pour  effectuer  la  seconde,  il  faut  augmenter 
de  quantités  très  petites  les  coefficients  de  l'équation  proposée  dont 
les  valeurs  respectives  déterminent  la  nature  de  la  courbe.  Le  premier 
moyen  coïncide  avec  la  seconde  des  deux  méthodes  précédentes  et  rend 
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très  pénible,  comme  on  Ta  remarqué,  la  formation  des  équations  auxi- 
liaires. Le  second  n'a  pas  cet  inconvénient  et  il  conduit  facilement  à 
la  solution  du  problème  proposé  dans  tous  les  cas  possibles. 

En  effet,  lorsqu'on  augmente  de  quantités  très  petites  mais  arbi- 
traires les  coefficients  de  l'équation  donnée,  on  détruit  les  relations 
qui  existaient  entre  ces  coefficients  et  en  vertu  desquelles  les  racines 
des  diverses  équations  auxiliaires  pouvaient  devenir  nulles  ou  égales 
entre  elles.  Par  suite,  les  fonctions  des  coefficients  qui  étaient  destinées 
en  général  à  déterminer  le  nombre  des  racines  de  chaque  espèce  cessent  . 
d'étré  nulles  et  redeviennent  propres  à  la  détermination  dont  il  s'agit. 

Cela  posé,  pour  obtenir  le  nombre  des  racines  positives  et  le  nombre 
des  racines  négatives  d'une  équation  du  degré  «,  dans  le  cas  où  cette 
équation  n'a  pas  de  racines  égales  entre  elles  ou  à  zéro,  il  suffira  de 
former,  par  la  méthode  indiquée  dans  le  deuxième  paragraphe,  2/1  —  i 
fonctions  différentes  des  coefficients  de  cette  équation.  On  substituera 
ensuite  dans  chaque  cas  particulier,  à  la  place  des  coefficients  dont  il 
s'agit,  leurs  valeurs  prises  dans  l'équation  donnée.  Si  celte  substitution 
ne  fait  disparaître  aucune  des  fonctions  que  l'on  considère,  leurs  signes 
détermineront  immédiatement  le  nombre  des  racines  de  chaque  espèce. 
Mais  si  quelques-unes  de  ces  fonctions  s'évanouissent,  on  augmentera 
chacun  des  coefficients  de  l'équation  donnée  d'une  quantité  très  petite, 
mais  arbitraire,  que  l'on  peut  supposer  à  volonté  positive  ou  négative. 
De  plus,  on  assignera  a  ces  mêmes  variations  un  ordre  de  grandeur 
déterminé,  de  telle  manière  qu'on  puisse  toujours  négliger  les  unes  par 
rapport  aux  autres.  Les  fonctions  qui  s'évanouissaient,  éUint  dévelop- 
pées suivant  les  variations  dont  il  s'agit,  pourront  toujours  être  réduites 
à  un  seul  terme  et  toutes  les  difficultés  seront  ainsi  levées.  On  pourra 
même  se  dispenser  de  faire  varier  à  la  fois  tous  les  coefficients;  il  suf- 
fira d'en  faire  varier  un  ou  plusieurs  l'un  après  l'autre  et  l'on  devra 
toujours  s'arrêter  au  moment  où  chacune  des  fonctions  que  l'on  consi- 
dère cessera  de  s'évanouir. 

§  VII.  Quel  que  soit  le  degré  n  de  l'équation  donnée,  il  est  possible 
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(le  former,  comme  on  le  verra  tout  à  l'heure,  plusieurs  systèmes  d'équa- 
tions auxiliaires  qui  jouissent  des  mêmes  propriétés.  II  convient  de 
choisir  le  système  pour  lequel  les  fonctions  qui  déterminent  le  nombre 
et  l'espèce  des  racines  réelles  sont  les  plus  simples  possibles.  Ce  choix 
étant  fait,  il  faut  encore  examiner  si  les  fonctions  dont  il  s'agit  sont 
décomposables  en  facteurs  et  si  quelques-uns  de  ces  facteurs  peuvent 
être  supprimés  sans  inconvénient.  Nous  ferons  à  cet  égard  les  remarques 
suivantes  : 

Les  deux  équations  auxiliaires  du  degré  ai  ~  i ,  que  nous  avons  appris 
h  former  dans  le  deuxième  paragraphe,  ont  respectivement  pour  racines 
des  fonctions  rationnelles  et  entières  des  racines  de  la  dérivée;  mais 
on  peut,  sans  nul  inconvénient,  multiplier  ou  diviser  les  fonctions  dont 
il  s'agit  par  d'autres  fonctions  qui  soient  toujours  positives  quand  les 
racines  de  la  dérivée  sont  réelles.  Pour  faciliter  autant  que  possible  le 
calcul  de  l'élimination,  il  faut  représenter  l'inconnue  de  chaque  équa- 
tion auxiliaire  par  une  fraction  dont  les  deux  termes  soient  des  poly- 
nômes entiers  en  x  choisis  de  telle  manière  que  la  plus  haute  puissance 
de  la  variable  renfermée  dans  ces  deux  polynômes  soit  la  plus  petite 
possible.  L'expérience  m'a  fait  voir  que,  dans  ce  cas,  on  arrivait  encore 
à  des  résultats  plus  simples.  On  satisfera  à  ces  conditions  si  l'on  divise 
par  X^  les  deux  produits 

(|ui  représentaient,  dans  le  paragraphe  H,  les  valeurs  respectives  de  y 
et  s,  ce  qui  revient  à  prendre  pour  inconnue  de  la  première  équation 
auxiliaire  la  fraction 

--xr 

X 

et  pour  inconnue  de  la  seconde  équation  auxiliaire  la  fraction 

X 

Dans  cette  hypothèse,  on  peut  simplifier  de  beaucoup  la  recherche  des 
fonctions  propres  k  déterminer  le  nombre  des  racines  de  chaque  espèce 
h  l'aide  des  théorèmes  suivants  : 


DU  NOMBRE  DES    RACINES  RÉELLES,  ETC.  193 

i®  Étant  donnée  une  équation  quelconque,  si  l'on  substitue  successisfe- 
ment  toutes  ses  racines  dans  le  premier  membre  de  l'équation  dérivée  et 
qu'on  fasse  le  produit  des  résultats,  ce  produit  sera  égal,  à  un  coefficient 
numérique  près,  au  dernier  terme  de  i équation  qui  aurait  pour  racines 
les  carrés  des  différences  entre  celles  de  la  proposée.  Ce  même  produit  sera 
encore  égal  à  celui  qu'on  aurait  trouvé  si  l'on  eût  substitué  successivement 
toutes  les  racines  de  la  dérivée  dans  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion donnée  et  qu'on  eût  multiplié  l'un  ar  l'autre  les  résultats  ainsi 
obtenus. 

2®  Étant  donnée  une  équation  quelconque,  si  l'on  divise  par  le  premier 
membre  de  l'équation  dérivée  une  fonction  entière  de  la  variable  et  si 
Von  ajoute  les  diverses  valeurs  qu'obtient  ce  quotient  lorsqu'on  y  substitue 
successivement  pour  x  les  diverses  racines  de  l'équation  donnée,  la  somme 
de  ces  valeurs  sera  toujours  une  fonction  rationnelle  et  entière  des  coef- 
ficients de  la  proposée. 

3**  Si  l'on  divise  le  premier  membre  de  l'équation  donnée  par  U  pre- 
mier membre  de  l'équation  dérivée  du  second  ordre  et  que  l'on  substitue 
successivement  pour  x  dans  ce  quotient  toutes  les  racines  de  la  dérivée,  la 
somme  des  valeurs  obtenues,  prise  en  signe  contraire,  sera  égale,  à  un 
coefficient  numérique  près,  à  la  somme  des  carrés  des  différences  entre  les 
racines  de  la  proposée. 

4**  Étant  données  deux  équations  tellement  liées  entre  elles  que  les 
racines  de  la  seconde  soient  des  fonctions  rationnelles  quelconques  des 

m 

racines  de  la  première,  si  l'on  forme  respectivement  les  derniers  termes 
des  équations  aux  carrés  des  différences  entre  ces  racines  et  qu'on  divise 
les  deux  termes  obtenus  l'un  par  l'autre,  le  quotient  sera  toujours  un 
carré  parfait. 

Il  suit  (lu  troisième  théorème  que  Tune  des  fonctions  qui  déter- 
minent  le  nombre  des  racines  réelles  est  égale,  quel  que  soit  le  degré 
de  l'équation  donnée,  à  la  somme  des  carrés  des  différences  entre  les 
racines  de  cette  équation.  On  peut  encore,  en  appliquant  à  la  méthode 
précédente  un  artifice  d'analyse  indiqué  par  Eulcr,  déterminer  pour 

OF.wres  de  C,  —  S.  Il,  t.  1.  25 
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tous  les  degrés  une  autre  de  ces  fonctions.  Enfin,  on  prouve  facilement 
que  le  produit  de  toutes  ces  fonctions  doit  toujours  avoir  le  même  signe 
que  le  produit  des  carrés  des  différences  entre  les  racines.  Par  suite, 
sur  les  n  —  i  fonctio'ns  qui  déterminent  le  nombre  des  racines  réelles, 
le  nombre  de  celles  qu'on  sera  obligé  de  former  séparément  pour  un 
degré  donné  se  trouvera  réduit  à  n  —  J^\  on  n'aura  donc  besoin  d'en 
calculer  aucune  en  particulier  pour  les  équations  du  deuxième,  du  troi- 
sième et  du  quatrième  degré;  il  suffira  de  calculer  une  nouvelle  fonc- 
tion pour  le  cinquième  degré,  deux  pour  le  sixième,  etc. 

Quant  aux  fonctions  de  la  seconde  espèce,  c'est-à-dire  à  celles  qui 
déterminent  la  différence  entre  le  nombre  des  racines  positives  et 
négatives  de  la  proposée,  on  peut  en  déttîrminer  une  pour  tous  les 
degrés  possibles  en  ayant  égard  au  deuxième  théorème  et,  de  plus,  on 
prouve  facilement  que  le  produit  de  toutes  ces  fonctions  doit  toujours 
être  affecté  du  même  signe  que  le  produit  des  carrés  des  différences 
entre  les  racines  multiplié  par  le  produit  des  racines  elles-mêmes.  Ces 
dernières  fonctions  sont  les  seules  qu'on  soit  obligé  de  considérer, 
lorsqu'on  veut  savoir  combien  l'équation  donnée  a  de  racines  réelles 
comprises  entre  deux  limites  a  et  p,  car  le  nombre  de  ces  racines 
réelles  est  égal  à  la  quantité  dont  le  nombre  des  fonctions  positives 
diminue  ou  dont  le  nombre  des  fonctions  négatives  augmente  lorsqu'on 
passe  de  la  transformée  en  a?  —  a  a  la  transformée  en  x  —  ^.  Par  suite, 
les  fonctions  de  la  seconde  espèce  suffisent  pour  déterminer  le  nombre 
des  racines  réelles  comprises,  soit  entre  o  et  —  oo,  soit  entre  o  et  -hac, 
c'est-à-dire  le  nombre  total  des  racines  positives  ou  négatives,  en  sorte 
qu'on  peut  toujours  se  passer,  si  l'on  veut,  des  fonctions  de  la  première 
espèce  ou  bien  les  déduire  des  autres. 

Je  joins  ici  la  démonstration  des  théorèmes  ci-dessus  énoncés  et 
plusieurs  développements  relatifs  aux  méthodes  exposées  dans  les 
paragraphes  IV,  V  et  VI  de  la  présente  section.  Pour  plus  de  clarté, 
j'appliquerai  ces  méthodes  à  divers  exemples  et  particulièrement  à  la 
détermination  du  nombre  des  racines  réelles  dans  les  équations  géné- 
rales des  cinq  premiers  degrés. 
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DEUXIEME  SECTION. 

DÉVELOPPEMENTS    ANALYTIQUES. 

Théorème  I.  —  Soient  ç(ic)  =  o,  /(x)  =  o  deux  équations  diffé- 
rentes,  la  première  du  degré  /w,  la  seconde  du  degré  n.  Supposons  que 
l'on  substitue  successivement  dans  le  polynôme  /{x)  toutes  les  racines  de 
l'équation  o(x)  =  o  et  quon  fasse  le  produit  des  résultats;  qu  ensuite 
l'on  substitue  dans  le  polynôme  o(x)  toutes  les  racines  de  l' équation 
/(x)  =  o  et  qu'on  fasse  encore  le  produit  des  résultats.  Les  deux  produits 
ainsi  obtenus  seront  égaux  et  de  même  signe  si  l'un  des  deux  nombres  m 
et  n  est  pair;  ils  seront  égaux  et  de  signes  contraires  si  les  deux  nombres 

m  et  n  sont  tous  deux  impairs. 

• 

Démonstration,  —  En  effet,  soient  respectivement  a,  p,  y,  ...  les 
racines  de  Téquation  ç(a?)  =  o  et  a,  b^  c,  ...  celles  de  l'équation 
f(x)  =  o.  Supposons  de  plus,  à  l'ordinaire,  que  la  plus  haute  puissance 
de  la  variable  dans  chacune  des  fonctions  /(^)  et  <p(a?)  soit  positive 
et  ait  l'unité  pour  coefficient;  on  aura 

/(a:)  -TU  (a?  --  a)  {x  —  ^)  (^  —  c) .  .  .., 

^{x)  —  {x  —  a)  (x  —  ^)  (X  —  y) .  .  . 

et,  par  suite,  les  deux  produits 

/(«)/(P)/(y)..., 

9(rt)9(6)9(c)... 
seront  respectivement  égaux,  le  premier  à 

et  le  second  à 

(a~a)(flr-P)(a  — y)...(6  — «)(/>  — P)...(c  — a).... 

Sous  cette  forme  le  second  produit  a  ses  facteurs  égaux  et  de  signes 
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contraires  à  ceux  du  premier,  et  comme  le  nombre  de  ces  mêmes 
facteurs  est  mn,  on  aura 

/(«)/(?)/(y)...  =  (-i)'"'*?(«)9(^)?(0..., 

ce  qui  vérifie  le  théorème  énoncé. 

Corollaire  L  —  Si  Ton  élimine  x  :  i**  entre  les  équations 

ç>(a7)=io,        ^H-/(jr)=io; 

2**  entre  les  équations 

les  deux  équations  en  y  résultant  de  cette  double  élimination  auront, 
au  signe  prés,  le  même  terme  constant. 

Corollaire  II.  —  Désignons,  en  général,  par/„(j7)  le  polynôme 

nin  —  I  ) 
a?'*  -h  /iflr,  jc'*-'  -h   — «jj?*»-*  -h ...  -h  ««„_,  j?  -h  (in  ; 

fn^x{oo)  désignera  le  polynôme 

X'»"*  -\-{n  —  j)a,Jc'*-*-+- —         a,j?'»-'-f-. . .  -h  (/i  —  i)fl„_t*2P  -K  On-u 

1.2 

et  comme  on  aura,  dans  ce  cas, 
l'équation 

aura  pour  dérivée  la  suivante 

(2)  /«-|(^)"0. 

Si  maintenant  on  désigne  par 
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les  racines  de  Téquation  (i)  et  par 

celles  de  l*équation  (2);  l'un  des  nombres  /?,  /i  —  i  étant  nécessaire- 
ment pair,  on  aura,  en  vertu  du  théorème  précédent, 

ce  qui  vérifie  la  seconde  partie  du  premier  théorème  énoncé  dans  le 
paragraphe  VII  de  la  section  précédente. 

Théorème  II.   —    Conservons  la  même  notation  que  dans  le  second 
corollaire  du  théorème  précédent;  soient,  en  conséquence, 

/„(.r)  =  o 
r équation  proposée  et,  par  suite, 

sa  dérivée^  Concevons,  de  plus,  que  l'on  forme  une  nouvelle  équation  qui 
ait  pour  racines  les  carrés  des  différences  entre  celles  de  la  proposée.  Le 
dernier  terme  de  cette  nouvelle  équation  sera  égal,  à  un  coefficient  numé- 
rique près,  à  chacun  des  produits 

Jni^i)  /t4\^t)  •  •  •fn\^n-\)y      fn—\  (  X|  )  fn—\  (Xt).  .  'fn—\  (  X,,-,  )  fn-\\  ^n  )• 

Démonstration.  —  Le  dernier  terme  de  l'équation  aux  carrés  des 
différences  entre  les  racines  de  la  proposée  sera 


n(/i  — 1 1 


(-1)     «     (X.-X,)'(X,-X,)'...(X„_,-X„)'. 

Ce  même  terme  pourra  être  considéré  comme  formé  par  la  multipli' 
cation  de  n  produits  différents  qui  seront  respectivement 

(X,-X,)(X.-X,)...(X,-X„), 
(X,-X.)(X,-X3)...(X.-X„), 


(  ^n        ^l  )  (  X«         ^î)  •  •  •(  ^n         '^ti-  1  )î 
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d'ailleurs,  le  premier  de  ces  produits  est  égal  à 

/«(X,)  =  /l/n-,(X,), 

le  deuxième  à 

/;(x,)  — /i/«_,(x,). 


le  dernier  à 

Le  dernier  terme  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  entre  les 
racines  de  la  proposée  pourra  donc  être  représenté  par 

/i''/„^,(Xi)/«_,(X,).../„_,(X«). 
Ce  dernier  terme  sera  donc  égal  à  chacun  des  produits 

//i-l(X,)/„-,(X,).  ../;,-, (X«),      /n{^\)  fni^t)'  '  '/n(^n-\) 

multiplié  par  le  coefficient  numérique  /?'*,  ce  qui  vérifie  en  totalité  le 
premier  théorème  énoncé  dans  le  paragraphe  VII  de  la  précédente 
section. 

Corollaire  L  —  Soit  toujours  f^(^x)  =  o  Féquation  proposée.  Pour 
obtenir  le  dernier  ferme  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  entre 
les  racines  de  celle-ci,  il  suffira  d'éliminer  a:  entre  les  deux  équations 

et  de  multiplier  ensuite  le  dernier  terme  de  l'équation  résultante  par/i". 
On  obtiendrait  encore,  mais  à  un  Coefficient  numérique  près,  le  terme 
dont  il  s'agit  si  l'on  cherchait  la  condition  nécessaire  pour  que  les 
deux  équations 

/„(:c)  — o,         //,-i(^)--o 

puissent  être  en  même  temps  satisfaites. 

Problèaie  I.  —  Étant  donnée  une  équation  quelconque  du  degré  n, 
ironiser  le  dernier  terme  de  Inéquation  qui  aurait  pour  racines  les  carrés 
des  dijférences  entre  celles  de  la  proposée. 
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Solution.  —  Soit  toujours 

OU 


,       nin  —  I ) 

1.2 


l'équation  proposée.  On  commencera  par  éliminer  x  entre  les  deux 
équations 

et  l'on  obtiendra  par  ce  moyen  une  fonction  des  coefficients 

qui  sera  nulle  toutes  les  fois  que  les  deux  équations  précédentes  seront 
en  même  temps  satisfaites.  Désignons  par  B,,  la  fonction  dont  il  s'agit 
et  par  A„  le  dernier  terme  cherché.  Les  deux  quantités  A^,,  B«  seront 
égales  à  un  coefficient  numérique  près;  et  si  l'on  désigne  par  X  ce 
coefficient,  on  aura 

Cette  dernière  équation  devant  être  satisfaite,  quels  que  soient  les 
coefficients  a,,  «a,  ...,  a„  de  l'équation  donnée,  aura  encore  lieu,  si 
l'on  suppose 

Supposons  que,  dans  ce  cas,  B,t  se  change  en  p.  Dans  la  même 
hypothèse,  on  aura  évidemment 

A„=:  /i«. 

En  effet,  les  deux  équations 

fn-\{x)  =  O,  7  -H  fn{x)  —  O 

devenant  alors 

l'équation  en  j,  résultant  de  l'élimination  de  x  entre  les  deux  précé- 
dentes, sera 

et,  le  dernier  terme  de  cette  équation  étant  égal  à  -h  i,  en  le  multi- 
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pliant  par  /i"  on  aura 


Par  suite,  on  tcouvera 


et  Ton  aura,  en  général. 


A„=/i«. 


A     —  «     ^^ 

An  _  /i„  -^ , 


P  étant  ce  que  devient  B^  quand  on  y  suppose  à  la  fois 


<ïj  =  0,  a|=o,  •••»  ^n-l^=^0,  ûr„=:I. 


Corollaire  /.  —  Au  lieu  d'éliminer  a?  entre  les  deux  équations 

/«(x)i=o,        /„_i(x)==o, 

on  peut  l'éliminer  entre  les  deux  suivantes 

/„(a:  —  a,  )  r=  o,        /„_,(a?  —  «i  )  =  o, 

et  il  est  clair  que,  dans  les  deux  cas,  on  doit  arriver  à  la  mçme  équa- 
tion de  condition.  D'ailleurs,  si  l'on  fait,  en  général. 


on  aura 


..♦., 

/n*'(—  «l)       =  «(<l  —  l).  .  .3.2.1.^0- 
De  plus,  comme  on  a 

^1  =  /i  (—  «1  )  —  —  fli  H-  a,  =  o,        ^0  ==  I , 

les  deux  dernières  équations  se  réduiront  à 
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Cela  posé,  on  aura,  par  le  théorème  de  Taylor, 

/„{ar  -  at)  -  x» -h  "^  "  ~ 'h^x"   ' 

n(n~i){n-  2)  .      ^   ^  n 

H 5 '  b^x'^-^-'r...^  -b„   pr-H^„, 

J  .  '2  .  O  I 

/,.,.(^-«.)--..r''-'-4-^"--'^^"-^>fr..r"-3 


I  .2.3 


et,  par  suite, 


/„ (  J7  —  «1  )  —  j?  /„_  ,  (  j:  —  a,  ) 
=  (/!  — i) 


13  1.2  6. 


Si  l'on  fait,  pour  abréger. 


4-(/i  — 2)— ^^d:--+- 

^  /*  —  2 


et 

on  trouvera 

« 
I  1.2 

-^  (w  —  2)c„_îa?  -+-  c„- ,. 

Enfin  il  est  aisé  de  voir  que  Télimination  de  la  variable  x  entre  les 
deux  équations 

doit  conduire  au  même  résultat  que  celle  de  la  même  variable  entre  les 
deux  équations 

On  obtiendra  donc  l'équation  de  condition  cherchée  si  l'on  élimine  œ 

OEuvret  de  T.  —  S.  II,  t.  1.  26 
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orUre  les  doux  suivantes 

(H)  !  '-^ 

H {n  —  .>)r„..,ar-+-(/i  — a)c«_j— o, 

c,x«   «-f.  _— c,^«-»4-- ^-^^ ^6',.r«   *-h... 

''"  i 

Si  Ton  désigne  par  B«--  o  cetlo  équation  de  condition  et  par  ^  ce 
que  devient  B^  lorsqu'on  suppose 

n'^-^  représentera  le  dernier  terme  de  Téquation  aux  carrés  des  diffé- 

r 

renées  entre  les  racines  de  la  proposée. 

Premier  exemple.  -  Supposons  Téquation  donnée  du  deuxième  degré 
et  soit/2(a)  —  o  ou  x^ -h  2a, a?  4- a.^  =  o  cette  même  équation.  Si  Ton 
fait  comme  ci-dessus 

/r(-~«i )  —  '>»■-  {r^  i)cv-i, 

on  aura 

De  plus,  les  équations  (3)  et  (4)  se  réduiront  a 

(3)  X-  i), 

(  4  )  c,  —  o. 

La  dernière  de  ces  deux  équations,  étant  indépendante  de  x^  sera  <»lle- 
méme  l'équation  de  condition  cherchée.  On  pourra  donc  supposer 

B,=  c,  =  «j  — aj,        (3  1=1 

et,  par  suite,  le  dernier  terme  de  l'équation  aux  carrés  des  différences 
entre  les  racines  de  la  proposée  sera 
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Deuxième  exemple.  —  Supposons  réquation  donnécx  du  troisiènu» 

degré  et  soit/3(a:)  =  o  on  x^  -^Za^x'  -^'ia^x  -{-  a^-=  o  cette  même 

équation;  on  aura 

^r    /t(--«i)  =  «t  — «î, 

De  plus,  les  équations  (3)  et  (4)  se  réduiront  à 

(  3  )  x'  -+-  c,  --  o, 

(4)  .  t|a-  -+-C, i-o. 

Si  l'on  élimine  x  entre  ces  deux  dernières  équations,  on  obtiendra 
l'équation  de  condition  suivante 

cj  4-  cj  r-  o. 
On  pourra  donc  supposer 

D'ailleurs,  si  l'on  fait 

on  aura 

I 


Par  suite, 


^=^.^ 


2 


et  le  dernier  terme  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  entre  les 
racines  de  la  proposée  sera 

Troisième  exemple.  —  Supposons  l'équation  donnée  du  quatrième 
degré  et  soit  f,^(^x)-—o  ou  x" -^  !\a^x^ -^iSa,,x' -\' /\a^x -\' a^  —  o 
cette  même  équation;  on  aura 

2c,=:./,(— a,)  — ûf,— 3a,ûr,4- aaj, 
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De  plus,  les  équations  (3)  et  (/|)  deviendront  respectivement 

(3)  ^'-+- 3C|J:h- ac,  =  o, 

(4)  C,X*-t- 2C,J7-h      C3—O, 

Si  Ton  désigne  para;,,  a?^,  x^  les  trois  racines  de  Téquation  (3)  et 
par  83  =  0  l'équation  de  condition  cherchée,  on  aura 

B^~(CiX]  -h  2C,J?, -hCj)  (c,xj  -h  2c,J7,-hc,)(rixJ  -h  acj^j-i-Cj). 

D'ailleurs  si  l'on  fait,  pour  abréger. 


on  aura 


Par  suite,  la  valeur  précédente  de  83  sera  égale  au  produit  des  six  fac- 
teurs 

1  1  t 

c,  a:,  -H  c,  -h  /s      C,  a^i  -h  C,  -h  /*,      C, ^s  -+-  C,  -h  /*, 

X  1  i 

divisé  par  c].  Le  produit  des  trois  premiers  facteurs  est,  en  vertu  de 
l'équation  (3),  égal  à 

(c, -H /*) V  3 c}  (c,  4- /O  -  2 cj  c, 
De  même,  le  produit  des  trois  autres  facteurs  sera 


c,(cî  +  cî)-+-3c,/-/[3(c;  +  cî)+/]. 


On  aura  donc 


y^  .  .  [cAc\  -+-  C?)  -H  3c,/r-  /[3(c;  -+-  c?)  4-  /r 


5  ~  '  /.» 

^1 


ou,  si  l'on  fait 


cl-hc]  =  g, 


Ij  _c*(,--H3/)'-/(3^-h/r 


3 —  ^3 

^1 


^,.U-^3/)»--/(3..^/)»_^^„^3^^.^(^^/)»_^^^3^^,^ 


CJ  ^  .  ^  c< 


DU  NOMBRE  DES  RACINES  RÉELLES,  ETC.  205 

Si  l'on  restitue  à  la  place  des  quantités  /  et  g  leurs  valeurb' 


cj  — c,Cj        et        c\-^c\f 


on  trouvera 


a 


^ ^  z=c;-i-c„        ^H-  3/— 4c|  — 3c,C5-Hc* 


c 


1 


et,  par  suite, 
Si  Ton  suppose  dans  cette  dernière  équation 

a|  =  0,  ûTjrrO,  flf,rzO,  a^zzrl, 

on  aura 

I 

c,  =  O,  c,  =  O,  c,  =  Tz 


et,  par  conséquent, 


I 


?  —  ôj 


3' 


Par  suite,  le  dernier  terme  de  l'équation  aux  carrés  des  diflérences 
entre  les  racines  de  la  proposée  sera 

Corollaire  IL  —  Désignons,  en  général,  par  K„  le  produit  des  diverses 
valeurs  que  reçoit  la  fonction  /«-.^(a?)  lorsqu'on  y  substitue  successi- 
vement pour  X  les  diverses  racines  de  l'équation 

et  par  x  ce  que  devient  K„  quand  on  y  fait 

On  pourra,  dans  l'équation 

supposer 

B„r=K,i,        p  -  -  X, 

D'ailleurs,  si  l'on  fait 
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on  aura  évidemment 


c,     -  (), 


c*  -.  o, 


•  •  •  f 


c»    J    "O, 


^^  «-^7.'-,' 


fn   i('''  — «i)    -/«   i('')  -  r«   »,         i;  ,(^)      r«-,= 


n  —  I 


et,  par  suite. 


On  aura  donc  aussi 


(/«  ~i) 


M      1 


X 


On  peut  vérifier  cette  dernière  équation  sur  chacun  dejj  exemples 
rapportés  ci-dessus.  Si  Ton  fait  successivement 


n  —  a, 


/*  i-z  3, 


/i    =i 


n  —:  D, 


on  trouvera 


\.      l'a'K,, 

K. 

A,    .î«3'K„ 

K, 

Ak  --3'4'K., 

K. 

V»-.?5'K., 

K. 

I» 


-  c^.-^c 


î> 


(<^;-*-ei)*-(4cî  — 3c,c,4-cî)«, 

c\  —  4.  i5c,c,cj 

6cJ(i5c,cî  -h  \ioc\c\  —  45cjcj-h  45cîcj 

4ct(3i5cîc,cî -h  i6oc}c} 

—  iSjCjcJ  —  945c,  cjcj—  270c}  c,c, 
-+-  243c*  —  SiocJcJ  -H243oc,c}cJ 
-h  6750*0*  —  \i\ùc\c\  —  45oc}cJcJ, 


36rJ) 


.|32rî) 


A^,  A3,  Aj,  A^  désignent  ici  les  derniers  termes  des  équations  aux 
carrés  des  différences  entre  les  racines  des  équations  suivantes 


»/ 


.s 


.r' 


4^1^' 


UCT,  j"' 


4-  «j-     0, 
ioa,x* 


a 


3  - 


o, 


4^3.r  -h  «4  —  o, 
lOrta-r'-h  5«k.r  -H  ^/j 


-  o, 


.a-U 
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ot  Ton  a  de  plus 

3cs=a4  —  4«i«s-+-   6«*flr, —  3ûfJ, 

4c4=i  rtTs —  5rt,a4-i-  loaja, —  loaja, -f-  4^î> 
•  •••• .•••..•  ...••••• t. ..  •■••..•• 

Si  les  équations  données  n'avaient  pas  de  second  terme  ou  si  Ton 
supposait  a,  =  o,  on  trouverait  simplement 

I  _  I  I 

Cl — .  rtj,  Cj —  T  Ût3,  Cj —  -ô^ij  C* —  7^5»  •••• 

à  o  4 

Théorème  IH.  —  Supposons  que  l'on  garde  la  même  notation  que  dans 
le  théorème  IL  Soit  toujours 

r équation  donnée.  Soient  X,,  X^,  . . .,  XnSes  différentes  racines  et 

réqucUiondéris^ée.  Enfin  désignons  par  (^(^x)  une  nouvelle  fonction  ration- 
nelle et  entière  de  la  variable  x.  La  somme  suivante 

<p(X,)  9(X2)      ^        ^    .?(X„) 


sera  nécessairement  une  fonction  rationnelle  et  entière  des  coefficients  de 
la  proposée. 

Démonstration,  —  Supposons,  à  l'ordinaire, 

et  soit,  de  plus. 

Enfin,  désignons  par  N  la  somme  clierchée.  Si  Ton  réduit  au  même 
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dénominateur  toutes  les  fractions  dont  cette  somme  se  compose,  le 
dénominateur  commun,  multiplié  par/j",  sera,  en  vertu  du  théorème  H, 

é^al  h 

«  « — 1 1 


(-1)     »     iX,-X,)«(\|  — X,)«...(X„-,-X„)*. 

De  plus,  si  Ton  fait  usage  de  la  notation  adoptée  dans  l'un  des  pré- 
cédents Mémoires  {voir  p.  qÎ),  on  aura 

(X.-x,)(X,-X3)...(X«  ,-x„)--:S(:i2X?-»x;-«...x;;) 

et,  par  suite,  le  dénominateur  commun  de  toutes  les  fractions  sera 
représenté  par 


n  •  n  -   1 1 


(-1)     «     -[S(±X?-«Xr...XJ)]*. 

Quant  au  numérateur  de  la  première  fraction,  il  deviendra  égal  ii 

9(  X,)/,i_,(X,)/„_i(X,). .  ./„_t(X|,). 

D'ailleurs,  le  produit/,  .,(Xa)/,-.|(X3).../,_,(X„),  multiplié  par  /i"  ', 
se  trouvera  formé  des  mêmes  facteurs  que  le  dénominateur  commun. 
Seulement,  chacun  des  facteurs 

X|        Aj,      Aj        X3,      •••,      X|        A/i 

n'y  sera  élevé  qu'à  la  première  puissance.  Cela  posé,  on  reconnaîtra 
facilement  que  ce  même  produit  est  décomposable  en  deux  autres,  dont 
Tun,  ayant  pour  facteurs  toutes  les  différences  qu'on  obtient  en  dispo- 
sant les  racines  de  l'équation  donnée  suivant  l'ordre  de  grandeur  de 
leurs  indices  et  retranchant  successivement  de  chacune  d'elles  toutes 
celles  qui  la  précèdent,  peut  être  représenté  par 

(  ^i  —  ^1  )  (  A3         Al  ).  .  .  (  \«         Aj  )  (  Xj —  Xs  ).  .  .(  X«  —  Xn  — 1  ) 

=z^-^I)'■^'=^"~S(±xr^xr^..x^ 

et  dont  l'autre,  ayant  pour  facteurs,  les  mêmes  différences  prises  en 
signe  contraire,  à  l'exception  toutefois  de  celles  qui  renferment  la 


DU  NOMBRE  DES  RACINES  RÉELLES,  ETC.  209 

racine  X,,  pourra  être  désigné  par 

(  \,—  X3)(  X,—  x,)...(X2—  x„)(X3-  X4)...(X«.  ,--x„)  =  S(±  xr  «  xr^..x;;). 

Par  suite,  le  numérateur  de  la  première  fraction  se  trouvera  représenté 
par 

^^,)— .— _;_s(zhxr'x^^..x?J9(\,)S(±:x;^xr^..xî), 

et  la  somme  des  numérateurs  de  toutes  les  fractions  semblables  par 

(- 0^^^^-^-^  S(.±  xr«  x^^ . .  x?j  S[±  9(X,)  S(±  xr*  xr^ .  ^ 

En  divisant  cette  somme  par  le  dénominateur  commun,  on  aura 
pour  la  somme  de  toutes  les  fractions 

__  ,^  sr±:9(x,)S(±  xr»xr»...\;)]^ 

C5V J^l         ^i         ^Vj         .  .  .  A„  ; 

Il  sera  maintenant  facile  d'obtenir  la  valeur  de  N.  EIn  effet,  si  Ton 
remet  pour  ç(X,)  sa  valeur 

a-hpXi  +  yX5 -+-... -h  çx;'-^  -h  i  x;'-»  -+-  fxX'/  -h  v  xr  »  -h  . . . , 

on  trouvera 

s[±9(x,)S(±xrxr^..xî)] 

.-=:  S[±:  («  4-  (3X,  -h  yXJ  -h . . .  -h  ÇXï  *  -h  >.X'/-«  -f-  fJiX«  4-  vX'/^»  -h . .  .  ) 

X  ©(  -^  \j      Xj      .  .  .  X„  )  I 

-^    aS(±xîx;-*x;-^..xî)    -hps(ihxîxr*xr'...x?,) 
-h 

-H c  S(± xï"' x;-»x;;  ^ .  .xj) h- x S(± X'/-» xj-« x^^ . .xj) 

/jlS(±:X?x;-»x;-'...x°)    -f-vS(±xr»xr»xr\..xx) 


Les  premiers  termes  de  la  série  précédente,  jusqu'à  celui  qui  a  ^  pour 
coellîcient,  sont  évidemment  nuls;  car  si  l'on  désigne  par  run  quel- 
conque des  indices  r,  2,  3,  ...,  A^  —  2,  on  aura  toujours 

S(±:x;x;-*Xï-^..xx)-no. 

OEitvrcs  th  C.  —  s.  II,  t.  I.  27 
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Dr  plus,  si  Ton  désigne  par  r  un  nombre  ontior  supérieur  à  /i  —  2, 

l'expression 

sera,  en  vctIu  des  théorèmes  établis  dans  le  Mémoire  déjà  cité  (voir 
p.  1 10),  divisible  par 

C  /  -+-  V  M    I  V  «    «  V  «    »         \  «  \ . 

i»t,  si  Ton  représente  pîir  N^  le  quotient,  on  trouvera 

i^  //  I  '    '  » 

N„..,:^XÎ4-XjH-...4-X,X,4-...-S''(XÎ)H-S'UX,X,)  =  /i»aî----^^^^«,, 

delà  posé,  la  valeur  de  N  précédemment  trouvée  deviendra 

N       /i{>.N«_,  -hfxN„-hv-N«^|-h...)  ^  /i  X  —  ifOii^-h  nlna\ <Tj|v-h..,    . 

Otte  valeur  sera  donc  une  fonction  rationnelle  et  enliére  des  coelFi- 
eients  de  la  proposée,  ce  qui  vérifie  le  second  théorème  du  para- 
graphe VII  de  la  première  seclion. 

Corollaire  /.  —  Si  la  fonction  (^(x)  est,  par  rapport  à  x,  d'un  degré 
inférieur  à  n  --  i,  ou  si  Ton  a  simplement 

la  somme  N  sera  nulle,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  valeurs  de  a, 
?,  Yf  ...,  C  et  l'on  aura  par  suite 


9(X,)      ,      9(X,)      ^  ,      9(X„)     _ 


fn     i(X,)  /„     ,(X,)         ••*  fn     ,(X„) 


O. 


Corollaire  IL  —  Si  l'on  suppose  en  même  temps 
et 
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il  suffira,  pour  déterminer  la  valeur  de  N,  d'avoir  égard  aux  termes 
de  o{x)  qui  renferment  des  puissances  de  x  supérieures  à  n  —  2,  et 
l'on  aura  par  suite 

=  //    /.  —  /iflr, IX -h  ni  na] ^i  1  v  — ...    . 

Corollaire  IIL  —  Soient  toujours  fjx)  =  o  l'équation  proposée, 
f„^y{x)  =  O  sa  dérivée  et  a?|,  x.,,  . . .,  ir„_,  les  racines  de  cette  dernière 
équation.  Si  l'on  fait 

on  aura 

N'=(n  — i)|c  —  (/i  —  i)a,x-f-  (/i  — I)  (/i  — 1)«;—  ^^  ~  ^  «1  jUL— . . .  . 

En  effet,  pour  déduire  la  valeur  de  N'  de  celle  de  N,  il  suffira  évi- 
demment de  changer  n  on  n  —  i  et  de  remplacer  X  par  ^,  (x  par  A, 
V  par  (X,  etc.,  c'est-à-dire  le  coefficient  d'une  puissance  quelconque 
de  X  dans  o(x)  par  le  coefficient  de  la  puissance  immédiatement  infé- 
rieure. 

Corollaire  IV.  —  Si  dans  le  corollaire  précédent  on  suppose 


on  aura 


9(.t:)  -/„(.r), 

n{n  —  \)  . 

Çz= «„  A==/irjr,,         /ji  =  i 


et,  par  suite, 


fni-r,)        .       /,(X,)        .  +_Al^fizlL=:(,,__,)î(a,---aî). 


fn-%{^\)  Jn-li'^i)  jn~i\^n-i) 


On  a  d'ailleurs 


«.=  is»(X.).        a,..^^^^S'.(X.X,), 
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et,  par  suite, 

cr  qui  vérifio  le  théoreine  III  de  la  seetion  préeédente  (paragraphe  VII  ). 

TiiKouÈiME  IV.  —  Soti  toujours  fn{x)  —  i^V équation  proposée.  Soit,  fie 
plus,  '^{x)  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x  et  supposons  que 
r élimination  de  x  entre  les  deux  équations 

donne  pour  résultat  l'équation 

Si  l'on  désigne  par  A„  le  dernier  terme  de  l'équation  aux  carrés  des 
différences  entre  les  racines  de  la  proposée  et  par  a  le  dernier  terme  de 
l'équation  aux  carrés  des  différences  entre  les  racines  de  o(<^)  =^  o  :  le 

quotient  -.—  sera  toujours  un  carré  par/ait. 

Démonstration.  —  Kn  ellet,  soient  X,,  X^,  ...,  X;,  les  racines  de  la 
proposée;  on  aura 

H  <  /i  —  n 

A„      (-•)"   ''"■((X,-X,)(\,-X,)...(X„   ,-X„)J', 


ni  n  —  \) 
{ 


a  -(-I)    ^    ;[^(x,)--d.(\,)][^(\,) -+(X3)i...[.|(\„_.)--^^\jll* 


et,  par  suite, 

+  (X,)~'>(\,)'|(X,)-.i(X,)      ^(X„  ,)  -^(X„)-p 


X,      \.  X.-X; 


^«-1         ^n  J 


D'ailleurs,  le  produit 


'MX,)-4>(X,)  :>(_x,)~_'|(X3_)...iOc„  .)~l(X„_) 

est  évidemment  une  fonction  symétrique  des  racines  de  la  proposée: 
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car  il  ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  échange  entre  elles  ces  mêmes 
racines.  Il  peut  donc  être  remplacé  par  une  fonction  rationnelle  des 

coefficients  de  l'équation  donnée  et,  par  suite,  ^  sera  le  carré  de 
cette  même  fonction. 

Corollaire.  —  Quel  que  soit  le  degré  de  l'équation  donnée,  le  pro- 
duit des  carrés  des  différences  entre  les  racines  de  chacune  des  équa- 
tions auxiliaires  en  y  et  :;  aura  toujours  le  même  signe  que  le  produit 
des  carrés  des  différences  entre  les  racines  de  l'équation  dérivée. 

Problème  II.  —  Déterminer  le  nombre  et  V espèce  de  racines  réelles 
d'une  équation  du  degré  n. 

Solution.  —  Pour  plus  de  commodité,  supposons  ici  que  ni  l'équa- 
tion donnée  ni  aucune  des  équations  auxiliaires  que  l'on  est  obligé 
de  former  n'aient  de  racines  égales  entre  elles  ou  à  zéro.  Soient  tou- 
jours /n(^)  =  o  l'équation  donnée  et/„_,(x)  —  o  sa  dérivée  du  pre- 
mier ordre. 

La  fonction  dérivée  du  second  ordre  de/„(a?),  savoir /^(a:),  sera 
de  même  signe  ({uo  /„_2(x)  et,  par  suite  de  la  méthode  exposée  dans 
le  paragraphe  II  de  la  première  section,  il  suffira,  pour  obtenir  le 
nombre  des  racines  réelles  de  la  proposée,  d'éliminer  x  entre  les  deux 
équations 

et  d'ajouter  une  unité  à  la  différence  entre  les  nombres  de  racines 
positives  et  négatives  de  l'équation  en  y  résultant  de  cette  élimination. 
D'ailleurs,  en  vertu  de  la  remarque  faite  plus  loin,  paragraphe  VII, 
on  peut  remplacer  le  produit 

par  la  fraction 

Par  suite,  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  proposée  surpassera 
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(l'une  unité  la  diflercMioo  entre  les  nombres  de  racines  positives  et 
négatives  de  l'équation  en  r  qu'on  obtient  par  l'élimination  de  x  entre 
les  deux  suivantes  : 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  entre  les  deux  suivantes  : 

De  plus,  si  r.on  fait  usage  de  la  notation  adoptée  ci-dessus  (t^oir  le 
problème  I,  corollaire  I),  on  aura 

et,  par  conséquent,  si  l'on  suppose  /„_,(>  — a,)  =0,  on  aura  sim- 
plement 

On  pourra  donc,  en  faisant  abstraction  du  facteur  numérique  /i  —  i, 
remplacer  la  fonction /,/r  —  fï,)  par  |n-a(r);  d'où  il  suit  que,  pour 
obtenir  l'équation  auxiliaire  en  y,  on  pourra  se  contenter  d'éliminer  jt 
entre  les  deux  suivantes  : 

yU  2(*^)-+-/«  i(''--«i)  — o,      /«- i(.r  — «,)---- o. 

De  même,  pour  obtenir  l'équation  auxiliaire  en  5,  il  suffira  d'éliminer  j:- 
entre  les  deux  qui  suivent  : 

■ 

Les  deux  équations  auxiliaires  en  v  et  z  étant  ainsi  formées,  si 
l'on  détermine  pour  cbacune  d'elles  la  différence  entre  le  nombre  des 
racines  positivc»s  et  le  nombre  des  racines  négatives,  la  première  des 
deux  différences  obtenues  sera  inférieure  d'une  unité  au  nombre  des 
racines  réelles  de  la  proposée  et  la  seconde  sera  inférieure  ou  supé- 
rieure d'une  unité  à  l'excès  du  nombre  des  racines  positives  sur  le 
nombre  des  racines  négatives,  suivant  que  le  produit  ^^-ja^  sera 
négatif  ou  positif. 
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En  appliquant  aux  équations  auxiliaires  les  mêmes  raisonnements 
qu'a  la  proposée  elle-même,  on  finira  par  obtenir  les  fonctions  des 
coefficients 

qui  déterminent  le  nombre  et  l'espèce  des  racines  réelles  de  l'équation 
donnée. 

Premier  exemple.  —  Supposons  l'équation  donnée  du  second  degré 
et  soit 

X^  -f-  2  OTi  JF  -h  flTj  I--  O 

cette  même  équation.  Si  l'on  fait  comme  ci-dessus  (problème  I) 

Cj  —  rt, —  a}, 

on  aura 

Ainsi,  pour  obtenir  les  équations  en  y  et  :;,  il  suffira  d'éliminer  x  : 
i^  entre  les  deux  équations 

2®  entre  les  deux  équations 

Cl  5  -+-  J7  —  «1  m  O,  JC  z=  O. 

Les  équations  auxiliaires  en  j  et  5  seront  donc  respectivement 

y -\ —  o,         z ^=0. 


c,  '  c, 


Par  suite,  la  différence  entre  les  nombres  de  racines  positives  et  néga- 
tives sera,  pour  l'équation  en  j,  -h  i  si  —  ou  c,  est  négatif  et  —  i  dans 
le  cas  contraire.  La  même  différence,  pour  l'équation  en  z,  sera  -h  i 
si  ^  ou  a^c^  est  positif  et  —  i  dans  le  cas  contraire.  De  plus,  si  l'on 

veut  passer  de  l'équation  en  5  à  la  proposée,  il  faudra  augmenter  ou 
diminuer  la  derhière  différence  d'une  unité,  suivant  que  le  produit 
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^,«2  sera  négatif  ou  positif.  Cela  posé,  si  l'on  eonvient  de  remplacer 
constamment  par  -h  i  les  fonctions  des  coefficients  de  la  proposée,  qui 
obtiennent  des  valeurs  positiv(»s,  et  par  —  i  celles  qui  obtiennent  des 
valeurs  négatives,  on  aura,  pour  déterminer  le  nombre  et  l'espèce  des 
racines  réelles  de  Téquation 

les  quatre  fonctions 

la  somme  des  deux  premières  fonctions  devant  toujours  être,  après  le 
remplacement  dont  il  s'agit,  égale  au  nombre  des  racines  réelles  de 
l'équation  donnée  et  la  somme  des  deux  dernières  a  l'excès  du  nombre 
des  racines  positives  sur  le  nombre  des  racines  négatives. 

Le  nombre  des  racines  réelles  étant  déterminé  par  les  deux  fonc- 
tions I  et  —  c,  —  a,  —  «2  dont  la  première  est  toujours  positive,  il  y 
aura  deux  racines  réelles  si  a]  —  a.j  est  aussi  positive;  il  n'y  en  aura 

point  dans  le  cas  contraire.  Dans  cette  dernière  bypothèse,  a^  sera 

• 

nécessairement  positif  et,  par  suite,  les  deux  fonctions  —a^a.^,  -H^i^i 
seront  de  signes  opposés;  mais,  dans  le  premier  cas,  c,  étant  négatif, 
les  deux  fonctions  —Ota^,  -^«i^i  et,  par  suite,  les  deux  racines  réelles 
de  Téquation  donnée  seront  de  même  signe  ou  de  signes  contraires, 
suivant  que  a,^  sera  positif  ou  négatif.  Enfin  ces  racines,  supposées  de 
même  signe,  seront  toutes  deux  positives  si  a,  est  négatif  et  négatives 
dans  le  cas  contraire. 

Second  exemple.  —  Supposons  l'équation  donnée  du  troisième  degré 
et  soit 

cette  même  équation;  on  aura,  dans  le  cas  présent,  n  --  3,  et  si  Ton 
fait,  comme  dans  le  problème  I, 

on  trouvera 
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Par  suites  pour  obtenir  les  équations  auxiliaires  en  y  et  z,  il  sufllra 
d'éliminer  x  :  i**  entre  les  deux  équations 

!î^  entre  les  deux  équations 


On  tire  de  la  prenriiére 


De  plus,  si  dans  l'équation 

-«(C,  j;  +  Cj)  -h  J7* —  rt,  jr  z=  O 

on  remplace  x^  par  —  c,,  on  en  déduira 

j;i=  — î— . 

Si  Ton  substitue  successivement  les  deux  valeurs  précédentes  de  x 
dans  Téquation 

J7--hCj=0, 

on  aura  les  deux  équations  suivantes  en  y  et  z 

{c\  H-cJ)s'  —  2C,  («iCj-f-c,):;  4-c,  («J-h  c,  )  =:  o. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  pour  chacune  d'elles  la  différence 
entre  les  nombres  de  racines  positives  et  négatives.  Or  on  a  déjà  tait 
voir  que,  relativement  à  l'équation 

X'-j-  2  rt,  ^  -h  «2  --  O, 

la  même  différence  était  déterminée  par  les  deux  fonctions 
D'ailleurs,  pour  passer  de  cette  dernière  équation  aux  équations  auxi- 

OEttures  de  (\  —  S.  II,  t.  I.  28 
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liaires  en  y  et  z^  il  suflira  évidemment  de  remplacer  les  deux  quan 
tilés  a,  ot  a^ 

1°,  par 

>:'  par 


ac} 

et 

^1 

• 

c\  -h  t'î 

cî-ht-r 

—  ac,( 

el 

Ç 

cj  -+-  C'î 

) 

cj  -+-  c\ 

antilé 

«î 

«t 

(|ui,  relativement  i)  l'équation 

J-' -h  2^1  X -I- flfj  —  O, 

représentait  le  quart  du  carré  de  la  différence  entre  les  deux  racines, 
rlle  devra  être  remplacée  par  la  même  fonction  des  racines  des  équa- 
tions auxiliaires  en  y  et  z\  et,  par  suite,  en  vertu  du  théorème  IV,  on 
pourra  lui  substituer  immédiatement  le  quart  du  carré  de  la  différence 
entre  les  racines  de  l'équation 

x^-\-  c,  --  o, 

r'est-à-dire  la  quantité  —  c,.  Cela  posé,  si  l'on  fait  abstraction  des 
facteurs  carrés  qui  n'ont  aucune  influence  sur  les  signes  et  que  l'on 
rliange  les  diviseurs  en  multiplicateurs,  les  deux  fonctions 

se  trouveront  remplacées,  pour  l'équation  auxiliaire  en  j,  par 

<*t,  pour  l'équation  auxiliaire  en  5,  par 

Il  est  aisé  d'en  conclure  que  le  nombre  et  l'espèce  des  racines  réelles 
de  l'équation 

x'  -h  3  ^t  x'  -h  3  a, .r  -h  a,  =  o 
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seront  déterminés  par  les  six  fonctions 

Lorsque  dans  chaque  cas  particulier  on  aura  remplacé  celles  des 
fonctions  précédentes  qui  seront  positives  par  -f-  i  et  celles  qui  seront 
négatives  par  —  î,  la  somme  des  trois  premières  donnera  le  nombre 
des  racines  réelles  de  la  proposée  et  la  somme  des  trois  dernières  la 
différence  entre  les  nombres  de  racines  positives  et  négatives. 

Il  est  bon  de  remarquer  qu'à  la  fonction  a,c, -hc^  on  peut  substituer 

en  sorte  que  les  trois  fonctions  qui  déterminent  la  différence  entre  le 
nombre  des  racines  positives  et  le  nombre  des  racines  négatives  peuvent 
être  présentées  sous  la  forme  suivante  : 

Des  trois  fonctions 

qui  déterminent  le  nombre  des  racines  réelles,  la  première,  i ,  est  tou- 
jours essentiellement  positive.  De  plus,  les  deux  autres  ne  peuvent 
être  à  la  Cois  négatives;  car,  si  la  deuxième  est  négative,  la  troisième 
sera  évidemment  positive.  Enfin,  le  produit  des  deux  dernières  fonc- 
tions étant  égal  à  — ^?(^2"^"^')»  ^^  produit  sera  négatif  et  les  deux 
fonctions  de  signes  contraires  si  ^^"^^1  ^^^  positif;  le  même  produit 
sera  positif  et,  par  suite,  les  deux  fonctions  seront  positives  si  c^-h^,  est 
négatif.  Dans  le  premier  cas,  l'équation  donnée  n'aura  qu'une  racine 
réelle;  dans  le  second,  elle  en  aura  trois. 

La  quantité  cl-hc],  qui  suffit  en  général  pour  déterminer  le  nombre 
des  racines  réelles,  représente,  comme  on  l'a  fait  voir  ci-dessus,  le 
dernier  terme  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  entre  les  racines 
de  la  proposée  divisé  par  le  carré  de  2  et  le  cube  de  3. 

Corollaire  /.  —  On  voit,  par  les  exemples  précédents,  comment  le 
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noilibro  et  rospecc  dos  rarinos  titIIos  d'une  équation  donnée  du  degré  n 
se  trouvent  déterminés  à  l'aide  de  plusieurs  fonctions  des  eoeflieients 
de  eette  équation. 

Les  premières  fonctions,  ou  celles  qui  déterminent  le  nombre  des 
racines  réelles,  sont  en  nombre  égal  a  n.  Les  autres,  qui  déterminent 
la  dillérence  entre  le  nombre  des  racines  positives  et  le  nombre  des 
racines  négatives,  sont  encore  en  nombre  égal  à  //.  Le  nombre  total 
des  fonctions  que  Ton  considère  est  donc  égal  à  2/î.  Mais,  comme  la 
pHMuière  de  c<»s  fonctions  est  toujours  égale  à  l'unité,  le  nombre  de 
celles  qui  varient  avec  les  coelticients  est  seulement  égal  à  2/i  —  i,  ce 
(|ui  s'accorde  avec  le  deuxième  paragrapbe  de  la  première  section. 

Corollaire  IL  —  Après  l'unité,  la  première  des  fonctions  qui  déter- 
minent le  nombre  des  racines  réelles  a  été  trouvée,  pour  le  deuxième 
et  le  troisième  degré,  égale  à  —  c,.  Cette  fonction  reste  la  même,  quel 
que  soit  le  degré  de  l'équation  proposée.  En  effet,  elle  est  égale  et  do 
signe  contraire  au  produit  des  deux  derniers  termes  de  l'équation  en  v; 
mais  le  produit  de  ces  deux  termes  peut  être  remplacé  par  leur  quotient 
ou  par 


et,  en  Vertu  du  théorème  III,  ce  même  quotient,  pris  en  signe  contraire, 
est,  à  un  coefficient  numérique  près,  égal  à 

^î  — flr,  — —c, 

ou  encore  à  la  somme  des  carrés  des  différences  entre  les  racines  de  la 
proposée. 

Corollaire  IIL  —  Dans  les  exemples  que  nous  venons  de  parcourir, 
le  produit  des  fonctions  qui  déterminent  le  nombre  des  racines  réelles 
a  toujours  le  même  signe  que  le  produit  des  carrés  des  différences 
entre  les  racines  de  l'équation  donnée.  Cette  proposition  reste  vraie, 
quel  que  soit  le  degré  de  l'équation   que  l'on  considère.  En  effet. 
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chacune  (les  fonctions  négatives  indiquant  un  couple  de  racines  ima- 
jçinaires,  le  nombre  des  fonctions  négatives  sera  pair  ou  impair  et, 
par  suite,  le  produit  de  toutes  les  fonctions  cherchées  sera  positif 
ou  négatif,  suivant  que  les  couples  de  racines  imaginaires  seront  en 
nombre  pair  ou  en  nombre  impair,  et  Ton  sait  d'ailleurs  que,  pour 
lever  toute  incertitude  à  cet  égard,  il  suffit  d'examiner  si  le  produit 
des  carrés  des  différences  entre  les  racines  de  la  proposée  est  positif 
ou  négatif. 

Corollaire  IV.  —  Si  l'on  considère  à  la  fois  les  diverses  fonctions  en 
nombre  égal  ii  in  qui  déterminent,  non  seulement  le  nombre  mais 
encore  Tespèce  des  racines  réelles,  on  déterminera  facilement,  par 
l'inspection  de  leurs  signes,  le  nombre  des  racines  positives.  En  effet, 
ce  dernier  nombre  est  égal  à  la  moitié  de  la  somme  faite  du  nombre 
des  racines  réelles  et  de  l'excès  du  nombre  des  racines  positives  sur  le 
nombre  des  racines  négatives.  Par  suite,  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion donnée  seront  positives  si  toutes  les  fonctions  que  l'on  considère 
le  sont  aussi;  mais  chaque  fonction  qui  deviendra  négative  diminuera 
le  nombre  cherché  d'une  unité.  Cela  posé,  il  sera  facile  de  reconnaître, 
par  le  signe  du  produit  de  toutes  les  fonctions,  si  le  nombre  des 
racines  positives  est  pair  ou  impair.  On  voit,  en  effet,  que  ce  nombre 
sera  de  même  espèce  que  le  degré  de  l'équation  donnée  si  les  fonctions 
négatives  sont  en  nombre  pair  ou,  ce  qui  revient  an  même,  si  le  pro- 
duit de  toutes  les  fonctions  est  positif  et  qu'il  sera  d'espèce  différente 
dans  le  cas  contraire.  D'ailleurs,  on  peut  lever  immédiatement  toute 
incertitude  à  cet  égard  en  examinant  si  le  produit  des  racines  de  l'équa- 
tion donnée  est  positif  ou  négatif.  Ainsi,  le  produit  des  diverses  fonc- 
tions qui  déterminent  le  nombre  et  l'espèce  des  racines  réelles  doit 
toujours  avoir  le  même  signe  que  le  produit  des  racines  de  la  proposée  ; 
mais  on  a  prouvé  ci-dessus  que  le  produit  des  fonctions  qui  déterminent 
seulement  le  nombre  des  racines  réelles  avait  toujours  même  signe  que 
le  produit  des  carrés  des  différences  entre  les  racines.  Par  suite,  le 
produit  des  fonctions  qui  déterminent  la  différence  entre  le  nombre 
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dos  racines  positives  et  le  nombre  des  racines  négatives  aura  même 
signe  que  le  produit  des  racines  par  les  carrés  des  différences  entre 
les  racines.  Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  considère  Téquation  générale 
du  troisième  degré 

le  produit  des  racines  élant  alors  égal  à  —  a,  et  le  produit  des  carrés 
des  différences  entre  les  racines  à 

le  produit  des  fonctions  qui  déterminent  la  différence  entre  les  nombres 
de  racines  positives  et  négatives  doit  avoir  même  signe  que  le  suivant  : 

^j(c;-Hcî), 

ce  qui  s'accorde  avec  les  résultats  trouvés  ci-dessus. 

Corollaire  V.  ~  En  suivant  la  méthode  précédente,  on  détermine  le 
nombre  des  racines  réelles  d'une  équation  du  degré  n  au  moyen  de  la 
différence  qui  existe  entre  les  nombres  (Je  racines  positives  et  néga- 
tives dans  une  équation  auxiliaire  du  degré  n  —  \\  mais,  à  l'aide  d'un 
artifice  indiqué  par  Euler  {'i^  partie  du  Calcul  différentiel,  Chap.  XII), 
on  peut  abaisser  d'une  unité  le  degré  de  cette  équation  auxiliaire, 
ainsi  qu'on  va  le  faire  voir. 

PnoBLÈME  III.  —  Réduire  la  recherche  du  nombre  des  racines  réelles 
dans  une  équation  donnée  du  degré  n  à  la  détermination  de  la  différence 
qui  existe  entre  les  nombres  de  racines  positives  et  négatives  dans  une 
équation  du  degré  n  —  i. 

Solution,  —  Conservons  la  même  notation  que  dans  le  problème  pré- 
cédent et  soit  toujours  fn(^)  "=  o  l'équation  proposée.  Ses  racines 
réelles  seront  en  même  nombre  que  les  racines  réelles  de  l'équation 
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ou 

I  .2 

-\ — ;-^  ('*  "~  '^)^/t--»^   +  7  ('*  —  2)C;,_,^  +  (/l  —  I)C«_,  =  O. 

1,2  I 

Si  clans  cette  dernière  on  change  x  en  ->  le  nombre  des  racines  réelles 

restera  encore  le  même.  On  pourra  donc,  à  l'équation  proposée,  sub- 
stituer  la  suivante  : 


I   (/i  — I)C«_,X"+   ^(/l  —  2)C«.,X'»-' 


à       _| 1 i  fn  _  3)c„_,j:'*-»4-.  .  .H ^ -c.JT'-h  i  =  o. 

(  1.2  /     «    •  ^  1.2 

Pour  déduire  celle-ci  de  Téquation  donnée,  il  suHira  d'y  remplacer 


ai  par 


(n--l)Cn- 


1 


(/i~3)c„_ 


3 


ûTj  par , 


a„-t         par 


{n~\)Cn-^ 


enfin 


et 


On-x        Pa*'  Q 


ûf„  par 


(/i  —  i)c«_, 


On  pourra  donc  se  contenter  de  chercher  les  fonctions  de 
qui  déterminent  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation 

(6)     j:»-»-  /iajj:'*-*H ^^ ■  a,x«-*4-.  .  .H ^^ ^rt„_ja-'-|- r/„:-z  o, 

1      ■    ^  \      m     A 

« 

pourvu  qu'ensuite  l'on  effectue  les  substitutions  que  nous  venon 
d'indiquer. 
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Pour  ol)lniir  Téqualion  (6)  il  suffit  de  fairo  n^.,  =  o  dans  l'équa- 
tion fçénéralo  du  doj^ré  n,  savoir /«(a:)  =  o.  Par  suite,  pour  obtenir 
IVquation  auxiliaire  en  v  qui  doit  ser\ir  à  délerminer  le  nombre  des 
racines  réelles  de  Féquation  (6),  il  suflit  de  supposer  a„  ,  — o  dans 
les  deux  fonctions  ci-dessus  désignées  par 

et  d'éliminer  x  entre  les  deux  équations 

Désignons  à  Tordinaire  par  x,,  jr., x„^  les  racines  de  l'équa- 
tion /„^i(x)  —  o.  Comme  on  a  dans  le  cas  présent 


on  pourra  supposer 

:r„_,  — o 

el  alors  a*,,  jt^,  ...»  x,^.^  seront  les  racines  de  l'équation 

(;)  .r'»^»^-  (/i  -  -  i)<i,jr"-»-+-...4-  (/i  —  i)a„_,  —  o. 

De  plus,  comme,  dans  la  supposition  où  .r  =  o,  l'équation 

j//i(.'-)-+-/ii-i(-r)   -  o 
donne» 

v:     -^    », 


l'une  des  racines  de  l'équation  en  y  sera  —  -— >  et  puisque,  dans  la 

recherche  qui  nous  occupe,  cette  racine  doit  être  comptée  pour  -h  i  si 
elle  est  positive  et  pour  —  i  si  elle  est  négative,  on  pourra  la  ranger 
immédiatement  parmi  les  fonctions  qui  déterminent  le  nombre  des 
racines  réelles  de  l'équation  (6)  et  se  contenter  de  calculer  la  did'é- 
rence  entre  les  nombres  de  racines  positives  et  négatives  de  l'équation 
en  y  qu'on  obtient  par  l'élimination  de  la  variable  x  entre  les  deux 
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suivantes  : 


(8) 


Cette  nouvelle  équation  en  y  pourra  être  représentée  par 

Dans  cette  dernière  équation,  les  coefficients  du  premier  et  du  der- 
nier terme  peuvent  être  facilement  déterminés  à  l'aide  du  théorème  II; 
car  ces  mêmes  coefficients  sont  respectivement  égaux  aux  deux  pro- 
duits 

fn{^l)  fn{^t)"  -M^n-t)  fn{^n-x) 

et 

divisés,  le  premier  par/„(a?„_|)  =  ûrt,  et  le  second  par/„_2(a:„_|)  =  a^2- 
On  peut  encore  déterminer  par  le  théorème  III  le  rapport  des  coeffi- 
cients des  deux  derniers  termes  dans  Téquation  (9).  En  effet,  ce  rap- 
port est  égal  à 

Jn~  \K^\)  fn-%  (  ^'î  )  /n-l(^'n-i) 

et  Ton  a  de  plus,  en  vertu  du  théorème  III  (corollaire  IV), 


/n(^l)        ^     /n(^j) 


/ni^n-i)     _ 


/«-l(^l)  //i-îl^2) 


fn-i  (  '^n—2  ) 


—  ,\tfn^^n\—     fni-^n-i). 


=  — (/l  —  l)*(«î—  rt,) 


fn~l{^n—\  ) 


a, 


D'ailleurs,  le  produit  des  deux  derniers  coefficients  de  l'équation  en  y, 
pris  en  signe  contraire,  est  une  des  fonctions  qui  déterminent  le 
nombre  des  racines  réelles  de  la  proposée  et,  comme  le  produit  et  le 
quotient  de  deux  quantités  sont  toujours  affectés  du  même  signe,  le 
rapport  des  deux  derniers  coefficients  de  l'équation  en  y,  pris  négati- 
vement, ou 


an- 


n-2 
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sora  encore  une  des  fonctions  cherchées.  On  connaîtra  donc,  dans 
tous  les  cas  possibles,  deux  des  fonctions  qui  déterminent  le  nombre 
des  racines  réelles  de  Téquation 

l  .'À  1.2 

et  ces  deux  fonctions  seront 


Si,  dans  ces  mêmes  fonctions,  on  remplace 


Oi  par 


(/i  — a)c„^. 


(n  —  3)c^_, 
(tj  par ^       -  f 


«1,-î         par 


a„  par 


(A  — i)c„_, 


(/i  — l)C„-, 


et  qu'après  avoir  changé  les  diviseurs  en  multiplicateurs  on  néglige 
les  facteurs  carrés,  on  obtiendra  les  deux  suivantes 

—  c„     c,!c,[(/i  — 2)*cî_,  — (/i  — i)(/i"3)c«..,c„  ,]-hcî_,î. 

Ces  deux  dernières  fonctions  feront  donc  toujours  partie  de  celles  qui 
déterminent  le  nombre  des  racines  réelles  de  Téquation  donnée 

De  plus,  le  produit  de  toutes  les  fonctions  dont  il  s'agit  doit  tou- 
jours être  de  même  signe  que  le  produit  des  carrés  des  différences 
entre  les  racines  de  la  proposée.  Si  Ton  désigne,  comme  nous  l'avons 
déjà  fait,  par 
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le  dernier  terme  de  Téquation  aux  carrés  des  différences, 


iii/i  — n 


(-0     '     A„ 

sera  le  produit  des  carrés  des  différences  entre  les  racines;  et,  si  Ton 
suppose  déjà  connues,  à  l'exception  d'une  seule,  les  diverses  fonctions 
qui  déterminent  le  nombre  des  racines  réelles,  en  désignant  par  P  le 
produit  de  ces  fonctions,  on  pourra  représenter  la  fonction  qui  reste 
inconnue  par 

n{fi-  I  ) 

(-1)     *     K„\\ 

Ainsi,  à  l'aide  des  considérations  précédentes,  on  déterminera,  pour 
tous  les  degrés  possibles,  trois  des  fonctions  cherchées,  sans  compter 
la  première  de  toutes  qui  est  toujours  l'unité.  L'une  de  ces  trois  fonc- 
tions, représentée  par  —  c,,  est  égale  à 

c'est-à-dire,  à  un  coefficient  numérique  près,  k  la  somme  des  carrés 
des  différences  entre  les  racines  de  la  proposée,  ce  qui  s'accorde  avec 
le  corollaire  II  du  problème  précédent. 

Premier  exemple.  —  Si  l'on  suppose  n  =  i,  les  deux  fonctions 


ii 


suffiront  pour  déterminer  le  nombre  des  racines  réelles. 

Deuxième  exemple.  —  Soit  n  =  3.  11  faudra,  pour  déterminer  le 
nombre  des  racines  réelles,  avoir  égard,  non  seulement  aux  deux 
fonctions  i,  —  cr<,  mais  encore  à  la  fonction 

<^Act [(n  —  2)»cî.,  —  (/i  —  i)  (/i  —  3)c„_,c„.3]  -+-  cj., 


qui,  dans  le  cas  présent,  se  réduit  à 
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Par  suite,  on  aura,  pour  déterminer  le  nombre  des  racines  réelles,  les 
trois  fonctions 

Le  produit  de  ces  trois  fonctions,  lorsqu*on  néglige  le  facteur  carré  c', 
devient  égal  à 

-(rî-^c}):z-(-|)-«-K„ 

ce  qui  s'accorde  avec  la  théorie  précédente. 
Troisième  exemple.  —  Soit  /i  =  4-  La  fonction 

Ci  (C,[(/i  —  2)*fJ_,  —  (/i  —  I  )  (/i  —  3)c„_,c«_,]  H-  cî^.j 

deviendra 

De  plus,  si  Ton  néglige  le  facteur  carré  cj,  le  produit  des  trois  pre- 
mières fonctions  multiplié  par 

sera 

—  [«^iCi^î  — 3c,c,)-hcî]Ki. 

Par  suite,  on  aura,  pour  déterminer  le  nombre  des  racines  réelles,  les 
quatre  fonctions 

'»     —  Ci,     c,  [4c,cî  —  c,(3cî  —  Cj)],     —  [kc^c\  —  c,(3c;  —  c,)]Kv. 

Quatrième  exemple.  —  Soit  /i  =  5.  Trois  des  fonctions  cherchées 
seront  ininiédiatement  connues  par  ce  qui  précède  et  ces  trois  fonc- 
tions seront 

De  plus,  le  produit  des  deux  dernières  fonctions  devra  être  affecté  du 
même  signe  que  le  produit  des  trois  premières  par  le  dernier  terme 
de  l'équation  aux  carrés  des  diflérences;  mais,  comme  cette  condition 
ne  suffit  pas  pour  déterminer  entièrement  les  deux  fonctions  qui 
restent  inconnues,  il  faudra  nécessairement  avoir  recours  à  l'équation 
auxiliaire  qui  résulte  de  l'élimination  de  j^  entre  les  équations  (8).  Si 


DU  NOMBRE  DES  RACINES  RÉELLES,'  ETC.  229 

dans  ces  deux  dernières  équations  on  fait  /i  =  5  et  que  l*on  remplace 
immédiatement 


Oi         par 


a,         par 


^j         par 


CTj         par 


Se, 
4C4' 

4C4' 

I 
^' 


elles  deviendront  respectivement 


/  y (4^4  j?* -4-  i5c,:c*-4-  aocja:'-!-  ioc,a:'4-  i) 
(10)  <  -h  (4c4^'-i-9Ci»2?*-h6c,.r-+-c,)  =  0, 


( 


6*4 X* -h  3c,J7*-i-  3c,d:-h  Ci  =  o. 


On  peut  d'ailleurs,  à  chacun  des  polynômes  en  x  renfermés  dans  la 
première  équation,  substituer  le  reste  de  la  division  de  ce  polynôme 
par  le  premier  membre  de  la  deuxième.  Si  Ton  suppose,  pour  plus  de 
commodité, 

/?=  —  27c}       -h  3^4(1  ICjCj  —  2C,C4), 
^  =  —  27C,CÎ  H-  3C4(    ScJ       -h      CjCj), 

les  deux  polynômes  dont  il  s*agit  donneront  pour  restes 

I 


et,  comme  les  multiplicateurs  -^  et  3  sont  essentiellement  positifs,  on 

pourra,  sans  nul  inconvénient,  se  dispenser  d'en  tenir  compte.  Cela 
posé,  les  équations  (10)  se  réduiront  à 

Si  Ton  fait,  pour  abréger. 
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elles  deviendront 

^jx'-+-/twr-i-/i  =  o,         c^x'-h  3c,x'h- 3ctJ7-+- c,    -  o. 

LVliminalion  de  x  entre  ces  deux  dernières  conduit  à  la  suivante  : 

Si  dans  celle-ci  on  remet  pour  j',,  ^j,  v,  leurs  valeurs  respectives, 
on  aura 

3c,v,— 3cjy,  -:3c,c,— 3c4/>S% 
3c,y,—    c,v,--    r,c,— 3c4r'v, 

p\  q\  r'  étant  déterminés  par  les  trois  équations 
et,  par  suite,  féquation  auxiliaire  en  y  sera 

—  (7  V  +-  2c,)  (/•/  -H  c,)  (2c,c,  —  3c^7'j^)! 
-^(/'y-+-^3)[(ac,c,— 3c^7'r)*  — (CjC,— 3c4r'^-)(3c,c,— 3c4/)»]  zzo. 

Représentons  par 

aj*-h  3(3  j' -H  3yy  -h  ô  —  o 

cette  même  équation,  on  aura 

OL         cî[/»-h3  7(7'/— 7r')-+-3/?(37'*— 3/>'/'H-arr')], 

3(3  --  3  cj[ci (/•*-+- 2/>r'-i-  77^)  -  ac,(27r'—  7'r)  h-  Cj(37''—  3/>'r'H-  2r/-')J 
-^C;[c,c,(7*— 2/?r-f- 3/>/>') --c,C3(2r//-hi2/>7') -+-9c,c,/>/'], 

3y  =  3cJ[cîr  -1-20,^,7-1-  2(c,r,—  2c*î)/*'] 

-^-  C4[2  c,(2  cj  —  C1C3)  7  —  2  c\t\p  —  6c,  c,  C3  r  4-  3  CiCfC^p'—  1 2  c,cj7'-h  gcicJ/'J 
-t-c,c,(4c,Cj— 3r;)/>, 

ô  Z=::C,[CÎCÎ4-C,C4(4C*—  60,^3)  -f- C*  (4c,  C,  —  3cJ)]. 
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Si  maintenant  on  restitue  les  valeurs  de  p,  g,  n  p\  q\  r',  que  Ton 
restitue  à  K,  la  même  valeur  que  ci-dessus  (p.  206)  et  qu'on  fasse 
pour  abréger 

Ls  —  cJ-8c,c,c^H-9C,c*, 

M5  =  Cj  C,  —  4  Cj  Cj  (7  cj  H-  Cj ) 

-4-  cj(3c5  4-  33cJcJ  -h  i4iCiC^Cj—  54c} Cj 4-  ^ùic\c\  —  96CJ) 
—  ^CiCisgcjCjcJ  — i47cjcjcî  — 90cîc5-h242cîcjcj— 96cicj|) 
4-9c5(i2c,c5  — 9c*c;  — 2oc}cî-h35c*cJc3—  i5cicj), 

N5  =  cjcî  —  2C4(7,(3c|Cj —  acj)  -+-  c5(4c,C3—  3cî), 

on  trouvera 

a=:-ctK5,        p  =  cJM5,        y  =  — LjNj,        ô  — c,N,. 

D'ailleurs,  l'équation  en  j',  que  nous  avons  représentée  par 

étant  du  troisième  degré,  on  obtient  facilement,  par  le  problème  II, 
les  trois  fonctions  qui  déterminent  pour  cette  équation  la  différence 
entre  les  nombres  de  racines  positives  et  négatives.  Les  deux  pre- 
mières de  ces  fonctions  sont  respectivement  égales  à 


oi  <x       a\a        oc  oc 


et  peuvent  être  évidemment  remplacées  par  les  deux  suivantes  : 

—  70,     «-/(aâ  — (37). 

De  plus,  si  l'on  désigne  par  A  le  produit  des  carrés  des  différences 
entre  les  racines  de  l'équation  en  7,  le  produit  des  trois  fonctions 
cherchées  sera  de  même  signe  que  le  suivant  : 

--A, 

•       OC 

d'où  il  résulte  que  la  troisième  fonction  peut  être  représentée  par 

{aa-^(3y)A. 
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Enfin,  en  vertu  du  théorème  IV  (corollaire  I),  on  pourra  remplacer  A 
par  le  produit  des  carrés  des  différences  entre  les  racines  de  Téquation 

C4J7M-  3c, j:' -h  3c, jr  -hc,  =  0, 

ou,  si  l'on  veut,  de  Téquation  réciproque 

Soit  D  le  produit  des  carrés  des  différences  entre  les  racines  de  cette 
dernière  équation,  on  aura 

D  s'évanouit  donc  avec  N5,  ce  qu'il  était  facile  de  prévoir;  car 

N,  =  o 

exprime  la  condition  nécessaire  pour  que  les  deux  équations 

c^a^'-f- 3c,x'4- 3c,j? -f- c,  :=o,         c,j?*4- ac,a:  4- c,  =  0, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  deux  suivantes 

Ci -4-  ScjX  4-  3c,a:'-f-  c,x'-=:  o,         c, -f-  ac,j?  -+■  Ctx'r=o, 

puissent  être  en  même  temps  satisfaites;  et,  comme  la  seconde  de  ces 
dernières  équations  est  la  première  dérivée  de  l'autre,  la  même  condi- 
tion peut,  encore  être  exprimée  par 

D  — o. 

Si  dans  la  valeur  de  D  on  fait  abstraction  du  facteur  numérique  27 
et  du  diviseur  carré  c|,  on  trouvera,  pour  la  troisième  des  fonctions 
cherchées. 

Ainsi,  les  trois  fonctions  qui  déterminent  la  différence  entre  le  nombre 
des  racines  positives  et  le  nombre  des  racines  négatives  de  l'équation 
en  y  sont  respectivement 
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Si  dans  ces  trois  fonctions  on  substitue  les  valeurs  de  a,  p,  y,  8  données 
ci-dessus,  on  trouvera,  en  négligeant  les  facteurs  carrés. 

Cela  posé,  les  fonctions  qui  relativement  à  Téquation  générale  du  cin- 
quième degré  doivent  déterminer  te  nombre  des  racines  réelles  seront 

I,     —  c,,     CjLs,     —  L5K5(c,cîK5— L5M5),     CjCÎK,— LgMs, 

K5,  L5,  M5  ayant  les  valeurs  que  nous  leur  avons  assignées  plus  haut. 
Le  produit  de  toutes  ces  fonctions  a  évidemment  le  même  signe  que 
le  produit  des  carrés  des  différences  entre  les  racines  de  Téquation 
générale  du  cinquième  degré,  ce  qui  confirme  l'exactitude  de  nos 
calculs. 

Corollaire  L  —  Désignons  à  l'ordinaire  par 

n(n  —  i)  .  nin  —  i) 

j . a  1.2 

l'équation  générale  du  degré  n.  Soit  toujours 

le  dernier  terme  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  entre  les 
racines  de  la  proposée.  Enfin  supposons  que  l'on  donne  à 

les  mêmes  valeurs  que  ci-dessus  (problème  I,  corollaire  II)  et  soit 

L„=:  Cj_i  -f-  C,[(/l  —  2)»cJ_,—  (/l  —  I)  (/l  —  3)c«_jC«_,]. 

Si  l'on  fait  successivement  vi  =  3,  /?  =  4»  ^  =  5,  on  trouvera 

L»3  izr  Cj  ~H  C|  :zi:  JV3, 

L4=  c\  H-  Ci(4c*  —  SCjC,), 

L5=:  cî  -^  c,  (9c*  —  8c,cJ; 
et,  en  vertu  de  la  théorie  qu'on  vient  de  développer,  les  fonctions  dont 

OEuvres  de  C.  —  S.  H,  t.  I.  3o 
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les  signes  détermineront  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  proposée 
seront  respectivement  : 

Pour  Téquation  générale  du  deuxième  degré* 


'•    —Ci; 
pour  Téquation  générale  du  troisième  degré* 

pour  l'équation  générale  du  quatrième  degré, 

enfin*  pour  Téquation  générale  du  cinquième  degré* 

I,     — Cl,     C|Ls*     — L*sl«i(^i^4  ^i — L|M|),     C|C^Kj — L|Mc* 

M5  ayant  toujours  la  valeur  que  nous  lui  avons  précédemment  assignée. 
Jusqu'ici,  nous  avons  supposé  que  Féquation  proposée  et  les  équa- 
tions auxiliaires  des  divers  ordres  n'avaient  pas  de  racines  égales  entre 
elles  ou  égales  à  zéro.  S'il  en  était  autrement,  parmi  les  fonctions  dont 
les  signes  doivent  déterminer  le  nombre  et  l'espèce  des  racines  réelles* 
quelques-unes  deviendraient  nulles  et,  par  suite,  ne  pourraient  plus 
servir  à  la  détermination  dont  il  s'agit.  Il  faudrait  alors  avoir  recours  k 
l'une  des  méthodes  exposées  dans  les  paragraphes  IV,  V  et  VI  de  la 
première  section.  Pour  faire  mieux  sentir  l'esprit  de  ces  méthodes,  je 
vais  les  appliquer  à  quelques  exemples. 

Problème  IV.  —  Déterminer  le  nombre  et  V espèce  des  racines  réelles  de 
r équation  binôme 

a  étant  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif. 
Première  solution.  —  L'équation  proposée  étant 

ar"  -h  a  :r=  o, 

l'équation  dérivée,  savoir 
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aura  toutes  ses  racines  égales  entre  elles  et  à  zéro.  Cela  posé,  si  Ton 
veut  faire  usage  de  la  méthode  indiquée  dans  le  paragraphe  lY  (pre- 
mière section),  il  faudra  distinguer  deux  cas,  suivant  que  n  sera  pair 
ou  impair. 

Supposons  d'abord  n  pair.  Comme  Téquation  dérivée  n'a  qu'une 
seule  espèce  de  racines  égales,  on  n'obtiendra  qu'une  seule  équation 
auxiliaire  en  ^et  une  seule  équation  auxiliaire  en  z.  Pour  former  ces 
équations  auxiliaires  il  suffira,  conformément  au  paragraphe  IV  (pre- 
mière section),  d'éliminer  x  :  i°  entre  les  deux  équations 

y-f  XX^"^  =  o,       x^zo; 
2^  entre  les  deux  équations 

s  H- J?XX^"^=0,  djmo. 

On  a  d'ailleurs,  dans  le  cas  présent,  X  =  a?^-f-/2,  et,  X^'*^  étant  une  quan- 
tité constante  et  positive,  on  peut,  sans  inconvénient,  remplacer  X^"^  par 
l'unité.  Cela  posé,  les  équations  auxiliaires  cherchées  seront  respec- 
tivement 

La  première  ayant  une  racine  positive  lorsque  a  est  négatif  et  une 
racine  négative  dans  le  cas  contraire,  l'équation  proposée  aura  deux 
racines  réelles  dans  le  premier  cas  et  n'en  aura  pas  dans  le  second.  De 
plus,  l'équation  en  z  ayant  une  seule  racine  réelle  égale  h  zéro  et  les 
racines  de  l'équation  dérivée  étant  en  nombre  impair,  la  différence 
entre  les  nombres  de  racines  positives  et  négatives  sera  nulle  dans  la 
proposée  et,  par  suite,  si  a  est  négatif,  les  deux  racines  réelles  de 
l'équation 

seront  de  signes  contraires. 

Supposons  maintenant  n  impair.  Toutes  les  racines  de  l'équation 
dérivée  étant  égales  entre  elles  et  en  nombre  pair,  on  n'aura  plus 
d'équations  auxiliaires  à  former  et,,  par  suite,  la  proposée  n'aura 
qu'une  racine  réelle.  Pour  savoir  si  cette  racine  est  positive  ou  néga- 
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tivc,  il  suffira  dVxaminor  si  le  produit  des  deux  termes  de  Téquation 
donnée  est  négatif  ou  positif.  La  racine  réelle  dont  il  s'agit  sera  donc- 
positive  si  a  est  négatif  et  négative  dans  le  cas  contraire. 

Ces  résultats  étaient  déjà  bien  connus;  mais  on  voit  comme  ils  se 
déduisent  naturellement  de  la  méthode  exposée  dans  le  paragraphe  lY 
(première  section).  On  peut  encore  les  obtenir,  ainsi  qu'il  suit,  par  la 
méthode  du  paragraphe  V. 

Seconde  solution.  —  Si  l'on  veut  appliquer  à  l'équation 

la  méthode  exposée  dans  le  paragraphe  V  (première  section),  il  faudra 
faire 

On  peut,  dans  la  valeur  de  /"(x  -i-h),  négliger  le  facteur  numérique 
/i(/i  —  i)  et,  par  suite,  pour  obtenir,  conformément  à  la  méthode  dont 
il  s'agit,  les  équations  auxiliaires  en  y  et  5,  il  suffira  d'éliminer  x  : 
I**  entre  les  deux  équations 

2°  entre  les  deux  équations 

Cela  posé,  les  équations  auxiliaires  cherchées  seront  respectivement 

et,  comme  on  ne  doit  tenir  compte  que  des  racines  inégales  de  ces 
mêmes  équations,  on  pourra  les  supposer  réduites  'd 

1-  -t-  «A'»~*=:  O,  5=110. 

La  différence  moyenne  entre  les  nombres  de  racines  positives  et 
négatives  de  l'équation  en  y  se  trouve  ici  déterminée  par  la  valeur 
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moyenne  du  produit 

valeur  qu'on  obtient  en  supposant  alternativement  dans  ce  produit 

l'indéterminée  h  positive  et  négative  et  prenant  ensuite  la  moyenne 

•  '  * 

entre  les  deux  résultats.  La  valeur  moyenne  dont  il  s'agit  sera  donc 

égale  à  . 


2 


c'est-a-dire  nulle  si  n  est  un  nombre  impair;  mais,  si  n  est  un  nombre 
pair,  elle  sera  positive  ou  négative,  suivant  que  a  sera  négatif  ou  po- 
sitif. Sous  cette  condition,  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation 

se  trouvera  déterminé  par  les  deux  fonctions 

La  dernière  de  ces  fonctions  devant  être  remplacée  par  zéro  lorsque 
n  est  impair,  l'équation  donnée  aura,  dans  cette  hypothèse^  une  seule 
racine  réelle.  Dans  le  cas  contraire,  elle  en  aura  deux  si  a  est  négatif, 
aucune  si  a  est  positif. 

L'équation  auxiliaire  en  z  n'ayant  qu'une  seule  racine  réelle  égalée  à 
zéro  et  le  produit  du  terme  constant  de  l'équation  proposée  par  le 
terme  unique  de  l'équation  dérivée  étant  égal  h 


ao?'»-*, 


la  valeur  moyenne  qu'obtient  ce  dernier  produit,  lorsqu'on  y  donne 
successivement  à  x  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  suffira 
pour  déterminer  la  différence  entre  le  nombre  des  racines  positives  et 
le  nombre  des  racines  négatives  de  l'équation  donnée.  Si  n  est  un 
nombre  pair,  cette  valeur  moyenne  étant  nulle,  l'équation  donnée  aura, 
dans  cette  hypothèse,  autant  de  racines  positives  que  de  négatives;  mais 
si  n  est  un  nombre  impair,  auquel  cas  la  proposée  a  toujours  une  seule 
racine  réelle,  cette  racine  sera  positive  ou  négative  suivant  que  le  pro- 
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(luit  ax^"^  sera  négatif  ou  positif,  c'cst-à-dirc  suivant  que  la  quantité  a 
sera  elle-même  négative  ou  positive. 

Il  serait  facile  d'appliquer  les  méthodes  précédentes  aux  équations 
trinômes  de  la  forme 

En  effet,  une  semblable  équation  a  pour  première  dérivée 

n 

et  Ton  voit  au  premier  abord  que  celle-ci  a  toutes  ses  racines  réelles 
et  nulles,  à  Texception  d'une  seule  qui  est  égale  à 

n  —  I 

a. 

n 

Mais  nous  ne  nous  arrêterons  pas  plus  longtemps  sur  cet  objet  et  nous 
nous  contenterons  d'ajouter  ici  quelques  développements  relatifs  à  la 
méthode  exposée  dans  le  paragraphe  VI  de  la  première  section. 

Problème  V.  —  Déterminer  le  nombre  des  racines  réelles  dans  les  équa- 
tions générales  des  cinq  premiers  degrés. 

Solution.  —  L'équation  du  premier  degré  ne  présente  aucune  difli- 
culte  puisqu'elle  a  toujours  une  seule  racine  réelle.  De  plus,  nous 
avons  donné  ci-dessus  (problème  III,  corollaire  I)  les  fonctions  dont 
les  signes  déterminent  ordinairement  le  nombre  des  racines  réelles 
dans  les  équations  générales  des  deuxième,  troisième,  quatrième  et 
cinquième  degrés;  mais  lorsque  ces  fonctions,  ou  du  moins  quelques- 
unes  d'entre  elles,  viennent  à  s'évanouir,  on  ne  sait  plus  si  elles  doivent 
être  considérées  comme  positives  ou  comme  négatives.  Il  nous  reste 
maintenant  à  faire  voir  comment  la  méthode  du  paragraphe  VI  (pre- 
mière section)  peut  servir  à  lever  cette  difficulté.  Je  supposerai,  comme 
dans  le  paragraphe  dont  il  s'agit,  que  l'équation  donnée  n'a  pas  de 
racines  égales.  Si  le  contraire  avait  lieu  il  serait  facile  de  l'en  débar- 
rasser par  les  méthodes  connues. 
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Cela  posé,  désignons  toujours  par 

1.2  1.2 

l'équation  donnée,  n  pouvant  être  un  quelconque  des  nombres  2,  3,  4 
ou  5.  Faisons  de  plus,  à  Tordinaire, 

3c4=:a4 — 4«|û^s-+-  ôaja, —  3«}, 
4c4=raj — 5aia^-hioa\ai — ioa}a,-+-  /Ja}. 

Comme  par  hypothèse  Téquation  donnée  n'a  pas  de  racines  égales,  le 
dernier  terme  de  Téquation  aux  carrés  des  différences,  représenté  par 

aura  nécessairement  une  valeur  positive  ou  négative  différente  de  zéro. 
Supposons  maintenant  que  parmi  les  fonctions  trouvées  ci-dessus  (pro- 
blème III)  quelques-unes  s'évanouissent;  alors,  pour  suivre  la  méthode 
du  paragraphe  VI  (première  section),  il  suffira  d'attribuer  à  chacune 
des  quantités 


a„     flj,     «4,     a, 


OU,  ce  qui  revient  au  même,  à  chacune  des  quantités  suivantes 

^if    ^î>    ^»>    ^*> 

un  accroissement  très  petit  mais  arbitraire,  positif  ou  négatif,  et  d'éta- 
blir entre  les  accroissements  de  ces  mêmes  quantités  un  ordre  de 
grandeur  déterminé,  en  sorte  qu'on  puisse  toujours  négliger  les  uns 
par  rapport  aux  autres.  Désignons  par  A,,  Aj,  A3,  h^  les  accroissements 
de  c,,  c^,  Cj,  C|.  Si  l'on  fait  varier  ces  quantités  de  leurs  accroissements 
respectifs  dans  les  fonctions  qui  se  trouvaient  réduites  à  zéro,  ces 
fonctions  cesseront  de  s'évanouir  et  leurs  signes  détermineront,  à 
l'ordinaire,  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  proposée.  Il  suffira 
même,  dans  beaucoup  de  cas,  de  faire  varier  seulement  une  ou  deux 
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des  quantités  que  Ton  considère.  Appliquons  ces  principes  aux  équa- 
tions générales  du  deuxième,  du  troisième,  du  quatrième  et  du  cin- 
quième degré. 

•  Premier  exemple.  —  Considérons  Féquation  générale  du  deuxième 

degré 

x' -+-  la^x  i-  Of  —  o. 

Les  fonctions  dont  les  signes  déterminent  ordinairement  le  nombre  de 
ses  racines  réelles  sont,  comme  on  l'a  déjà  fait  voir, 

Ici  la  fonction  c,  est  la  seule  qui  puisse  devenir  nulle;  mais  cette  fonc- 
tion, même  étant  égale  à  K^,  ne  s'évanouira  jamais  tant  que  les  racines 
de  la  proposée  seront  inégales  entre  elles,  ainsi  que  nous  l'avons  admis 
ci-dessus. 

Deuxième  exemple.  —  Considérons  l'équation  générale  du  troisième 
degré 

Le  nombre 'de  ses  racines  réelles  est  ordinairement  déterminé  par  les 
signes  des  trois  fonctions 

Comme  la  fonction  K,  n'est  pas  nulle  par  hypotbèse,  il  en  sera*  de 

même  de  la  fonction  L,  qui  lui  est  égale;  mais  il  peut  arriver  que 

c,  s'évanouisse.  Dans  ce  cas,  on  devra  remplacer  r,  par  A,  ;  d'ailleurs, 

puisque  l'on  peut  supposer  à  volonté  â,  positif  ou  négatif  et  que  ces 

deux  hypothèses  doivent  conduire  au  même  résultat,  il  sera  nécessaire 

que  les  deux  fonctions 

•     —/i,,    yi,L, 

soient  de  signes  contraires;  car  s'il  en  était  autrement,  si  par  exemple 
ces  deux  fonctions  étaient  positives  dans  le  cas  où  l'on  suppose  A,  né- 
gatif, elles  deviendraient  toutes  deux  négatives  lorsque  A,  serait  positif; 
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i'ï,  par  suite,  on  arriverait  à  des  conclusions  différentes,  suivant  que 
Ton  admettrait  Tune  ou  l'autre  des  deux  hypothèses  dont  il  s'agit.  Il 
suit  encore  de  la  remarque  précédente  que,  dans  le  cas  où  c,  devi(»nt 
nul,  la  quantité  L3  doit  être  positive;  c'est  ce  dont  il  est  facile  de 
s'assurer  directement,  car  L,  se  réduit  alors  à  cl.  Dans  le  même  cas, 
les  deux  fonctions 

m 

étant  de  signes  contraires,  on  peut  en  faire  abstraction  et  il  en  résulte 
que  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  proposée  est  simplement  égal  à 
l'unité. 

En  général,  lorsque  c^  est  positif  ou  nul,  L.,  est  positif  et  les  deux 
fonctions 

doivent  être  considérées  comme  affectées  de  signes  contraires.  On  peut 
donc  alors  les  remplacer  par  les  deux  suivantes 

D'ailleurs,  lorsque  c,  est  négatif,  on  peut  remplacer  encore 

—  61        par  I 

^1 L3         pyr         — L3  ::= — Kj. 

On  pourra  donc,  dans  tous  les  cas  possibles,  substituer  aux  trois  fonc- 
tions données  les  suivantes 

I,    I,    —Kj. 

Ainsi  l'équation  proposée  aura  trois  racines  réelles  si  le  dernier  terme 
de  l'équation  aux  carrés  des  différences  est  négatif;  elle  n'en  aura 
qu'une  si  ce  terme  est  positif. 

Troisième  exemple.  —  Considérons  l'équation  du  quatrième  degré 
\jO  nombre  de  ses  racines  réelles  est  ordinairement  déterminé  par  les 

CEuvrea  de  C.  —  S.  U,  t.  I.  3l 
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signes  (1rs  quatre  fonctions 

La  quantité  K*  nVst  pas  nulle  par  hypothèse;  mais  les  quantités  c«  et 
L,  peuvent  être  ensemble  ou  séparément  égales  à  zéro. 

Supposons  d'abord  que  c,  seule  s'évanouisse;  L4  se  réduisant  alors 
à  r'I  sera  nécessairement  positif  ej,  d'ailleurs,  en  raisonnant  comme 
dans  le  deuxième  exemple,  on  fera  voir  que  les  fonctions 

—  C| ,      C|  L4 

doivent  être  considérées  comme  affectées  de  signes  contraires.  On 
pourra  donc  en  faire  abstraction  et,  dans  ce  cas,  le  nombre  des  racines 
réelles  sera  uniquement  déterminé  par  les  signes  des  deux  fonctions 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  deux  suivantes 

I,    — K4. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  L4  seule  s'évanouisse.  Si  l'on  fait 
varier  c^  de  Aj,,  la  variation  de  L^  sera 

On  pourra  donc,  en  négligeant  les  facteurs  numériques  et  les  facteurs 
carrés,  substituer  aux  deux  fonctions 

C|  Li,     —  L4K4 

les  deux  suivantes 

*  • 

et,  comme  le  signe  de  /ij  est  tout  à  fait  arbitraire,  ces  deux  fonctions 
devront  être  de  signes  contraires,  à  moins  toutefois  que  <?,  ne  soit  nul. 
Si  ce  dernier  cas  avait  lieu,  elles  se  réduiraient  à  zéro;  mais  alors,  en 
faisant  varier  c,  de  A,,  on  trouverait,  pour  la  variation  de  L4, 
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et  l'on  ferait  voir  encore  que  les  fonctions 

C|  L^,     —  L4  K4 

doivent  être  considérées  comme  affectées  de  signes  contraires,  à  moins 
que  C3  ne  soit  nul.  D'ailleurs,  comme  on  ne  peut  supposer  en  même 
temps 

sans  avoir  aussi 

on  voit  que,  en  excluant  cette  dernière  hypothèse,  ou  pourra  toujours 
faire  abstraction  des  deux  fonctions 

C|L4,       L4K4 

dans  le  cas  oii  L4  s'évanouirait. 

Il  est  facile  d'arriver  directement  à  la  même  conclusion  en  prouvant 
que,  dans  le  cas  où  l'on  suppose 

L4=:0, 

les  deux  quantités  c,,  K^  sont  nécessairement  de  même  signe;  et,  en 
effet,  on  a,  dans  cette  hypothèse.. 


Ainsi,  dans  le  cas  que  l'on  considère,  les  fonctions  qui  doivent  déter- 
miner le  nombre  des  racines  réelles  se  rédiwsent  à 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  si 

I,    — K4. 

Supposons  enfin  que  l'on  ait  en  même  temps 

c,  =  0,        L4— o; 

il  sera  facile  de  faire  varier  à  la  fois  c,,  c^  et  c^  de  manière  que.  Tune 


»  T 
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<los  quantités  r,,  L^  restant  nulle,  l'autre  cesse  de  s'évanouir.  On  ren- 
trera par  ce  moyen  dans  Tune  des  deux  hypothèses  précédentes.  Ainsi, 
par  exemple,  si  l'on  augmenter,  de^,  sans  faire  varier  r,,  L»  ohtiendra 
une  valeur  didérente  de  zéro  et  Ton  rentrera  dans  le  premier  des  deux 
<*as  que  nous  avons  considérés  ci-dessus.  Il  suit  de  cette.remarque  que, 
dans  la  dernière  hypothèse  c^omme  dans  les  deux  autres,  le  nombre 
des  racines  réelles  sera  déterminé  par  les  sijçnes  des  deux  fonctions 

I,    —Kl. 

I)<»  plus,  comme»  en  supposant  c,    :  o,  L4=  o,  on  a 

<:»     o        cl        K;  —  —  lirjr-, 

la  fonction  -  Kj  sera  positive  et,  par  conséquent,  la  proposée  aura 
deux  racines  réelles. 

Quatrième  fi.iemp/e.  —  Considérons  l'équation  générale  du  cinquième 
dej^ré 

Les  fonctions  dont  les  sijçnes  déterminent  ordinairement  le  nombre 
de  s(»s  racines  réelles  sont,  comme  on  l'a  fait  voir, 

(lomme  on  suppose  les  racines  de  l'équation  donnée  inégales  entre 

(»lles,  K;  a  nécessairement  une  valeur  dilférente  de  zéro;  mais  les  trois 

<|uantités 

'i,     Lj,    <,t'*K4— LjM, 

peuvent  s'évanouir  ensemble  ou  séparément  et,  par  suite,  les  fon(*tions 
données  peuvent  devenir  nulles  dans  quatre  hypothèses  différentes  que 
nous  allons  examiner  successivement. 

i"  Su|)posons  que,  des  trois  quantités  que  Ton  considère,  la  pre- 
mière seule  ou  c^  s'évanouisse.  On  fera  voir,  comme  dans  le  deuxième 
exemple,  qu'on  peut  ne  tenir  aucun  compte  des  deux  fonctions 
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De  plus,  L5  étant  alors  nécessairement  positive,  on  pourra,  dans  les 

fonctions  où  cette  quantité  entre  comme  facteur,  la  remplacer  par 

l'unité  et,  par  conséquent,  il  suffira,  pour  déterminer  le  nombre  des 

racines  réelles  de  la  proposée,  d'avoir  égard  aux  signes  des  trois 

fonctions 

I,     KsMj,    — Mj. 

Les  deux  dernières  seront  de  signes  contraires  si  K3  est  positif  :  la 
proposée  n'aura  donc  alors  qu'une  racine  réelle;  mais  si  K5est  négatif, 
les  deux  fonctions  dont  il  s'agit  seront  de  même  signe  et,  comme  le 
nombre  des  fonctions  négatives  ne  peut  évidemment  surpasser  le 
nombre  des  positives,  les  deux  fonctions  que  l'on  considère  seront 
nécessairement  positives,  d'où  il  suit  que  l'équation  donnée  aura  trois 
racines  réelles.  On  conclut  aisément  de  ces  remarques  que,  dans  le 
cas  où  c,  =  o,  le  nombre  des  racines  réelles  peut  toujours  être  déter- 
miné par  les  signes  des  trois  fonctions 

I,     I,     — Kj. 

.  2°  Supposons  que  des  trois  quantités 

^1»     L5,     CjC^Kj — LjjAIj 

la  deuxième  seule  ou  L5  s'évanouisse.  On  ne  pourra  supposer  dans  L5 

car  on  aurait  alors  nécessairement 

6*4  =0,        c3=o,        Kg— o. 

Cela  posé,  en  faisant  varier  c,  de  h^  dans  la  valeur  générale  de  L,, 

on  prouvera  facilement  qu'on  peut  ne  tenir  aucun  compte  des  deux 

fonctions 

c,  L5,     -— L5Kj(CiCÎKj— LsMg) 

et  que  les  deux  quantités 
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ou  biiMi  encore  les  deux  suivantes 

sont  nécessairement  afreolées  de  même  signe.  Par  «uite,  pour  déter- 
miner le  nombre  des  racines  réelles  de  la  proposée,  il  suffira  d'avoir 
éfçard  aux  signes  des  trois  fonctions 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  trois  suivantes 

I,     I,    — Kj. 

L'équation  donnée  aura  donc  une  seule  racine  réelle  si  K,  est  positif; 
elle  en  aura  trois  dans  le  cas  contraire. 

'i"  Supposons  que,  chacune  des  quantités  r,,  L,  ayant  une  valeur 
différente  de  zéro,  la  quantité 

r,c;K,— LiM, 

soit  nulle.  Dans  ce  cas,  les  coeffîcienis  de  l'équation  auxiliaire  en  y  que 
nous  avons  considérée  ci-dessus  (problème  III,  quatrième  exemple)  et 
que  nous  avons  représentée  par 

satisferont  à  la  condition  suivante 


^^j 


ao  —  py     -  o. 

Alors,  des  trois  fonctions  qui  déterminent  la  différence  entre  le  nombre 
des  racines  positives  et  le  nombre  des  racines  négatives  de  cette  équa- 
tion, deux  se  réduiront  à  zéro.  Mais,  en  faisant  varier  les  coefficients  a, 
^,  y,  0  de  quantités  très  petites  et  de  signe  arbitraire,  on  prouvera 
facilement  qu'on  peut  faire  abstraction  des  deux  fonctions  dont  il  s'agit 
et  déterminer  uniquement  la  différence  cherchée  par  le  signe  de  la 
fonclion 


5 

S 
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On  doit  toutefois  excepter  le  cas  où  l'équation  en  y  aurait  des  racines 
égales  et  ceux  où  quelqu'un  des  coefficients  a,  p,  y,  S  deviendrait  nul. 
Dans  tout  autre  cas,  le  produit  ay  et  la  quantité  désignée  par  A  seront 
nécessairement  de  signes  contraires  et,  par  suite,  les  quantités  K-,  L 
seront  de  même  signe.  De  plus,  comme  on  peut,  en  négligeant  les 
facteurs  carrés,  remplacer  la  fonction 

par  la  suivante 

C\  L5, 

on  pourra  encore,  en  vertu  de  la  remarque  précédente,  lui  substituer 
celle-ci 

et  l'on  aura  enfin,  pour  déterminer  le  nombre  des  racines  réelles  de 
l'équation  du  cinquième  degré  proposée,  les  trois  fonctions  suivantes 

que  l'on  peut  aussi  rem|)lacer  par  ces  trois  dernières 

I,     I,    —Kg. 

Il  reste  à  savoir  ce  qui  arriverait  si,  dans  l'hypothèse  précédente,  quel- 
qu'une des  quantités  a,  p,  y,  S  se  réduisait  à  zéro  ou  si  l'équation 
auxiliaire  en  y  avait  des  racines  égales. 
Il  suit  évidemment  de  l'équation 

«5  —  j3y  =  o 

qu'une  des  quatre  quantités  a,  p,  y,  S  ne  peut  devenir  nulle  sans 
qu'une  des  quantités  a,  S  le  soit  aussi;  d'ailleurs,  c^  et  K5  n'étant  pas 
nulles  par  hypothèse,  on  ne  peut  avoir 

a  =  o       ou       5  =  0 

sans  avoir  aussi 

c;  =  o        on        Nj=o, 

c'est-k-dire  sans  q. :e  l'équation  auxiliaire  en  y  acquière  deux  racines 
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é};alos  nulles  ou  infinies.  Il  suffira  donc  dVxaminer  le  cas  où,  Téqua- 
tion  en  ^  ayant  des  racines  égales  entre  elles,  c^c]K^—  LjMj,  et  par 
suite  ao  —  py,  s'évanouit. 

Il  est  donc  aisé  de  voir  que,  pour  satisfaire  aux  deux  conditions 
précédentes,  on  est  obligé  de  supposer  à  la  fois 

a  —  G,        CjC^Kj — L,M,  —  o, 
ou  bien 

ou  bien  encore 

^'  —  ay  -  -  o,         c,  r;  Kj  —  L,  Mj  -  -  o. 

Supposons  d'abord 

a    -G,       t'icJKj — LjMs-  G. 
K,,  et  L.  n'étant  pas  nuls  par  hypothèse,  on  aura  nécessairement 

c\  --Z.  o,        M,  -  o. 

De  plus,  lorsque  c^  s'évanouit,  on  a 
et,  puisqu'on  ne  peut  supposer  à  la  fois 

C4  :      o,  C,  -    o, 

si  ^\c^c^--  3c^  n'est  pas  nul,  Péquation  M^  — o  se  trouvera  réduite  à 

3cJ  —  Scjcj-H  5c,c*  -  o. 

Dans  le  même  cas,  si  l'on  fait  varier  c,  de  A^,  c.^  de  Aj,  r,  de  A,,  la 
variation  de  M-  sera  en  général 

et,  comme  on  ne  peut  avoir  en  même  temps 
sans  avoir  aussi 

K5  -  c*  -    o, 
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on  pourra  toujours,  en  négligeant  deux  des  accroissements  A,,  Aj»  A, 
vis-à-vis  du  troisième,  réduire  la  variation  dont  il  s'agit  à  l'une  des 
trois  suivantes 

45(cî  — 2C,c,)N»Ai,    90c,c,N,^„    9(6c,— 5cî)N,A,. 

Cela  posé,  la  variation 

sera  proportionnelle  à  l'un  des  accroissements  A,,  A^,  A,,  Le  signe  de 
chacun  d'eux  étant  tout  à  fait  arbitraire,  il  en  résulte  que  les  deux 
fonctions 

devront  être  considérées  comme  affectées  de  signes  contraires  et  que 
les  deux  quantités  L5,  K5  seront  nécessairement  de  même  signe.  II  est 
aisé  d'en  conclure  que  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  proposée 
sera  encore  déterminé  par  les  signes  des  trois  fonctions 

I,     j,    — K,. 

Si,  pour  satisfaire  l'équation  Mj^o,  on  supposait  N5  =  o,  la  seconde 
des  équations  (10),  savoir 

ayant  alors  des  racines  égales,  la  proposée  aurait  nécessairement  des 

racines  imaginaires.  On  pourrait  donc  assurer  qu'elle  a  trois  racines 

réelles  si  K5  est  négatif,  une  seule  si  Kg  est  positif;  ce  qui  revient  à 

déterminer  le  nombre  des  racines  réelles  par  les  signes  des  trois 

fonctions 

I,    I,    — K5. 

Supposons  maintenant 

â  =  O,  CjCjKs —  LsMj^:  o. 

c,  n'étant  pas  nul  par  hypothèse,  l'équation  8  =  0  entraînera  la 
suivante 

N,=:o; 

et,  par  suite,  il  suffira  toujours,  pour  déterminer  le  nombre  des  racines 

OFMuret  de  C.  —  S.  II,  t.  I.  ^2 
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réelles,  d'avoir  égard  aux  signes  des  trois  fonctions 

I,     I,    — K|. 
Supposons  enfin 

(3«—  oty  =  o,        CjC^Kj— L,M,=:o. 
La  dernière  de  ces  deux  équations  pouvant  être  mise  sous  la  forme 

«5  — ;3y  —  o, 
on  aura  en  même  temps 

*        a  a* 

Cela  posé,  l'équation  auxiliaire  en  y  deviendra 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

Cette  dernière  équation  aura  ses  trois  racines  réelles  égales  et  positives 
si  M5  n'étant  pas  nul  K5  et  M5  sont  de  même  signe  et,  dans  ce  cas 
seulement,  la  proposée  pourra  avoir  toutes  ses  racines  réelles.  Pour 
qu'elles  le  soient  en  effet,  il  sera  de  plus  nécessaire  que  c,  soit  né^çatif 
et  que  la  seconde  des  équations  (ro)  ait  ses  trois  racines  réelles  et 
inégales,  ce  qui  entraîne  la  condition 

N,<o. 

Ainsi,  toutes  les  racines  de  la  proposée  seront  réelles  si  Ton  a  en 
même  temps 

c,  <o,        «8  —  J3y-=ro,        j3* — ay  =  o,        K4M,>o,        N5<o 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  l'on  a 

c,<o,        CjcJKj — LjM»=o,        KjLjN, —  Mî=ro,        K|Ms>o,        N,<o. 

Dans  cette  hypothèse,  K^  et  M»  étant  de  même  signe,  il  faudra,  pour 
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que  l'équation  c^c'JKJ—  L5M5  =  o  puisse  avoir  lieu,  que  Lg  soit  néga- 
tif. De  plus,  comme  N5  est  aussi  négatif,  l'équation  K5L5N5  —  M^  =  o 
entraînera  la  condition  K5>  o  et,  par  suite,  on  aura  encore  M5>  o.  Si 
les  conditions  précédentes  ne  sont  pas  satisfaites  et  que  la  quantité 

vienne  à  s'évanouir,  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  donnée, 

ne  pouvant  être  égal  à  5,  sera  nécessairement  déterminé  par  les  sigrïes 

des  trois  fonctions 

I,     I,    —Kg. 

4^  Jusqu'ici  nous  avons  supposé  que  des  trois  quantités 

^!>       L5,        C1C4K5 L5M1 

une  seule  devenait  nulle.  Mais  il  peut  arriver  que  deux  de  ces  quantités 
ou  toutes  trois  à  la  fois  se  réduisent  à  zéro.  Au  reste,  il  est  facile  de 
projwer  que,  dans  cette  hypothèse,  on  aura  nécessairement 

Car,  si  c,  n'étant  pas  nul  les  deux  quantités  L5,  c^cJKs  —  L5M5  venaient 
à  s'évanouir,  on  aurait  en  même  temp^  les  deux  équations 

cJK5=o,       L5  =  o, 

auxquelles  il  est  impossible  de  satisfaire  tant  que  l'on  attribue  à  K5 
une  valeur  différente  de  zéro.  D'ailleurs,  en  faisant  varier  c^,  c^  et  c^  de 
quantités  très  petites  mais  arbitraire^,  on  ramène  facilement  l'hypo- 
thèse précédente  à  celle  où,  des  trois  quantités 

c,,    L5,     CjcJK» — LjMs, 

la  première  toute  seule  s'évanouit.  On  peut  donc  assurer  que,  dans 
cette  même  hypothèse,  le  nombre  des  racines  réelles  est  uniquement 
déterminé  par  les  signes  des  trois  fonctions 

I,     I,    — Kg. 
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Corollaire  /.  —  En  résumant  tout  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  on  arrive 
aux  conclusions  suivantes  : 

Lorsqu'une  équation  du  deuxième  ou  du  troisième  degré  a  toutes 
ses  racines  inégales  entre  elles,  le  nombre  des  racines  réelles  se  trouve 
déterminé,  si  Téquation  est  du  deuxième  degré,  par  les  signes  des 
deux  fonctions 

et,  si  l'équation  est  du  troisième  degré,  par  les  signes  des  trois  fonctions 

i,    I,    —  K,. 

Lorsqu'une  équation  du  quatrième  ou  du  cinquième  degré  a  toutes 
ses  racines  inégales  entre  elles,  le  nombre  des  racines  réelles  de  cette 
même  équation  est  déterminé  par  les  fonctions  données  ci-dessus  (pro- 
blème III,  corollaire  I),  pourvu  toutefois  qu'aucune  de  ces  fonctions 
ne  s'évanouisse;  mais  si  quelques-unes  d'entre  elles  se  réduisent  à 
zéro,  alors  les  fonctions,  dont  les  signes  déterminent  le  nombre  des 
racines  réelles,  sont,  pour  l'équation  générale  du  quatrième  degré, 

et,  pour  Téquation  générale  du«cinquième  degré, 

I,    I,    — K». 

On  doit  seulement  excepter,  relativement  à  l'équation  générale  du 
cinquième  degré,  le  cas  où  la  quantité  CjcJKj—  L^M,  étant  nulle  on 
aurait  de  plus 

c,<o,        N,<o,        K4M»>o,        K,L,N,— MÎ  =  o, 
auquel  cas  le^  cinq  racines  seraient  toutes  réelles. 

Corollaire  IF.  —  On  peut  facilement  comparer,  jusqu'au  quatrième 
degré,  les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  avec  les  conditions  à 
l'aide  desquelles  on  fixe  ordinairement  le  nombre  des  racines  réelles; 
et,  d'abord,  il  suit  de  la  théorie  précédente  que,  dans  les  équations  du 
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deuxième  et  du  troisième  degré,  le  nombre  de  ces  racines  est  toujours 
déterminé  par  le  signe  du  dernier  terme  de  Téquation  aux  carrés  des 
différences,  ce  que  l'on  savait  déjà. 

Je  passe  à  l'équation  du  quatrième  degré.  La  méthode  par  laquelle 
on  détermine  ordinairement  le  nombre  de  ses  racines  réelles  se  réduit 
à  ce  qui  suit.  On  commence  par  examiner  si  le  dernier  terme  de  l'équa- 
tion aux  carrés  des  différences  est  positif  ou  négatif.  Lorsqu'il  est 
négatif,  on  en  conclut  que  la  proposée  a  deux  racines  imaginaires. 
Lorsqu'il  est  positif,  toutes  les  racines  sont  à  la  fois  réelles  ou  imagi* 
naires;  elles  sont  réelles  si  l'on  a  en  même  temps 

^i<o,        c,— -3cî<o; 

elles  sont  imaginaires  si  l'une  ou  l'autre  des  deux  conditions  précé- 
dentes vient  à  manquer. 

On  peut  arriver  aux  mêmes  conclusions  par  la  considération  des 
quatre  fonctions  trouvées  ci-dessus,  savoir 

et,  d'abord,  si  K,  est  négatif,  le  produit  de  ces  quatre  fonctions  étant 
aussi  négatif,  les  fonctions  négatives  seront  en  nombre  impair.  D'ail- 
leurs, le  nombre  de  ces  dernières  ne  pouvant  surpasser  le  nombre  de 
celles  qui  seront  positives,  on  aura  nécessairement,  dans  l'hypothèse 
dont  il  s'agit,  une  fonction  négative,  trois  positives,  et,  par  suite,  deux 
racines  réelles.  Ce  résultat  subsiste  dans  le  cas  même  où  quelques-unes 
des  fonctions  données  s'évanouissent;  car  les  deux  fonctions 

qui  déterminent  alors  le  nombre  des  racines  réelles,  étant  toutes  deux 
positives,  indiquent  deux  racines  de  cette  espèce  dans  l'équation  pro- 
posée. 

Supposons  maintenant  K4  positif.  Les  quatre  fonctions  données 
seront  positives  si  les  quantités  c,,  L4  sont  toutes  deux  négatives;  et, 
dans  ce  cas,  la  proposée  aura  ses  quatre  racines  réelles.  Mai&si  l'une 
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des  quantités  c,,  L^  est  positive  ou  si  ces  quantités  le  sont  toutes  deux 
en  même  temps,  le  nombre  des  fonctions  positives  sera  égal  à  celui  des 
négatives  ;  et,  par  suite,  Téquation  donnée  n'aura  pas  de  racines  réelles. 
Il  en  serait  encore  de  même  si  quelques-unes  des  fonctions  que  l'on 
considère  venaient  à  s'évanouir;  car  il  faudrait  alors,  pour  fixer  le 
nombre  des  racines  réelles,  avoir  recours  aux  deux  fonctions 

qui,  pour  une  valeur  positive  de  K4,  sont  évidemment  de  signes  con- 
traires. Les  conditions  nécessaires,  mais  suffisantes,  pour  que  les 
racines  soient  toutes  réelles  sont  donc  les  trois  suivantes 

K^>o,        c,  <o,        L4<o, 

Il  nous  resie  à  faire  voir  qu'elles  sont  équivalentes  à  celles  que  four- 
nissent les  méthodes  connues,  savoir 

Ki>o,       Cj<o,       c, — 3cJ<o. 

On  peut  aisément  démontrer  cette  assertion  ainsi  qu'il  suit. 
Il  est  d'abord  facile  de  prouver  que,  si  l'on  a  en  même  temps 

Kt>o,        c,  <o,        L4<o, 
on  aura  aussi 

C3— 3c*<o; 

et,  en  effet,  la  condition  K4>o  entraine  la  suivante 

(cî-4-c,)«>(4cî  — 3c,c,H-cî)«, 

qu'on  peut  aussi  mettre  sous  la  forme 

(C«+C,)'>;|i{c|-C}-U)'. 

Cela  posé,  si  c,  est  néfçatif  ou  si  c^  étant  positif  reste  inférieur  à  cj, 
<'3  —  3c;  sera  évidemment  négatif^  Mais  si  c^  est  positif  et  supérieur  à  cj, 
alors,  les.deux  quantités  cj  — c*  et  L,  étant  positives,  on  aura 

Cj  C|  L;  >>  Cj  Cj. 
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Or  on  a  déjà  trouvé 


^1 


On  aura  donc  par  suite 


(cÎH^c,)»>^(cî-c})«, 


Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  dernière  inégalité  par 


[cl-hcj  ■ 


on  trouvera  qu'elle  se  réduit  à 

c]{c\'^c,)>{c,—  c\)\ 

ou  bien  encore  à 

c,(c3— 3c;)<o; 

et  comme,  par  hypothèse,  c,  est  positif,  il  faudra  nécessairement  que 

C3  — 3c";f  soit  négatif;  ainsi,  dans   tous  les  cas  possibles,  les  trois 

conditions 

K4>o,        c,<o,       L4<o 

entraînent  la  suivante 

c, —  3c}  <  o. 

Réciproquement,  si  Ton  a  en  même  temps 

K4>o,       c,  <o,       C3— 3c;<o; 

on  devra  aussi  avoir  nécessairement 

et,  en  effet,  les  deux  quantités  c,  et  c,  —  3^^  étant  négatives  par  hypo- 
thèse,  si  c^  est  positif  la  valeur  de  L,  donnée  par  Téquation 

L4=r4c;ci-f-C3(c3— 3c}) 
sera  évidemment  négative.  De  plus,  K,  ne  pouvant  être  positif  k  moins 


256  MÉMOIRE  SUR  LA  DÉTERMINATION 

que  l'on  n'ait 

c;-+-c,>o,        (cÎH-c,)»>  ^lîCc»  — c}  — L4)*; 


Ct 


si  l'on  suppose  c,  négatif  on  aura 


c\{c\-^c,y>{c\-^c,y>~(ci-c\^U)K 


Mais,  c,  étant  négatif,  on  a  aussi 


On  aura  donc,  par  suite, 

(c;-c})*>(cî-c}-ur. 

Pour  satisfaire  à  cette  dernière  inégalité  on  est  obligé  de  supposer  que 

cj  —  c\         cl         L4 

sont  de  même  signe;  d*aiileurs  cj  — cj,  étant  le  produit  des  deux 
facteurs 


dont  le  premier  est  positif  et  le  second  négatif,  a  nécessairement  une 
valeur  négative.  11  en  sera  donc  de  même  de  L4.  On  ne  pourra  donc 
avoir  en  même  temps 

K4>o,        C|<o,        e, —  3cJ<o 

sans  avoir  aussi 

L4  <  o, 

ce  qui  achève  de  prouver  l'identité  des  conditions  que  fournissent, 
relativement  à  l'équation  générale  du  quatrième  degré,  les  méthodes 
connues  et  celle  que  nous  avons  précédemment  exposée, 

Quant  a  Téquation  générale  du  cinquième  degré,  les  conditions  que 
nous  avons  trouvées  pour  déterminer  le  nombre  de  ses  racines  réelles, 
lorsque  ces  racines  sont  inégales,  se  réduisent  à  ce  qui  suit  : 

Les  cinq  racines  seront  réelles  si  les  quatre  quantités 

—  C|,    —  L„    K„    c,cJK,— L,M, 
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sont  toutes  positives  ou  si,  la  dernière  de  ces  quantités  étant  nulle,  on  a 

Dans  toute  autre  hypothèse»,  la  proposée  aura  une  seule  racine  réelle 
ou  bien  elle  en  aura  trois,  suivant  que  la  condition  Kg^o  sera  ou  ne 
sc*ra  pas  satisfaite.  Les  conditions  qu'on  vient  d'énoncer  peuvent  rem- 
placer  celles  que  fournit  l'équation  aux  carrés  des  différences  et  leur 
sont  nécessairement  équivalentes;  mais  il  serait  peut-être  difficile  de 
U»s  en  déduire  directement. 


OEuires  tic  t\  —  S.  Il,  t.  I.  ^i 


SUR 


LES  RACINES  IMAGINAIRES  DES  ÉQUATIONS. 


Journal  de  l'Ecole  Polj technique,  WIII'  Cahier,  Tome  XI,  p.  4»  i;  i8io. 


Qu'il  soit  toujours  possible  do  décomposer  un. polynôme  eu  facteurs 
n»els  du  premier  et  du  deuxième  dejçré  ou,  en  d'autres  termes,  que 
liuite  équation  dont  le  premier  membre  est  une  fonction  rationnelle  et 
entière  de  la  variable  x  puisse  toujours  être  véritiée  par  des  valeurs 
réelles  ou  imaj^inaires  de  cette  variable  :  c'est  une  proposition  que  l'on 
a  déjà  prouvée  de  plusieurs  manières.  MM.  I^grange,  I^place  et  Gauss 
ont  employé  diverses  méthodespcmr  l'établir  et  j'en  ai  moi-même  donné 
une  démonstration  fondée  sur  des  considérations  analogues  h  celles 
dont  M.  Gauss  a  fait  usage.  Mais,  dans  chacune  des  méthodes  que  je 
viens  de  citer,  on  fait  une  attention  spéciale  au  degré  de  l'équation 
donnée,  et  quelquefois  même  on  remonte  de  cette  dernière  à  d'autres 
équations  d'un  degré  supérieur.  Os  considérations  paraissent  étran- 
gères à  la  question  et  M.  Legendre  est  parvenu  h  s'en  passer  (rAeor#> 
(les  nombres,  i^""  Partie,  §  XIV)  en  faisant  usage  du  développement  en 
série.  Je  suis  anpivé,  en  suivant  la  même  idée,  à  une  démonstration 
qui  semble  aussi  directe  et  aussi  simple  qu'on  puisse  le  désirer.  Je 
vais,  ici,  l'exposer  en  peu  de  mots. 

Soit  f{x)  un  polynôme  quelconque  en  x.  Si  l'on  y  substitue  pour^r 

une  valeur  imaginaire  //  -i-  ç^v  —  i,  on  aura 

(0     •  /("4-rv''^)r3r  +  yv'"-"7» 
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P  et  Q  étant  deux  fonctions  réelles  de  u  et  ^.  De  plus,  si  l'on  fai-t 

(2)  |>  -h  Q  v^^  =  R (cosTh-  v/^  sinï), 

R  sera  ce  qu'on  appelle  le  module  de  r expression  imaginaire 

ot  sa  valeur  sera  donnée  par  Téquation 

(3)  R»-P»-f-Q^ 

.  Cela  posé,  le  théorème  à  démontrer  c'est  que  l'on  pourra  toujours 
satisfaire  par  des  valeurs  réelles  de  u  et  de  v  aux  deux  équations 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  l'équation  unique 

R  -  0. 

Il  importe  donc  de  savoir  quelles  sont  les  diverses  valeurs  que  peut 
recevoir  la  fonction  R  et  comment  cette  fonction  varie  avec  u  etc.  On 
y  parviendra  comme  il  suit. 

Supposons  que  les  quantités  u  et  v  obtiennent  à  la  fois  les  accroisse- 
ments h  et  k^  et  soient  AP,  AQ,  AR  les  accroissements  correspondants 
de  P,  Q,  R.  Les  équations  (3)  et.(i)  deviendront  respectivement 

(4)  (R4-AR)«=i(P-hAP)'-h(Q-f-AQ)*, 

i  P-h  AP-f-  (Q  -^  AQ)  v^^^  =/(«  -h  ^'\^~~i  4-  A  -+-  A-y^  i) 

finf^^  ...  désignant  de  nouvelles  fonctions.  Pour  déduire  de  l'équa- 
tion (5)  les  valeurs  de  P-+-AP  et  de  Qh-AQ,  il  suffit  de  ramener  le 

second  membre  à  la  forme/?  -\-q\J  —  i.  C'est  ce  que  l'on  fera  en  substi- 
tuant à  f{u  4-  ^\^^)  sa  valeur  R(cosT4-  y'—  '  sinT)  et  posant,  en 
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outro, 

h-hA'\  —  i    —    p(cos6   -i-\    -isinS), 

/,(//  -h  v\      i)  —  R/cosTj-h  V  ~  siiiT,), 

/,(«-+-  v\  —  i)  --  R,(cosT,-+-v  —  I  sinT,), 


Aprc's  les  réductions  oH'ectuéos,  réquation  (:*>)  deviendra 

i  l>-hAP-+-(QH-AQ)v  -T 

(^)    '       —     '   RcosT-hR,pcos(Ti-+-ô)-i-R,p*cos(T,-h26)-h... 

(  -h  [R  sinï  -h  H, p  sin(T,  -h  6)  4-  R,p« sin(T,  -h  2(/)  -h . . .]  v/-"»^. 


el  Ton  en  conclura 

(  P  -hAP  -:RcosT-hR,pros(T,-^(})  -h  R,p«cos(T,-h  a&)  -h..., 
'       /  Q-hAQ=  RsinÏH-R,psin(T, -h(?)-hR,p«sin(T, -h2S) 


l  (R-h  AR}*^-     rRcosÏH-R,pcos(T,4-!5)-i-R.o*cos(T,-i-2  9)-+-...l* 
/  -hLl^s>nT4-R,psin(T,  4- 0) -h  R,p*sin(T, -h2  9)-+-...|*. 

Supposons  maintenant  que,  pour  certaines  valeurs  attribuées  aux  va- 
riables u  et  i\  l'équation 

R-o 

ne  soit  pas  satisfaite.  Si,  dans  cette  hypothèse,  R,  n'est  pas  nul,  le 
second  membre  de  l'équation  (8),  ordonné  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  p,  deviendra 

R*-+-2RRipcos(T,— T-i-(?)  -h...; 

et,  par  suite,  la  quantité 

(R4-AR)»-RS 

ou  l'accroissement  de  R^  ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  p,  aura  pour  premier  tiTme 

2RR,pcos(ï,— T-+-5). 
Si,  dans  la  même  hypothèse,  R,  était  nul  sans  que  Rj  le  fût,  Taccrois- 
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sèment  clc  R^  aurait  pour  premier  terme 

aRR^p^cosCTï-^T-^-si^), 

etc.,  etc.  Enfin  ce  premier  terme  deviendrait 

2m\„ p"  cos{T„  —  T -^  nO) 

si,  pour  les  valeurs  données  de  u  et  v^  toutes  les  quantités  R,,  R^,  . . . 
s'évanouissaient  jusqu'à  R;,_,  inclusivement.  D'ailleurs,  si  l'on  attribue 

• 

à  p  des  valeurs  positives  très  petites  et  à  G  des  valeurs  quelconques,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  si  l'on  attribue  aux  quantités  A  et  ^  des  valeurs 
numériques  très  petites,  l'accroissement  de  R^,  savoir 

(R-hAl{)*-R», 

sera  de  même  signe  que  son  premier  terme  représenté  généralement 
par  le  produit 

(9)  2RR„p»cos(T„-T-+-/i0); 

et  comme  on  peut  disposer  de  la  valeur  arbitraire  de  0  de  manière  à 
rendre  cos(T„  — Th-/iO),  c'est-à-dire  le  dernier  facteur  du  produit  (9) 
et,  par  suite,  le  produit  lui-même,  ou  positif  ou  négatif,  il  en  résulte 
que,  dans  le  cas  où  des  valeurs  particulières  attribuées  aux  variables  u 
et  (>  ne  vérifient  pas  l'équation  R  ::=  o,  la  valeur  correspondante  de  R^ 
ne  peut  être  ni  un  maximum  ni  un  minimum.  Donc,  si  l'on  peut 
s'assurer,  a  priori,  que  R*  admet  une  valeur  minimum,  on  devra  en 
conclure  que  cette  valeur  est  nulle  et  qu'il  est  possible  de  satisfaire  à 
l'équation  R  =  o. 

Or,  R^  admettra  évidemment  un  minimum  correspondant  à  des 
valeurs  finies  de  u  et  de  ^  si,  pour  de  très  grandes  valeurs  numériques 
(le  ces  mêmes  variables,  R**^  finit  par  devenir  supérieur  à  toute  quantité 
donnée.  D'ailleurs,  si  l'on  fait 

M  -+-  C'y  —  I  =r  /'(coss  -h  v'^  J  sin^), 
à  de  très  grandes  valeurs  numériques  de  a  et  ^  correspondront  de  très 
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{grandes  valeurs  de  r  et  réciproquement.  Donc,  pour  que  l'on  puisse 
satisfaire  à  l'équation  R  —  o  par  des  valeurs  réelles  et  finies  des  va- 
riables u  et  i%  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  la  quantité  R'  déterminée 
par  les  équations 

1  R^IP'-hy^ 

(lO)  

!  P-h  Q  V  —  I  — /[r(ros5 -hv  —  I  sine)] 

finisse  par  devenir  constamment,  pour  de  très  grandes  valeurs  de  r, 
supérieure  a  tout  nombre  donné. 

La  conclusion  précédente  subsiste  éf^alement,  que  la  fonction  f{oc) 
soit  entière  ou  non.  Elle  exige  seulement  que  P  et  Q  soient  des  fonc- 
tions continues  des  variables  a  et  e  et  que  les  quantités  R,,  Rj,  ...  ne 
deviennent  jamais  infinies  pour  des  valeurs  finies  de  ces  mêmes  va- 
riables. 

Supposons,  en  particulier,  que  la  fonction  /(^x-)  soit  entière  et  fai- 
sons en  conséquence 

Les  équations  (lo)  donneront 

P-f-  0 V      '  --;/(acos3  -h  rsin^v    -  \) 

i~       {iQr"  vo^nz  -i-  f?,/"-'  cos^/*  —  1)5  -h. ., -h  a.,-ircosz  -+-  a„ 
-H  [«0'"  sin/ic  -h  f7,r"~'  sin(  «  -  i)w  -h. . . -h  «« -i/*sine]\  —  i, 

r                    a.  cos(n     -\)z                   <?„  .,  C0S5        a„    1  "1 
P    --a^,r"     COS/iCH -h. .  .H —r  H —  h 

L  ''"  ''  ^'«     '  *'»  '   .1 

^^  ^  r  .  a^s\n(n~l)z  ^/„.,sins"| 


r'=:P»-hQ-    «;/•" 


o. 


U7,  C0S3    I 


r/„  r 


Or,  il  est  clair  que,  pour  de  très  grandes  valeurs  de  r,  la  valeur  précé- 
dente de  R^  finira  par  surpasser  toute  quantité  donnée.  Donc,  en  vertu 
de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  on  pourra  satisfaire  par  des  valeurs  réelles 
de  u  et  de  v  à  l'équation 


R  -  o. 
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ou,  ce  qui  revient  au  même,  aux  deux  suivantes 

|>  r:z  (),  Q    _::  o. 

Au  reste,  la  méthode  ci-dessus  exposée  n'est  pas  uniquement  appli- 
cable au  cas  où  la  fonction  f{x)  est  entière;  et,  lors  même  que  cette 
fonction  cesse  de  l'être,  les  raisonnements  dont  nous  avons  fait  usage 
peuvent  servir  à  décider  s'il  est  possible  de  satisfaire  à  l'équaticm 

par  des  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  la  variable  x. 
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Lorsqu'un  fluido  so  meut  dans  un  vaso  do  figure  quelconque,  la 
vitesse  et  la  pression  en  ehaque  point  varient  d*un  instant  à  Tautre, 
et,  par  conséquent,  elles  dépendent,  en  général,  de  quatre  variables, 
savoir,  le  temps  et  les  coordonnées  du  point  que  Ton  considère.  Ces 
quatre  variables  se  réduiront  à  deux  si  le  mouvement  a  lieu  de  telle 
manière  que  deux  molécules  ne  puissent  oc<'uper  successivement  la 
même  place  sans  décrire  la  même  courbe.  Nous  allons  nous  occuper, 
en  particulier,  de  cette  espèce  de  mouvement  d'une  masse  fluide  qu'on 
peut  Vi\y\MAi^r  momement  par  filets.  Pour  le  déterminer  plus  facilement, 
nous  commencerons  par  établir  un  tbéorème  qui  se  rapporte  aux 
fluides  en  équilibre  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Théoukme.  —  Concevons  que,  flans  un  fiuide  en  équilibre,  on  trace  une 
courbe  à  colonie,  Mommons  s  l'arc  de  cette  courbe  compté  à  partir  iVun 
point  fixe  et  soient,  à  i extrémité  de  cet  arc,  p  la  pression,  p  la  densité. 
P  la  force  accélératrice.  Enfin,  désignons  par  a  r angle  compris  entre  la 
direction  de  la  force  P  et  celle  de  la  courbe  à  l' extrémité  de  l'arc  s.  On 
aura,  en  supposant  toutes  les  variables  exprimées  en  fonction  de  s, 

('">  ^(-  -    oPeosa. 

Os       ' 
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Démonstration.  —  En  effet,  si  Ton  rapporte  tous  les  points  de  Tespace 
à  trois  axes  rectangulaires  et  que  Ton  désigne  par  X,  Y,  Z  les  compo- 
santes algébriques  de  la  force  P  parallèlement  à  ces  mêmes  axes,  on 
aura,  en  supposant  d*abord  toutes  les  variables  exprimées  en  fonction 
de  x^  y^  5, 

ôz        ^ 

D'ailleurs,  pour  la  courbe  que  l'on  considère,  x^  j,  z  deviennent  fonc- 
tions de  s  et  si  l'on  substitue  leurs  valeurs  en  s  dans  la  valeur  générale 
de/>,  il  en  résultera  une  nouvelle  fonction  de  s  qui  vérifiera  la  formule 

(3)         fîP  =  ^ffî^^/^^_^^ff5^p/^X—  -hY^-i-Z^-V 

ds       dx  ds        âv   ds        ôz  ds       ^\ds  ds      •    ds  / 

D'autre  part,  les  cosinus  des  angles  que  forment  avec  les  axes  la  direc- 
tion de  la  force  P  et  celle  de  la  courbe  proposée  à  l'extrémité  de  l'arc  s 
étant  respectivement 


X 

Y 

z 

F' 

P' 

p' 

dx 

dy 

ds' 

dz 
ds 

on  en  conclura,  pour  l'expression  du  cosinus  de  l'angle  compris  entre 
les  deux  directions, 

, . ,  H  dx       \  dy       Z  dz 

(^>  *^«^«=PrfF  +  Fi-^P5;- 

En  vertu  de  cette  dernière  formule,  l'équation  (3)  se  trouvera  réduite  à 

(i)  ^^  =  pPcosa, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  peut  remarquer  en  passant  que  la  pression  sera  constante  dans 

OFMvret  de  C.  —  S.  II,  t.  1.  34 
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toute  l'étendue  de  la  courbe  donnée  si  l'on  a  cosa  ^  o,  c'est-à-dire  si 
cette  courbe  est  perpendiculaire  en  tous  ses  points  à  la  direction  de  la 
force  accélératrice,  ce  qui  s'accorde  avec  la  propriété  bien  connue  des 
surfaces  de  niveau. 

On  peut  encore  remarquer  que  Pcosa  représente,  au  signe  près,  la 
projection  de  la  force  P  sur  la  tangente  à  la  courbe  que  l'on  considére. 

Concevons  à  présent  que  le  fluide  se  meuve  et  se  partage  en  un 
nombre  infini  de  filets,  de  telle  sorte  que  la  courbe  décrite  par 
une  molécule,  à  partir  d'un  point  donné,  soit  constamment  suivie  par 
celles  qui  lui  succèdent  au  même  point.  Nommons  5  l'arc  d'une  sem- 
blable courbe,  compté  à  partir  d'une  origine  fixe  dans  le  sens  du  mou- 
vement, et  /  le  temps  mesuré  à  partir  d'une  époque  fixe.  Soient  de 
plus,  au  bout  du  temps  /  et  à  l'extrémité  de  l'arc  5, 

p  la  densité, 

p  la  pression, 

V  la  vitesse, 

P  la  force  accélératrice  appliquée  au  fluide, 

a  l'angle  compris  entre  la  direction  de  cette  force  accélératrice  et  la 

direction  de  la  vitesse, 
0  la  force  accélératrice  qui  serait  capable  de  produire  le  mouvement 

observé, 
^  l'angle  compris  entre  la  direction  de  cette  force  et  celle  de  la  vitesse. 

Enfin,  imaginons  que,  la  force  P  étant  décomposée  en  deux  autres, 
dont  l'une  soit  la  force  Q  elle-même,  la  direction  de  la  seconde  compo- 
sante représentée  par  R  fasse,  avec  la  direction  de  la  vitesse  v,  l'angle  y- 
Les  quantités  p,  /?,  ç',  P,  Q,  R,  a,  p,  y  seront  autant  de  fonctions  des 
deux  variables  indépendantes  5,  /  et,  en  vertu  du  principe  général  de 
Dynamique,  la  pression  p  sera  précisément  celle  qui  aurait  lieu  dans 
l'état  d'équilibre  du  fluide  uniquement  soumis  à  la  force  accéléra- 
trice R.  Par  conséquent,  le  théorème  ci-dessus  démontré  fournira 
l'équation 

(^)  ,      -oRcosy. 

Os  ' 
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D'ailleurs,  Q  et  R  étant  les  composantes  de  la  force  P,  si  Ton  projette 
ces  trois  forces  sur  la  direction  de  la  vitesse,  on  trouvera 

(6)  Pcosa  =  Qcosp  -+- R  cosy. 

Donc,  par  suite, 

(7)  ^=p(Pcosa-Qcos(3). 

Observons  maintenant  que,  si  l'on  appelle  x^y^  z  les  coordonnées  rec- 
tangulaires de  la  molécule  située  à  l'extrémité  de  l'arc  s  et  X,  Y,  Z  les 
projections  algébriques  sur  les  axes  de  la  force  accélératrice  P,  la 
valeur  de  cosa  vérifiera  l'équation  (4),  et  qu'on  aura,  en  consé- 
quence, 

(8)  PcosarrX^-fY^'^'+Z^. 

as  as  as 

m 

De  plus,  la  courbe  que  suit  cette  molécule  pouvant  être  censée  décrite 
en  vertu  de  la  seule  force  accélératrice  Q,  la  variation  do  la  vitesse  v, 
pendant  un  instant  très  court  A/  compté  à  partir  de  la  fin  du  temps  /, 
pourra  être  considérée,  sans  erreur  sensible,  comme  uniquement  due 
à  la  force  Q  décomposée  suivant  la  courbe  dont  il  s'agit,  c'est-à-dire 
à  la  force  accélératrice  représentée  par  la  valeur  numérique  du  pro- 
duit Qcos^.  Il  est  aisé  d'en  conclure  que  ce  produit  sera  équivalent^  a 
très  peu  près,  à  la  variation  de  la  vitesse  divisée  par  A/.  Or,  l'espace 
parcouru  pendant  l'instant  A/  étant  sensiblement  égal  k  ç^A/  et  la 
vitesse  étant  fonction  des  deux  variables  ^  et/,  si,  pour  fixer  les  idées, 
on  suppose 

en  désignant  par  £  un  nombre  très  petit,  on  trouvera,  pour  la  variation 
de  la  vitesse  pendant  l'instant  A/,  une  expression  de  la  forme 

/[5-h(r-i-fi)A/,  ^-f-AO-/(^,  0- 

En  divisant  cette  variation  par  A/,  puis  faisant  converger  bx  vers  la 
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limite  zéro,  on  obtiendra  la  valeur  suivante  de  Qeos^  : 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(9)  ^^''^^^'Ts'^Tr 

Si  dans  l'équation  (7)  on  remet,  pour  Pcosa  et  Qeos^,  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  (8)  et  (9),  on  trouvera  définitivement 

('^>  f  ==K ds 'ôs-^ôi)' 

Telle  est  la  formule  diflerentielle  qui  exprime  la  relation  existant  entre 
la  pression  et  la  vitesse  dans  le  mouvement  par  fdets  d'une  masse  fluide. 
Ajoutons  que,  dans  ce  même  mouvement,  la  vitesse  v  peut  être  décom- 
posée en  deux  facteurs  dont  l'un  dépende  uniquement  de  la  variable  s 
et  l'autre  de  la  variable  /.  Pour  le  démontrer,  imaginons  la  masse  fluide 
divisée  en  filets  dont  les  sections  transversales  soient  très  petites  et 
varient  d'un  bout  à  l'autre  d'un  filet  donné,  de  manière  que  les  mêmes 
molécules  passent  successivement  par  chacune  d'elles.  La  quantité  de 
fluide  qui  passera,  pendant  un  instant  très  court,  par  une  section  plane 
faite  dans  ce  filet  perpendiculairement  à  sa  longueur,  sera  proportion- 
nelle, d'une  part,  à  l'aire  de  la  section,  de  l'autre,  à  la  vitesse  des 
molécules  qu'elle  renferme  à  l'instant  dont  il  s'agit;  et,  comme  cette 
quantité  de  fluide  devra  rester  la  même  pour  toutes  les  positions  pos- 
sibles du  plan  coupant,  il  est  clair  que,  à  chaque  instant,  les  vitesses 
de  deux  molécules  comprises  dans  deux  sections  différentes  seront  en 
raison  inverse  des  aires  de  ces  sections.  Par  suite,  si  v  désigne  toujours 
la  vitesse,  au  bout  du  temps  /,  de  la  molécule  fluide  située  dans  un 
certain  filet  à  l'extrémité  de  l'arc  5  et  si,  de  plus,  on  représente  par  i^^ 
la  vitesse  à  la  même  époque  d'une  autre  molécule  située  dans  le  même 
filet  à  l'extrémité  de  l'arc  ^^j,  s^  étant  une  valeur  particulière  et  constante 

de  la  variable  j,  le  rapport  —-dépendra  uniquement  de  cette  variable. 
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On  pourra  donc  supposer 


v   


ou 


('0  ^=^0l^f 

(JL  étant  une  fonction  de  la  seule  variable  s  et  i^o  une  fonction  de  la  seule 
variable  /,  ce  qu'il  fallait  démontrer.  Il  nous  reste  à  faire  quelques 
applications  des  formules  (lo)  et  (ii). 

Supposons  d'abord  que  le  mouvement  du  fluide  soit  ce  qu'on  appelle 

un  moui^ement  permanent,  c'est-à-dire  que  la  vitesse  de  chaque  molécule 

•    et  la  direction  de  cette  vitesse  dépendent  uniquement  de  la  position 

absolue  de  la  molécule  que  l'on  considère.  Alors,  la  valeur  de  v  ne 

variant  plus  avec  le  temps,  on  aura 

ce  qui  réduira  la  formule  (lo)  à 

^^^  ds  ""^V  ds  ds  y 

Concevons  que,  dans  cette  hypothèse,  la  densité  p  ait  une  valeur  cons- 
tante et  que  l'expression 

Xdx-^'Ydy-^-Zdz 

puisse  être  ramenée,  comme  il  arrive  dans  beaucoup  de  cas,  à  la 
forme  rfX,  X  représentant  une  certaine  fonction  des  coordonnées  a?, 
y^  z.  Il  deviendra  facile  d'intégrer  l'équation  (i3)  ou,  en  d'autres 
termes,  la  suivante 

...  dp  (d\        vdv\ 

En  effectuant  les  intégrations  par  rapport  a  la  variable  indépendante  s 
à  partir  de  la  valeur  particulière  s  =  s^  et  désignant  par  po,  \,  ^o  les 


^0  MËMOIKE  SUR  UNE  ESPÈCE  PARTICULIÈRE 

valeurs  particulières  correspondantes  des  variables  p,  X.  v,  on  trouvera 

Par  suite,  si  la  pression  à  l'extrémité  de  l'arc  s  est  la  même  qu'à  l'extré- 
mité (le  l'arc  ^o*  ^i^  ^ura  simplement 

et  l'on  en  conclura 

(i6)  c'»-  rî  =  2(1-  >o)  =  2j\\dar  -4-Ydy  -^Idz). 

Il  résulte  de  cette  dernière  formule  que,  dans  le  moui^ement permanent, 
une  molécule  fluide,  en  parcourant  une  courbe  aux  extrémités  de  laquelle 
les  pressions  sont  égales,  gagne  ou  perd  la  même  quantité  de  force  vive 
que  gagnerait  ou  que  perdrait  dans  le  vide  une  molécule  solide  douée 
de  la  même  masse  et  de  la  même  vitesse  initiale,  assujettie  à  décrire  la 
même  courbe  et  soumise  aux  mêmes  forces  accélératrices. 

Le  principe  qu'on  vient  d'énoncer  suffît  quelquefois  pour  faire  dé- 
couvrir parmi  les  circonstances  du  mouvement  celles  qu'il  importe  le 
plus  de  connaître.  Admettons,  par  exemple,  qu'un  fluide  pesant  et 
homogène  s'écoule  d'un  vase  entretenu  constamment  plein  par  un  ori- 
tice  très  petit.  Alors,  au  bout  d'un  temps  plus  ou  moins  considérable, 
le  mouvement  devient  sensiblement  permanent  et,  par  conséquent,  la 
vitesse  du  fluide  à  la  sortie  du  vase  devient  à  très  peu  près  constante. 
Or  il  sera  facile,  à  l'aide  du  principe  établi,  de  calculer  cette  vitesse. 
En  eflet,  la  pression  atmosphérique  étant,  à  très  peu  près,  la  même  sur 
la  surface  supérieure  de  la  masse  fluide  contenue  dans  le  vase  et  sur 
la  surface  latérale  de  la  veine  qui  s'en  échappe,  la  force  vive  acquise 
par  une  molécule,  dans  le  passage  de  la  première  surface  à  la  seconde, 
devra  être,  en  vertu  de  ce  principe,  le  produit  de  la  masse  de  la  molécule 
par  le  carré  de  la  vitesse  qu'acquerrait  dans  le  vide  un  corps  pesant 
descendant  de  la  même  hauteur.  Donc,  si  l'on  nomme  h  cette  hauteur, 
i'^  la  vitesse  de  la  molécule  à  son  entrée  dans  le  vase  et  i'  sa  vitesse  au 
moment  de  la  sortie,  on  trouvera,  en  divisant  la  variation  de  la  force 
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vive  par  la  masse, 

(17)  t;*— i^J  — 2^/i. 

On  aura  d'ailleurs,  en  vertu  de  la  formule  (11), 

{X  désignant  le  rapport  des  sections  faites,  dans  un  filet  fluide  qui  ren- 
ferme la  molécule  et  aux  extrémités  de  ce  même  filet,  par  des  plan» 
perpendiculaires  à  sa  longueur.  Cela  posé,  on  tirera  de  l'équation  (17) 


(,8)  .:  ^'^^^ 


La  valeur  de  [x  devant  être  très  considérable  lorsque  l'orifice  est  très 
petit,  on  peut,  dans  une  première  approximation,  négliger  le  terme  -^> 
ce  qui  réduit  la  formule  (18)  à 


(19)  V  =  s/(2gh). 

Les  équations  (18)  et  (19)  sont  celles  que  l'on  déduit  ordinairement 
des  calculs  fondés  sur  l'hypothèse  du  parallélisme  des  tranches^.  Lors- 
qu'on veut  faire  usage  de  l'équation  (18),  on  prend  pour  valeur  de  a  le 
rapport  entre  la  surface  supérieure  du  fluide  qui,  en  général,  est  sensi- 
blement plane  et  la  section  minimum  de  la  veine  qui  sort  par  l'orifice, 
ce  qui  serait  exact  si  toutes  les  molécules  fluides,  même  celles  qui 
décrivent  des  courbes  diflerentes,  arrivaient  dans  le  vase  et  dans  h 
section  minimum  de  la  veine  avec  des  vitesses  communes. 

Supposons  maintenant  que  le  mouvement  du  fluide  cesse  d'être  per- 
manent. Alors,  en  substituant  dans  l'équation  (10)  la  valeur  de  v  tirée 
de  la  formule  (11),  on  trouvera 

(20)  dp  _    f\rf.T^\dy-^-THz  __    ,  M^  _     ^\ 

^  ^  as  ~^\  ds  '   ds      ^  de  ! 

Si  l'on  admet  toujours  que  la  densité  p  soit  constante  et  que  l'exprès- 
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sion  Xdx  -h  ^dy  -hZdz  se  réduise  a  ^X,  X  étant  une  fonction  des  coor- 
données a:,  y,  z^  on  pourra  intégrer,  par  rapport  à  5,  l'équation  (20) 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  suivante 

^^''  ds  -^\ds  »    ds         ^  dt)' 

et,  en  désignant  par  5o,  /^o,  Xo,  v^  des  valeurs  particulières  correspon- 
dantes des  variables  5,  /?,  X,  c^,  on  obtiendra  la  formule 

dans  laquelle  l'intégrale  relative  à  s  est  prise  à  partir  de  l'origine  s^. 
Enfin,  si  l'on  suppose  que  la  pression  soit  la  même  aux  extrémités  des 
arcs  s^  et  ^ ,  on  aura  simplement 

» 

et,  par  suite. 

Le  coefficient  différentiel  -^  étant  toujours  positif  quand  la  vitesse  i^^ 

croit  avec  le  temps  et  le  binôme  X  —  Xo  représentant  une  quantité  finie 
indépendante  de  la  variable  /,  il  résulte  évidemment  de  l'équation  (23) 
que,  dans  le  cas  où  les  différences  [jl^  —  i,  s  ^  Sg  sont  de  même  signe, 
c'est-à-dire  lorsque  les  filets  vont  en  se  rétrécissant  dans  le  sens  du 
mouvement,  la  vitesse  v^^  ne  saurait  recevoir  un  accroissement  indéfini. 
Donc  alors,  si  cette  vitesse  a  rohimencé  par  croître,  elle  ne  s'élèvera 
pas  au  delà  d'un  certain  maximum  ou,  du  moins,  ne  dépassera  pas  une 
certaine  limite.  I^orsqu'elle  aura  sensiblement  atteint  ce  maximum  ou 
cette  limite,  on  aura,  à  très  peu  près, 

(24)  ^=0 

et,  par  suite, 

rJ(fjL«~i)  =  a(X-Xo) 
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ou,  en  d'autres  termes, 

(25)  r«-rJ=:2(>-Xo), 

comme  dans  le  cas  du  mouvement  permanent. 

Si  Ton  veut  appliquer  les  formules  précédentes  à  un  fluide  pesant, 

alors,  en  supposant  que  Ton  prenne  pour  axe  des  x  une  droite  verticale 

et  que  Ton  compte  les  x  positives  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  on 

trouvera 

X  =  ^,        Y=o,        Z  =  o, 

on  en  conclura 

Cela  posé,  les  équations  (22),  (23)  et  (23)  deviendront  respective- 
ment 

^26)  ^_;>,=rpU(a?  — ^0)  — ^^J(fA'~0~-^J  F^*J, 

(27)  rJ(fZ*— l)-f-2-^J  /JLrf5=:2^(^-:ro), 

(28)  p»—  vl  ■=  1g{x  —  Xo). 

I^  dernière  de  celles-ci  s'accorde  avec  l'équation  (17),  puisque  x  —  x^ 
représente  précisément  la  hauteur  verticale  de  laquelle  descend  une 
molécule  fluide,  en  passant  du  point  dont  l'abscisse  est  x^  au  point 
dont  l'abscisse  est  x. 

En  terminant  ce  Mémoire  sur  le  mouvement  par  filets  d'une  masse 
fluide,  nous  ferons  remarquer  que  l'espèce  de  mouvement  désignée 
sous  ce  nom  a  nécessairement  lieu  lorsque  la  masse  entière  se  réduit  à 
un  filet  fluide  contenu  dans  un  tube  infiniment  étroit.  Par  conséquent, 
la  formule  (26)  est  applicable  aux  oscillations  de  l'eau  dans  un  tube 
recourbé  (î^o^'rla  Mécanique  de  M.  Poisson,  Liv.V).  Si  dans  cette  mém(» 
formule  on  attribue  successivement  aux  variables  /?,  x^  [ji,  s  les  deux 
systèmes  de  valeurs  particulières  qu'elles  acquièrent  aux  deux  extré- 
mités du  filet  fluide  h  la  fin  du  temps  /  et  que  l'on  désigne  ces  valeurs 

OEuvres  de  C  —  S.  H,  t.  l.  35 
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La  solution  jçénérale  do  celte  question  peut  se  déduire  d'une  formule 
qui,  employée  d'abord  par  M.  Fourier  dans  le  Mémoire  sur  la  chaleur, 
a  été  depuis  appliquée  à  d'autres  problèmes  et,  en  particulier,  par 
M.  Poisson  et  moi  à  la  théorie  des  ondes.  De  plus,  les  résultats  fournis 
par  la  méthode  générale  sont,  dans  beaucoup  de  cas,  susceptibles 
d'être  simplifiés  à  l'aide  de  quelques  autres  formules  qu'il  importe  de 
connaître.  Nous  réunirons  ces  diverses  formules  dans  la  premién* , 
Partie  de  notre  Mémoire  et,  dans  la  seconde,  nous  résoudrons  la  ques- 
tion  proposée. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

55  I.  La  formule  de  M.  Fourier,  étendue  à  un  nombre  n  de  variables 
J7,  V,  5,  . . .  sert  à  remplacer  une  fonction  quelconque  de  ces  variables 
par  une  intégrale  multiple  dans  laquelle  j?,  j,  s,  ...  ne  se  trouvent  plus 
(|ue  sous  les  signes  sin  et  cos.  Elle  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

\  /(^^»/>-»  •••)  —  (7::)    /  /  /•••cosa(x  — fx)cos^(j  — v)cosy(5  —  w)... 

'  X  y  (  M>  '>'»  ciJ>  •  •  •  )  <^^  ^'ft  (^\^  d^  <^y  d^  •  •  •  > 

les  intégrations  relatives  à  a,  |5,  y,  . . .  étant  effectuées  entre  les  limites 
—  oc,  -h  oc  et  celles  qui  se  rapportent  à  [x,  v,  ci,  ...  entre  des  limites 
quelconques,  pourvu  que  ces  limites  comprennvnt  les  valeurs  attri- 
buées k  X,  y,  z,  —  Pour  rendre  plus  faciles  les  applications  de  cette 
même  formule,  il  convient  de  la  modifier  un  peu  en  substituant  aux 
cosinus  des  exponentielles  imaginaires  et  d'écrire  simplement 

f  X  /(  /x,  V,  GT,  . . .  )  ^a  ^/ft  d^  dy  dy  dis .... 

Il  est  essentiel  d'observer  que  les  fonctions  renfermées  sous  les 
signes  ///...,  dans  les  intégrales  multiples  qui  forment  les  seconds 
membres  des  équations  (i)  et  (2),  passent  du  positif  au  négatif  par  la 
seule  variation  d(»s  quantités  a,  ^,  y Il  en  résulte  que  ces  intégrales 
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multiples  pourront  devenir  indéterminées  mais  jamais  infinies.  Toutes 
les  fois  qu'elles  deviendront  efTectivement  indéterminées,  il  suffira, 
pour  faire  cesser  l'indétermination,  de  multiplier  dans  chacune  d'elles 
la  fonction  sous  les  sijçnes  i j  f  ...  par  un  facteur  auxiliaire  de  la  forme 

,       •    ^j;(o,  0,0,...) 

la  lettre  ^  indiquant  une  fonction  convenablement  choisie  (')  et  ^,  k\ 
k'\  . . .  désignant  des  quantités  positives  infiniment  petites  qu'on  devra 
réduire  à  zéro  après  les  intégrations  effectuées.  En  supposant,  pour 
plus  de  commodité, 

a"  H-^  a'    —  a'    •  .  .  « 

on  réduira  le  facteur  auxiliaire  à 

'J;(A-a,  A^,  A-y,  ...) 


(4) 


fi 


'^(o,  0,0,...) 


Par  suite,  on  pourra,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  prendre  pour  ce 
même  facteur  J'une  des  expressions 

(K. 1 

(6)  ^_AVa«H-^M-yM-...^ 

(7)  g-A«(a«H-p«-»-y'-+-...), 


Nous  ajouterons  que  l'emploi  du  facteur  auxiliaire  suffit  pour  établir 
les  formules  (i)  et  (2)  (^).  C'est  ce  que  nous  allons  prouver  en  nous 

(1)  Esl-il  possible,  clans  tous  les  cas,  de  choisir  la  fonction  ^  de  manière  à  faire- cesser 
l'indétermination?  Si  cette  question  était  résolue  négativement,  il  est  clair  qu'on  devrait 
restreindre  les  applications  des  formules  (1)  et  (2)  aux  seuls  cas  pour  lesquels  la  condi- 
tion qu'on  vient  d'énoncer  serait  satisfaite.  Mais  rien  jusqu'à  présent  no  nous  porte  à  croire 
que  Ton  se  trouve  jamais  dans  l'impossibilité  de  la  remplir. 

(')  Lorsqu'on  veut  choisir  le  facteur  de  telle  manière  que,  la  formule  (i)  étant  établie. 
on  en  déduise  immédiatement  la  formule  (2),  on  doit  avoir  soin  de  prendre  pour 

.{.(Aa,  A-?,  A:y,  ...) 

une  fonction  des  variables  a,  ^,^^  ...  qui  ait  la  propriété,  comme  les  expressions  (5>, 
(6),  (7),  de  conserver  la  même  valeur,  tandis  que  toutes  ces  variables  ou  quelques-unes 
d'entre  elles  changent  de  signes. 


•278  MÉMOIRE  SLK  L'INTÉGRATION 

arrêtant,  pour  simplifier  les  calculs,  à  la  formule  (i)  et  nous  bornant 
au  cas  où  les  variables  x,  y,  z,  ...  se  trouvent  remplacées  par  la  seule 
variable  x.  Dans  ce  cas,  la  formule  (i)  se  réduit  à 


(«) 


/(^)"—  /       /      eos«(a?  — fx)/(/x)^a^f*. 


rintéf^ralion  relative  à  a  étant  effectuée  entre  les  limites  —  oc,  -^-  oc  et 
l'intégration  relative  à  [x  entre  des  limites  \l\  [x^qui  comprennent  la 
valeur  attribuée  à  la  variable  x.  Pour  empêcher  que  le  second  membre 
de  la  formule  (8)  ne  devienne  indéterminé,  on  devra  écrire  fçénéra- 
lement 


9) 


/(^)^-'^/     f     ^^-;~cosoe(x--fA)/ifx)r/«rf/*, 


t  désij^nant  une  quantité  positive  infiniment  petite  et  4*  une  fonction 
convenablement  choisie.  Il  reste  à  faire  voir  que  la  formule  (9)  subsiste 
toutes  les  fois  que  son  second  membre  converge,  pour  des  valeurs  dé- 
croissantes de  k,  vers  une  limite  fixe.  Or,  en  effet,  si  Ton  pose 


|A 


(10)  \--/       /      -^—-cosaix  — IX) /(ix)d<x  dix, 

on  en  conclura,  en  remplaçant  dans  le  second  membre  a  par  t  et  a 
par  X  -h  i[u, 

(il)  ^  —  /       /  I   ~    cos«|UL/(.r -+- A/x)^arfft; 


puis,  en  faisant  ^  --  o,  on  trouvera  ('  ) 

(12)  \--.\/{jr), 

(*)  Il  est  essonliel  de  se  rappeler  que  la  valeur  de  .r  est  par  hypothèse  supérieure  à  ji' 

J'  ■       UL         IL    —  •f 

et  inférieure  à  ijl',  d'où  il  résulte  que  — 7.  —  »  ^—r  -  ^^ont  deux  quantités  positives.  Pour 

bien  voir  dans  celte  hvfiothèse  comment  l'équation  (12)  se  déduit  de  la  formule  Mi),  il 
convient  d'cmplo>cr  un  artifice  de  calcul  spml)Iable  à  celui  dont  nous  avons  fait  usage 
dans  le  Bulletin  de  la  Société  philomathi(juc  de  décembre  1818  et  de  partager  l'intégrale 
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la  valeur  de  A  étant  fournie  par  l'équation 

(,3)  Ai^^-J      y     vKa)cosafxe/aâ?^. 

I^  valeur  précédente  de  A  étant  indépendante  de/(.r),  il  suffira  pour 
l'obtenir  d'attribuer  à /(a:)  une  valeur  particulière.  Si,  pour  fixer  les 
idées,  on  suppose 

et,  de  plus, 

on  tirera  des  formules  (lo)  et  (12),  comparées  l'une  à  l'autre, 

i/ _  00  *'  —  00        T    ^ 


00  «'  —  00 

>00  /.OO 


1  f*  /* 

1  •/_  X  *■—  OB 


/te      ^»  00 
/     e~^*  corail  cos  (XX  d<x  dix. 
«  «^   —    BB 


Comme  on  a  d'ailleurs  généralement 

/**  î. 

(i5)  I     e"-**cosa6a<ia=:  7r*e~''' 


définie  que  renferme  la  formule  (11)  en  trois  autres  inlégralc.'^,  savoir  : 

_  j_ 


k 


ao 


v^4;(a) 


/  /  T7T-C0Safx/(x-hA|x)r/arfjji, 

p."  — .r 

Lorsque  dans  ces  troisniernières  on  fait  converger  k  vers  la  limite  zéro,  la  deuxième  se 
réduit  au  produit  A/(j7),  la  première  et  la  troisième  s*évanouissenl. 
Si  la  valeur  attribuée  à  x  cessait  d*être  renfermée  entre  les  limites  \i'  et  \i\  alors,  en 
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ot,  par  suiUs 

(16)  /     e-«*'cos^^a^a=z/^-ye~*", 

l<»  dernier  membre  de  l'équation  (i4)  se  réduira  simplement  à 


1   /**   — — 


et  l'on  conclura  de  cette  équation 
(17)  A  =  27:. 

On  serait  arrivé  à  la  même  conclusion  en  prenant 
ou  bien  encore 


<»tc.,  etc. 

Ola  posé,  la  valeur  générale  de  X  deviendra 

(18)  X---27:/(.r). 

En  substituant  cette  valeur  de  X  dans  l'équation  (10)  et  divisant  les 
deux  membres  par  27:,  on  retrouvera  précisément  l'équation  (9)  qu'il 
s'a}^issait  d'établir.  On  parviendrait  avec  la  même  facilité  à  démontrer 
la  formule 


^(  Aa,  Â',3,  A-*/,  . . ,) 

X  cosa(»r  —  |jl)  cos3(y  —  v)  cosy(5  —  bj).  .  . 
X  /(  |UL,  y,  cy,  . . .  )  (ix  dix  d^  dv  dy  drs . . . , 

dans  laquelle  k  dési{^ne  une  (quantité  infiniment  petite. 

fai^tuil  k  -    o,  on  Iroiiverail 

X  — f{JC)  I        I         <!/<  a)cosauf/a</iz 


ou  bien 


X  -T  —     -  f{x)  I        I         6 ( ^ )  COS aa  doL  dti 
cl  par  suite  on  aurait,  dans  tous  les  cas, 


X  ==  o. 
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§  IL  Avant  d'appliquer  les  formules  précédentes,  nous  allons  en 
faire  connaître  quelques  autres  qui  conduisent  à  des  résultats  dignes 
de  remarque. 

Considérons  d'abord  l'intégrale  définie 


(20) 


yV(«')^«» 


la  lettre  /  indiquant  une  fonction  réelle  ou  imaginaire.  Je  dis  que,  la 
valeur  de  cette  intégrale  étant  supposée  connue,  on  en  déduira  sans 
peine  les  valeurs  des  intégrales  suivantes 

(21)  I     /(aa^-^bar-^- y-\d(x, 

(22)  r  ffaa^-2ah^-^  ^\d(x,  ■ 

dans  lesquelles  a  et  b  désignent  des  constantes  positives.  Effective- 
ment, si  l'on  établit  entre  les  trois  variables  a,  [î,  y  les  relations 

(3  =  rt*aH 5-. 


an* 


y  =«  « 1 

'  a 


on  trouvera 


(33)  J"/{p*)dp  =  Jf'/(a«*+b«  +  ^\d» 


et 


(a4) 


(  /"/(y*)  dy  =     Jf'/(aa*-  ^Jb^^  -^  rf« 


D'ailleurs,  les  deux  intégrales  que  renferme  le  second  membre  de 
l'équation  (24)  se  changeant  l'une  dans  l'autre  Iprsqu'on  v  remplace 

a  par  -j-  sont  nécessairement  égales  entre  elles. 
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On  aura  donc  encore 

(  a-">  )  ' 

Cola  posé,  si  dans  les  premiers  membres  des  équations  (23)  et  (23) 
on  substitue  la  lettre  a  aux  deux  lettres  ^  et  y»  on  tirera  de  ces 
équations 

(26)  r flax^^bOL-^^doi       r=-L    f    /(OL')da, 

(27)  r"/(a3t«-aaU*H-^)t/«=.-V  rjW)àoi. 

Ajoutons  que,  les  intégrales 

étant  équivalentes  Tune  à  l'autre,  la  formule  (27)  entraînera  la  sui- 
vante 

(q8)  /"/(««•-  ^«*^'-+-  ^)  5  ^  4  rA^')da. 

Supposons  maintenant 
(ùomme  on  a 

(29)        •  /      e-*'r/a -L-TT^, 

on  conclura  des  formules  (26),  (27)  et  (28) 


(3o) 


r*^-a«-6a^ûe    ^^^Ve*", 


(3n 


(32,  jf^eV        .■>'g=:(^^j  e-'«.».. 


•   ^. 
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Si  Ton  fait  a  =  i  dans  les  équations  (3o)  et  (3i),  puis  que  Ton  rem- 
place dans  la  première  b  par  ib  ou  par  26\/^^i  et  dans  la  seconde 

h  par  -r  y  on  trouvera 


/ 


^-a«-i6«rfa  =71^  e*', 


(33)  /    /     e-*'cos2fta<fa^7r'e"*'. 


r 

••'—30 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


(34)  {e-^'=(-yf    e-«'cos2  6ae/a, 


^=m: 


e   ^       **'^t/a. 


Ces  dernières  équations,  dont  la  seconde  coïncide  avec  Téquation  (i5), 
étaient  déjà  connues.  Elles  fournissent  le  moyen  de  substituer  à  des 
exponentielles  de  la  forme  e^,  c=^*'  d'autres  exponentielles  dont  les 
exposants  sont  proportionnels  aux  carrés  ou  aux  racines  carrées  des 
exposants  des  premières. 

Si  Ton  désigçne  par  n  un  nombre  entier  quelconque  et  que  Ton  diffé- 
rentie  n  fois  de  suite  par  rapport  à  b  chacune  des  équations  (3o)  et  (3i), 
on  obtiendra  les  valeurs  des  intégrales 

(35)  /     «"€-««'-*«  c/oc 

et 


(36)  f 


a»" 
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Ces  valeurs  seront  données  par  les  formules 

',/■>- '"  =  <-)-(5/#=<->-(l/(3^)"«^      • 

^ f  ,  .    «(/«  —  ')  «    .    n{n  —  t)(n  —  i)(n  —  i)  a'  "1 


[/i(/t  — i)      I  (/i>4-i)/t(/i— 1>(/*  — a)/     I     \*         1 


Si  dans  la  dernière  on  pose  /i  =  i,  on  retrouvera  la  formule  (32). 
Supposons  encore 

(38)  /(««)==  e=t*V^. 

Comme  on  a 

.1. 

(39)  /     cosa'c/arzi     sina*c/a  =:  f  -  J  , 

et,  par  suite, 

.1. 

(40)  I    é^^*>i~' âoL  =  f    cosx^ dot  zr.  \/^^i  I    ^inoL^dx  =  (^^j  (i±\/^), 

on  conclura  des  formules  (2G)  et  (27) 


(40 


j  ^  i.  Al    


(4a) 


Si  Ton  désigne  par  n  un  nombre  entier  et  que  Ton  différentie  n  fois 
de  suite  par  rapport  à  b  chacune  des  équations  (4,0  et  (42),  on  obtiendra 
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les  valeurs  des  intégrales 


(43) 


et 


(44) 


/ 


Q^n^{aOL'^bOL)^-i^^ 


£ 


(««•♦-5^)^-»  d(x 


Cf. 


lu 


Ces  valeurs  seront  données  par  les  formules 


I 


ly 


L 


-^:^^ 


=(7^y^^^^-^-K^y(-^^)(^) 


,n±Ye-^'^' 


(45) 


r        /i(«  —  i)  a    / 

[>  +  — ^— ^,v^- 


n{n  —  i){n  — a)(/i 

I  .2 


6*    •  -J' 


C-(aOfl-hàOL)^-}  ^fl( 


1  / ~v^~l 


r        /i  (  /i  —  0  a   ,. 


=  (_0.(i)-(,-^--l)(±) 


1  .a 


/■ 


^(««•+^,)*^-»  e/a 


a 


in 


I   t 


(46) 


={^)'  ^  ^-^^^ = (^)(-^)  (?)-'*'■■- 

[/t(Ai  — i)      1        , —      {n-h\)n{n  —  i)(n  —  7)/ ^  y_     1 


L 


("«"-►•âî)/-*  dx 


ftn 


1  î 


_  /  TT  y    I— y/—  I      ^»e-1a'6«V-l   _  /  TT  \* 


d6« 


(7«)'(-^^)©*--^**^ 


\,_n(n-:)_i^r~_-_(n^\)n(n-,)(n-^)/_2\*l 
L  '        4v/aA  '•*  V4s/«V  J' 


§  III.  A  l'aide  des  principes  établis  dans  les  paragraphes  précédents 
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il  sera  facile  de  transformer  l'intégrale  multiple 


( 


/'»»  y^ao  y»» 


(»n  une  intégrale  double,  quelquefois  même  en  une  intégrale  simple. 
Pour  y  parvenir,  j'observe  d'abord  que,  si  dans  Véquation  (8)  on  sup- 
pose X  positif,  on  pourra  prendre  pour  limites  de  l'intégration  relative 

à  (x 

fx  — o,        /A    -oc; 

ce  qui  donnera 


>«  y» 


•/(•^)--~/      /     cossi{x^  IX) /{^)  doc  dix 


0 


^     I      f     cosa(x~fx)/(fA)e/arf|uL. 


0    *  0 


Si  maintenant  on  remplace  a  par  6*  et  (jl  par  t',  on  trouvera 

/(^)  --  /      /     cosO^x  -^  r*)  /(T^')e  de7  dz. 


•   c     •  0 


puis,  en  écrivant  a*  h-  ^'  -+-  y'  H- . . .  au  lieu  de  x, 


(48)    /(«*-+- P«-+- y' -+-...)=-  /      /     C0SÔH«'-H?*-+-y--H...-T')/(T*)9e/$T(ir. 


Cela  posé,  l'intégrale  (47)  prendra  la  forme 

//  /%»  /»•  ,'%  K  '»»y^» 

(49)  •    T^J     J-  J     «        /o     •'« 

(       X  cosaacos^j3  coscy. . ,  f{7*)doLd^dy. .  .OdOr  dr^ 

et,  par  suite,  elle  ne  sera  autre  chose  que  la  partie  réelle  F  de  l'expres- 
sion imaginaire  F  -+-  G  V—  i  déterminée  par  l'équation 

(5o)     /  t:,/   ./__.,'_,      ,'0    «A 

X  cos«acos6j3coscy. .  ./{7^)dxd^dy. .  .ddOrdr. 
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D'ailleurs,  en  ayant  égard  à  la  première  des  formules  (/^ii),  on  trouve 

On  aura  de  même 


-  A«     . — 


/     e"*  TV-'coscyrfy  =(-)    \ e  **        . 


Donc,  si  l'on  désigne  par  n  le  nombre  des  variables  a,  p,  y,  ....  on 
tirera  de  l'équation  (5o) 


Comme  on  a  d'autre  part 


I  4-  V^—  l  71  /—    .     TT 
7^ —  COS  7   -{-  Sj—  I  Sm  r-  , 

on  en  conclura 
et,  par  suite, 

En  égalant  entre  elles  les  parties  réelles  des  deux  membres  de  cette 
dernière  équation,  puis  écrivant  à  la  place  de  la  lettre  F  l'intégrale 
qu'elle  représente,  on  trouvera 

[111     •••/(«'-+- P'-f- y* H-.. .)cosaa  cos6(3  coscy...  é/a^/{36^y... 
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Il  est  donc  démontré  que  l'expression  (47)  peut  être  généralement 
transformée  en  une  intégrale  double.  J'ajoute  qu'il  est  possible  de  la 
réduire  à  une  intégrale  simple,  lorsque  n  désigne  un  nombre  impair. 
En  effet,  dans  cette  dernière  hypothèse,  /i  —  i  étant  nécessairement  un 
nombre  pair,  on  déduira  de  la  seconde  des  formules  (46)  la  valeur  de 
l'intégrale 


•     0 


n*-^h*-*-  r».»-.., 


^  511 -ï' 


t  en  faisant,  pour  abréger. 


(35) 


rt'  -H  6'  -t-  c'  -h .  .  .  rr  p'. 


on  trouvera 


-  2J  J  ë'- 


n      1 


-3^     I      . —      («-hi'icj  — !)(«  — 3)(/i  — 5)/   I  \* 


\î»'p/         J 


Cela  posé,  l'équation  (52)  donnera 


(56) 


Gv-i 

n  -hl      n      1 


/»      1 


p  ' 

x[. ^- 


2Tp 


4.8 


«      1 


'  r%vj-i^ -^pjv' 


L  4  atp'  4.8  Varp/  /' 
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et  Ton  aura  en  conséquence,  pour  des  valeurs  impaires  de  /i, 

/»•   /»•   /»• 

F^=  /       /       /      •  •  -/(«'-HP'-hy*-!-. .  .)cosaacos6(3coscy. .  .dad^dy, . . 

«y M*/ «t/ « 


II— I 

If— 1 


(57) 


='(T)'X'''^[-"'"'"""'4!r^""-"fe)'— ] 

it— 1 
r(/i^0(/i--3)  j (/i4-3)(/i-n)(/i  — i)f/i  — 3)(/i  — 5)(/i^7) /  I  y        1 

L  4  2Tp  4*^-I2  \2Tp/  "J 

Si,  au  lieu  d'introduire  dans  le  calcul  la  quantité  p  déterminée  par 
l'équation  (55),  on  avait  supposé  « 

(58)  «»-+-6*-+-c«-i-...i=j; 

alors  on  aurait  trouvé 


»— 1  «    II— 1 


(-1)    *     2 


et,  par  suite,  on  aurait  conclu  de  la  formule  (52), 


Fh-Gs/=7=(-i)   *    2»7r   *      /       ^ ^-^ /(T*)^T, 


0 

«    II  — 1 


II  — 1         «  — 1 


(6o)  F  =  (-i)'2»,r«     /       "^  '   !"',"' /(t«)rfT. 


0 


ds 


Il  suffit  de  développer  cette  dernière  valeur  de  F,  et  de  remplacer  dans 
le  développement  obtenu  s  par  p^,  pour  revenir  àia  formule  (57). 
Si  dans  l'équation  (60)  on  substitue  à  la  quantité  F  l'intégrale  mul- 
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tiplo  que  cette  quantité  représente,  et  à  Texpression 


._!  ^ 


n  -  I 

ds  » 


IVxpression  équivalente 


n-   1 
I     ^    « 


— ^   /     c()S5*«/(a«)t/3e, 


on  aura  définitivement,  pour  des  valeurs  impaires  de  /i. 


\  LLL 


.../(a*-4-  j3'-h  y'-l-...)cosoflecos^^coscy...  dcid^dy. 


^(—1)    *    2"-»7;    *     — v-i    ^       C0S5*  «/(«')€/«, 

^désignant  toujours  la  somme  a*  -h  ô*-hc*-h....  ATaide  de  la  formule 
précédente,  l'évaluation  de  l'intégrale  multiple 

,»»    ,»•    /»• 

/       /       /      . .  ./(a*4-*^'-H  y'-i-. . .)  cosflf3tcos6^coscy.  ,,dxd^d'/..,^ 

dans  le  cas  oii  les  variables  a,  ^,  y,  ...  sont  en  nombre  impair,  se  réduit 
à  la  détermination  d'une  intégrale  simple  de  même  espèce,  e'est-à-dire 
de  la  forme 

/     f((x*)ci}saadx. 


t  0 


Si  l'on  fait  n  =  \,  l'équation  (Gi)  deviendra  identique.  Si  l'on  pose 
/i  =  3,  elle  donnera 

I      f      f    /(«*-^  ?'-^- y')cosaacos/>^coscy^aé/|3^y 


(62) 


d    /•*  ^ 


«.    _  _ 


~ T  /     «/(«')  sin(a« -h  6*H-c«)«aé/a. 
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Les  intégrations  indiquées  dans  Téquation  (62)  devant  s'effectuer  entre 
les  liniites  —  qo,  -h 00  de  chaque  variable,  on  peut,  sans  altérer  cette 
équation,  y  substituer  aux  cosinus  des  exponentielles  imaginaires.  On 
trouvera  ainsi 


(63) 


~""^^è/*    «'*'*^/(«')^« 


Si  maintenant  t)n  remplace  les  variables  a,  p,  y  considérées  comme 
représentant  des  coordonnées  rectangulaires  par  trois  coordonnées 
polaires  p,  y,  r,  en  sorte  qu'on  ait 


(64) 


a==:rcos/7,        (3  =:  rsin/^cos^,        y  =  rsin-psin^, 


la  formule  (63)  deviendra 


(65)    )^»    -^^     ^^       ^_ 


On  en  conclura,  en  posant  6  =  o,  ç  =  o, 


(66) 


5)    ut:  I      i    r''/{r^)&"'^*P^-'  sin/? dp dr  ——  '^^ — ^  /     ae«*^- V(a*)  doL. 


On  aura  par  suite 


27:  /     /     /•V('')e'''*^*'"^''^^''~*''*^*sin/7^;?(ir 


0      «^   0 
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d'où  il  résulte   que  Téquation  (67)  pourra  être  présentée  sous  la 
forme 

(  =21:1     I     r«/(/«)e-'+»'+'''*'-«"/'«^'8in/»d;prfr. 


0      *    0 


Cette  dernière  équation  se  simplifie,  lorsqu'on  fait,  pour  abréger, 

(68)  r    r''/(r^)e^'-^'dr=zF(a), 

*  a 

et  se  réduit  à 


)TC      />I1C 


(69)  '"•    -^o 


/      /       F(acos/>-h  6sinyocos7  -h  csin/>sinçr)  sïttpdpdq 


=^a7r  /     F  [(a* -h  6* -h  c*)^cos/J  sïnpdp. 

Elle  se  trouve  ainsi  raipenée  à  la  formule  générale  établie  par  M.  Pois- 
son, à  l'aide  de  considérations  purement  géométriques,  dans  un  Mé- 
moire lu  à  rinstitut  le  19  juillet  1819. 

On  pourrait  encore  déduire  de  la  formule  (63)  plusieurs  consé- 
quences dignes  de  remarque.  Je  me  contenterai  d'en  offrir  une  nouvelle. 
Concevons  que,  dans  la  formule  dont  il  s'agit,  on  remplace  a,  p,  y  par 

I  «  t_  abc 

A^a,  B^P,  C^y,  eta,6,  cpar  — >  -71  —  ;  A,  B,C  désignant  trois  nombres 

A*    B*    (/ 

quelconques.  On  trouvera 

A*B^C*  r     f     f  /(Aa«H-B;3»-+-Cy«)e<«*^*^nf)/=^^«rf;3^y 

A  "^  B  ^  C 

En  opérant  sur  cette  dernière  équation  comme  sur  la  formule  (63) 
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elle-même,  puis  ayant  égard    à   l'équation   (68),   on   obtiendra   la 
suivante 

r^  f*  ^r^r       acos/> -h  6sin/?cos7  H- csin/)sin7       "1 
^0   ^0        L(  A  cos't?  4-  B  sin-p  cos*7  -h  C  sin^  sin*çr)' J 


(70 


sinpdpdq 


1 
(A  ces'/?  -h  B  sin'/?  cos*^  -h  C  sïn^p  sm^qY 


^Kr4(?  ^  ^  ^  sy^^^^^j  ""'"'''• 


9, 

(ABC) 


Si  Ton  suppose  en  particulier  que  la  fonction  indiquée  par  la  carac- 
téristique F  se  réduise  à  l'unité,  on  aura  simplement  la  formule 

9\x\pdpdq  (\iz 

— ~I 1' 

(A  CCS*/?  4-  Bsin'/)cos'7-f-  Csin^sin*^)*       (ABC)* 

qu'il  est  facile  de  vérifier  directement. 

Les  formules  (37)  et  (61)  cessant  d'être  applicables,  lorsqu'on  prend 

pour /î  un  nombre  impair,  il  ne  paraît  pas  possible  de  réduire  dans  ce 

cas  l'expression  (47)  à  une  intégrale  simple.  Mais  on  peut  alors  la 

changer  par  le  moyen  de  l'équation  (54)  en  une  intégrale  double  qui 

renferme,  k  la  place  des  quantités  a,  6,  c, ...,  la  somme  de  leurs  carrés, 

savoir, 

a' -h  6' -h  c* 


a         •     •      ■    • 


Quand  on  suppose  /i  r=  2,  l'équation  (54)  devient 

/      7     /(a*-h  j3*)cosaacos6(3e/ae/j3 
(73)  {     ~*    ~* 


Si  l'on  fait  en  outre 
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on  trouvera 

/      /    /(«*-r- ;â»)cosaacos^;3t/a</;3 

(74)  {  .      . 


Ajoutons  que  le  second  membre  de  Téquation  (74)  est  la  somme  des 
deux  expressions 


/       I     sinvcos —    — ii/{ixv)andvy 


•    0       »    0 


1      /     cosvsin  —  , —  nf(fiv)(i(jLav, 


«     0         •     0 


dont  charune  équivaut  à  la  suivante 

/      /      sm cos ^f(,xP)dxdfi. 

•  0    •  0 

Il  en  résulte  que  Téquation  (74)  peut  être  présentée  sous  la  forme 

/       /     /(3t'-^;3Mcosa3CCns/>3^ar/3 

(:5)  { 

1^  Cl  /       /      sinvcos-     ^ —ii/{iiy)diÂ(h. 

§  IV.  L'intégrale  multiple  que  renferme  le  second  membre  de 
l'équation  (i)  (§  I)  est  comprise,  comme  cas  particulier,  dans  une 
autre  intégrale  que  nous  allons  faire  connaître,  et  qui  jouit  de  pro- 
priétés remarquables.  Supposons  que,  le  nombre  n  des  variables  a,  fl, 
y, ...  étant  toujours  égal  à  celui  des  variables  (x,  v,  cr on  désigne  par 

M.     N,     P,     ... 

n  fonctions  différentes  de  ces  dernières.  Concevons  en  outre  que, 
parmi  les  divers  systèmes  de  valeurs  des  variables  p.,  v,  o,  ...  qui  se 
composent  de  valeurs  de  u.  renfermées  entre  les  limites  ix',  (x",  de 
valeurs  de  v  renfermées  entre  les  limites  v',  v",  de  valeurs  de  zs  ren- 
fermées entre  les  limites  u\  ct%  etc.,  on  recherche  tous  ceux  qui  satis- 


DES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES,  ETC.  295 

font  aux  équations  simultanées 

(76)  Mnro,        N=:o,         P  — o. 


«    •    •  • 


Soient  respectivement 

UZHfZ,,  Vi=Vi,  GJrrCJ,,  ..., 

i »  9  ..,...,  •••9 

\    ^rz:^,„_j,  V=:V,„_,,  TiI=:BT„,_,,  ..., 

les  systèmes  dont  il  s'agit,  en  nombre  égal  à  m;  et  construisons  l'inté- 
grale multiple 

/»"        /•l*"       /»«        y^V" 

(78)  I      f       I      f     •••cosaMcospNcosyP.../(/jL,v,cy,...)^«û^/^û?(36fv(/j/rfTïT..., 

en  ayant  soin,  toutes  les  fois  qu'elle  devient  indéterminée,  de  multi- 
plier la  fonction  sous  les  signes  /YT...  par  un  facteur  auxiliaire  de 
la  forme 

, .  ^(k(x,  A'3,  ky,  ...) ^ 

+  (0,0,0,...) 

dans  lequel  ^  désigne  une  nouvelle  fonction  convenablement  choisie, 
et  k  une  quantité  positive  infiniment  petite.  Je  dis  que  l'intégrale  (78), 
ou  celle  qui  prendra  sa  place,  savoir, 

\    I       I       I       I     '"-^—r: — — - — ^ — cosaMcospNcosyP. . . 

(79)  J_.Jj,.    J_.c/v  '^(0,0,0,....) 

'       X  /{yi^  V,  13^  , , ,)  d(x dix d^  dv  dy  dw , , . , 

aura  une  valeur  en  termes  finis  qu'il  sera  facile  de  calculer.  Pour  le 
démontrer,  supposons  d'abord  que  la  limite  (x"  de  la  variable  (x  soit 
très  peu  différente  de  la  limite  a',  que  v"  diffère  aussi  très  peu  de  v', 
xs"  de  ct',  etc.,  et  que,  parmi  les  valeurs  de  (x,  v,  u,  ...  renfermées 
entre  ces  limites  respectives,  les  seules  qui  puissent  à  la  fois  satis- 


296  MÉMOIRE  SUR  L'INTÉGRATION 

faire  aux  équations  (76)  soient  les  suivantes 

(80)  |gLrr-^o»  V=rVo,  BJ^rtETo 

Alors,  si  l'on  remplace  a,  p,  y»  •••  P^^f  '  f  '  j'  '"*  ^*  ^*  ''^'^  fait  de  plus 

(81)  ^  =  ^(j-+-A«,        v=rvç-hA-i',        isï  =  Wo -4- Ariv,         ..., 

l'intégrale  (79)  prendra  la  forme  ♦ 


tt"       |1,                           V"      V, 

'  f'f- 

tj^(o,  0,  0, ...) 

(82) 

X  cos^ (a'i/  -f-  6Vh-  c'if -+-... -t£')cos y (a'«  -h  ^'^^  4- c'«' h-...±:£'')... 
X  /(fio  -h  ^^Mf  Vo  -h  Xt,  xa  -t-  k'iVf  ,.,)doLdu  d^  dv  dy  rfw..., 

e,  e%  e'%  ...  désignant  des  variables  qui  s'évanouissent  avec  la  quan- 
tité k,  ^t 

flf,     ^,     c,     ...,     a',     ^',     c',     ...,     a,     6",     c',     ... 

les  valeurs  que  reçoivent  les  fonctions 

r?M       dVi      dM  d'S      ây      dN  âP      dP      âP 

dfi        t^v        c/gj  (>/jl        Ov       Ors  d[k       </v        (^ 

quand  on  attribue  les  valeurs  particulières  (Xo,  v©,  CTo»  ...  aux  variables 
[ji,  V,  fj,  ....  Si  l'on  pose  maintenant  k  =  o,  l'intégrale  (82)  deviendra 


cw-t-...) 


X  cos3(a'w  -h  ^'f'-i-c'«'-h. .  .)cosy(«''ii  -i-6't'H-c^»v4-. ..)... 
X  ^a  c/m  d'^  dv  dy  div. . . . 

Toutefois  il  est  essentiel  d'observer  que  cette  dernière  expression 
équivaut  à  l'intégrale  (79),  dans  le  cas  seulement  où  la  quantité  [x^ 
se  trouve  renfermée  entre  les  limites  jx',  (x'',  la  quantité  Vo  entre  les 
limites  v',  V\  la  quantité  CTo  entre  les  limites  or',  ex'",  etc.  Si  une  seule  de 
ces  conditions  n'était  pas  remplie,  par  exemple,  si  (x©  était  située  hors 
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(les  limites  [x',  [jl",  les  deux  quantités 


t       -I : y 


étiint  alors  de  mênme  signe,  se  réduiraient  Tune  et  l'autre  à  4-  xr,  ou 
Tune  et  l'autre  à  -  oo;  et  par  conséquent,  les  deux  limites  de  u  venant 
à  se  confondre  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  k,  l'intégrale  (82) 
aurait  une  valeur  nulle. 

Il  reste  à  exprimer  en  termes  finis  la  valeur  de  l'intégrale 

[    I       I       I       •T^ ^-^ cosa(a« -h^e-hcii'-h. . .) 

)    c^_. ./.../_.  ^(.0,0,0,...) 

j       X  cos^(a'w  -{-  b' V  -h  c' iv  -{- . . .)  cosyia" if-i-  ^'i' 4- c%v -1-. . .). . . 
•.        X  d<x  du  dQ  dv  dy  div 

Cette  valeur  peut  être  facilement  calculée  dans  le  cas  particulier  où 
l'on  suppose 

a    z::!  l,  f?    Tizo^  c    =:  o,  .  .  . , 

a'  .—  O,  6'  :j=  I ,  c'  =^  O,  .  .  . , 

«"  -—  O,  b"  -zzo,  c"  :=!  ly  .  .  . , 


■    •    ■   • 


En  effet,  si  dans  la  formule  (rg)  on  remplace  la  fonction /(x,j,  w, ...) 
par  l'unité,  les  variables  a,  fî,  y,  •  • .  p«ir  f'  x'  p  •  '  •  ^^  lt*s  variables  (jl, 
V,  cj  par  X  -f-  ^w,  y  -\-  kvy  z  -\-  kw^  . . .,  on  tirera  de  cette  formule 

(  X  r/a  rfw  <^/j3  d\>  dy  dw.  ..=  (27:)". 

On  aura,  par  exemple,  dans  le  cas  de  w  ^  i, 

/      T — ^  cos  a  u  doL  du  r=L2  7:; 

dans  le  cas  de  /i  =  2, 

(87)  (III     tT^^cosaacos3i'6^ac^w^3rfr  =  47r*. 

Etc.,  etc. 

OfMvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  I.  38 
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I)i»   plus,    si   dans    PinU;^ralo   (84)   on   fait   succossivemont   n^t. 
/?  ■  -  2,  ...,  on  obtiendra  les  suivantes 

Etc.,  etc. 
Pour  fixer  la  valeur  de  Tintégrale  (88),  on  posera 

au  -^  UL         on         w  r=  — , 

ee  qui  réduira  cette  intégrale  à  la  forme 

-  I       I        "T  —  cosxuifixau.-     -Jz — » 

les  signes  supérieurs  ou  inférieurs  devant  être  adoptés,  selon  que  la 
quantité  a  sera  positive  ou  négative.  On  aura  par  suite 

(()<»)  /  /         -i      -      COS  ri  a  «  «a  r/M  ---   —rrri 


v/a'  désignant  la  valeur  numérique  de  a.  Pour  fixer  la  valeur  de  l'inlé- 
grale  (89),  on  posera  successivement 

.  a  -  -  bv 

au  -\-  bv  ~-  a,         ou         u  r=  ' , 

a 

puis 

a'  i— h  b'v  —  V,         ou         «'  —  — n rr  î 

a  ab' —  a  b 

et  Ton  reconnaîtra  ainsi  que  Tintégrale  (89)  est  équivalente  aux  deux 
expressions 


•  »     • 


•"  /'*  •!'=«.  3^ ..l''H--'>'' 


'Il         II      ^-*'--COsaacos3(a'^~— +  A'.Warfarf3rfv, 


r'  /'-'  1"  r^'^(»,^) , 
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<lont  la  dernière  se  réduit  à 


_t_ 


L\TZ 


ab'-~-a'b' 


le  sijîiie  supérieur  ou  inférieur  devant  être  adopté,  selon  que  la  diffé- 
rence ab'—  a! h  est  positive  ou  négative.  Donc,  si,  pour  éviter  le  double 
signe,  on  substitue  h  la  différence  dont  il  s'agit  sa  valeur  numérique, 
c'est-à-dire  la  quantité  positive 


\J{ab--a!bY, 
on  aura  définitivement 


'  /  /  /•■o  /"il      (  f^        f<l 

[1111       I — '-^cosoL(au -i- bv)co^{a' u -i- b'v)dxduci^  dv 


y^'{ab'—a'by 


On  prouverait  de  la  même  manière  que  l'intégrale  (84)  se  réduit,  pour 
//  =  3,  a 


-j:z.  > 


S^\ab'c"  -ab"c'-^a'b"c  —  a'bc"-fa"bc'—a"b'c)' 

et  généralement,  pour  une  valeur  quelconque  de  //,  h 

D  étant  le  dénominateur  commun  des  fractions  propres  à  représenter 
les  valeurs  particulières  qu'on  obtient  pour  a,  s^,  w,  ...  en  résolvant 
les  équations  linéaires 


(93) 


au    -f-  bv    -h  Civ    4- .  . 

1 , 

a'  Il  -{-  b'  V  -^  c'  w  -h  .  . 

.--1, 

a''  u  -^b"  v^c'w  -\-. . 

î, 

Il  est  essentiel  d'observer  que  si  l'on  désigne  par  L  le  dénominateur 
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commun  dos  fractions  qui  roprésenfont  les  valeurs  de  u,  c,  si\  .. 
tirées  des  équations 


r>M  <)M 

il-  -f- 1  - , 

ou.  uv 


il'-.- — h 


i[/0 


f)\  r)\  f)N 

M  -, h  e  -^  -h  ti'  -—  -h 

ri/jL  oy  im 


i)V 


iv 


et  par  L^  ee  que  devient  L  quand  on  y  pose 


//-     f/o, 


î'  -    Vo, 


XS        GTq, 


on  aura  identiquement 


I)      L 


'• 


^1, 


•  •  ♦ 


Par  suite,  l'expression  (9'^)  deviendra 


et  Ton  trouvera  pour  la  valeur  en  termes  finis  de  l'expression  (83") 


(<H) 


/(f^D»  ^i.»  CTo,  .  .  J. 


(]et((»  valeur  est  également  celle  de  l'intégrale  (79)  dans  l'hypothèse 
admise,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où,  les  deux  limites  <le  chacune  des 
variables  ui,  y,  ci,  .  .  .  étant  très  rapprochées  l'une  de  l'autre,  les 
(|uantités 

sont  les  seules  valeurs  de  ces  variables  qui  remplissent  la  double  condi- 
tion  de  rester  comprises  entre  les  limites  données,  et  de  vérifier  les 
équations  (7O).  Dans  l'hypothèse  contraire,  cette  double  condition  pou- 
vant être  remplie  par  plusieurs  systèmes  de  valeurs  des  variables  [x,  v, 
HT,  ...;  par  exemple,  par  tous  ceux  que  renferme  le  Tableau  (77)»  on 
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divisera  rintervallo  entre  les  deux  limites  de  chaque  variable  en  élé- 
ments très  petits  et  inférieurs  aux  différences  entre  les  valeurs  de  cette 
variable  qui  se  trouvent  dans  le  Tableau;  puis,  on  partagera  l'inté- 
grale (79)  en  plusieurs  autres  de  même  forme,  en  substituant  aux 
intervalles  entre  les  limites  des  diverses  intégrales,  c'est-à-dire  aux 
quantités 


f  I  H  I  If  I 


leurs  éléments  respectifs  combinés  /i  à  /i  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles. Parmi  les  intégrales  partielles  ainsi  obtenues,  celle  qui  rem- 
plira les  conditions  précédemment  énoncées  à  l'égard  des  valeurs 
de  UL,  V,  cr,  ...  désignées  par 

« 

sera  équivalente  à  l'expression  (gS).  Celle  qui  remplira  les  mêmes 
conditions  à  l'égard  d'autres  valeurs  toujours  comprises  dans  une  des 
lignes  horizontales  du  Tableau  (77)  sera  représentée  par  l'une  des 
expressions 


sJL\ 

TET 


/(Fi»  V,,  GTi,  ...), 


/(f^l,  V„  GJ„   ...),  • 


L,,  L2,  ...,  L,„_,  désignant  ce  que  devient  la  fonction  L  pour  les  valeurs 
dont  il  s'agit.  Enfin,  les  autres  intégrales  partielles  se  réduisant  à  zéro 
en  vertu *d'une  observation  précédemment  faite,  nous  devons  conclure 
que  la  somme  totale  des  intégrales  partielles,  ou  l'intégrale  (79),  aura 
pour  valeur,  dans  la  nouvelle  hypothèse, 

L        >i^  .  \/M  ■■■  vL=û  J" 
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Ainsi,  Ton  trouvera  généraloment 


if       f       I  f      . .  .cosaM  cos|3N  cosyP. .  ./(fx,  v,cj,  . .  .)rf«<//z6^^rfv^y  fifcy- . . 

<  97  »     ^ 

f           ' —  (  'i  TT  )     1  ■;—=.                    H-                       :=::=                   -f" .  .  .  -t"  — — —              ■  ■     -                               I 

L  N/i^;               vi-î                       v^u-,         J 


la  fonction  sous  les  signes  /  /^/ . . .  devant  être,  dans  certains  cas,  mul- 
tipliée par  le  facteur  f\,  comme  il  a  été  dit  plus  haut. 
Si  dans  l'équation  (97)  on  pose 

(98)  /(fX,  V,  ©,  ...)  i^/L'FfjLt,  V,  ©,  ...). 

celte  équation  prendra  la  forme 

\    I       I       I       f      ...cosaMcosjSN  cosy  P...  v^L*  F(fx,  v,CT,  ...W3crffx^J3c/vr/y  ^sj, 

les  limites  des  diverses  intégrations  étant  toujours  les  ménies  aussi 
bien  que  la  fonction  L.  On  aura  en  conséquence,  pour  /i  —  i, 

(loo)     I       I      cosaM  \^ij  ï (fj.)  (la  {/ix.,.—  a7:[F^fXy)  -+-  F (fx,  )  -1- . . . -h  F(/jl,„.  ,)], 

la  valeur  de  L  étant 
loi)  L^  ±  -— , 

M  représentant  une  fonction  quelconque  de  la  variable  jjl,  et 

désignant  les  diverses  racines  réelles  de  Téquation 

(lo'j  )  .M  T-  o 

comprises    entre    les    deux    limites    ui',    (x".    On    trouvera    ensuite. 
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pour  n  =  2, 


\      /  / 

(io3  )  '  *  -  ««'ix 


i     /—    /•»*    /»•    r''  ^ 

=  47r-[F(/ifl,  Vo)-+-F(fx,,  V,) -+-:..-+- F(|JL,„_,,  v,„_,)], 


M,  N  désignant  des  fonctions  dos  variables  «jl  et  v,  la  valeur  de  L  étant 
déterminée  par  la  formule 

et  les  quantités 

étant  les  seules  valeurs  de  (x  et  de  v,  qui,  sans  cesser  d'être  comprises 
entre  les  limites  des  intégrations  relatives  à  ces  variables,  vérifient  les 
deux  équations  simultanées 

(io5)    .  M  =  o,         N  =  o. 

En  continuant  de  la  même  manière,  on  déduirait  successivement  de 
l'équation  (99)  les  formules  particulières  qui  se  rapportent  au  cas  où 
l'on  suppose  /^  —  3,  /i  ™  4,  .... 

■ 

Il  ne  sera  pas  inutile  d'observer  que  les  équations  (99),  (îoo), 
(io3),  etc.  subsistent,  non  seulement  lorsque  les  fonctions 

F(|H,  V,  GT,  ...),       F(|X),       F(|Ll,  v),       ... 

sont  réelles,  mais  aussi  lorsque  ces  fonctions  deviennent  imaginaires. 
Concevons  maintenant  que, /(x)  désignant  une  fonction  réelle  de 
la  variable  x,  les  quantités  M  et  N  de  la  formule  (iq3)  soient  des 
fonctions  réelles  de  [x  et  de  v,  déterminées  par  l'équation 

(106)  /(jjL  -h  vy—  i)=tM  -hNv^-  I, 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  suivante 

(107)  /(/i  —  vv'~i)  —  M  —  Nv~~  '• 


30'i  MÉMOIRE  SUR  L'INTÉGRATION 

(^onune  on  aura  dans  cette  hypothèse 


on  en  conclura 


(io8) 


et,  par  suite. 


f)M       _  àS  âS      ÔM 

(h  âii  civ         ôyi 


MO,))      )^''^"    -[dix)    '^VàiJ.)         [âiJ.'^diJi^'    'jVôix        Oix'^       7 

!        --/'(;^4-vv'-i)/'(fx-vv"). 

Imaj;inons  de  plus  qu'à  la  fonction  quelconque  F([jl,  v)  on  suhstitui* 
la  fonction  imaginaire  F(|jl-}- vv—  i),  et  désij^nons  par 

.r,  /x,       -h  V,      V  —  N 


les  diverses  racines  de  l'équation 

(no)  /(^)  -"  <♦• 

dans  lesquelles   les  parties   réelles  demeurent   comprises  entre   les 

limites  pi',  |x",  et  les  coefficients  de  y    -  i  entre  les  limites  v',  v".  La 
formule  (io3)  donnera  évidemment 

/         /*x       /t\r       /•»         -i^ 


[    f     f      (      f      eosaMcos;3 


(IIJ)  ,  , ,__  

Si  l'on  veut  que  la  suite» 


DES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES,  ETC.  305 

comprenne  toutes  les  racines  réelles  ou  imaginaires  de  Téqua- 
tion  (iio),  il  suffira  de  supposer  dans  la  formule  (m) 

Alors  on  tirera  de  cette  formule 

<*'2)  !  ^ùf_  L  f  L  ^''^''^^^^^^ 

Si,  au  contraire,  on  attribue  à  (x',  [l'\  v',  v"  des  valeurs  finies  choisies 
de  telle  manière  que,  pour  une  seule  racine  a?^,  la  partie  réelle  de- 
meure comprise  entre  les  limites  [x',  (x",  et  le  coefficient  de  \/—  i 
entre  les  limites  v',  v",  la  formule  (i  1 1)  donnera 


F(^o)  =  T^,  r    f    f    f    cosaMcos(3N 


(ll3)         ^  ■»-     t^  — ««^IX'      *^— oo^^V' 

x/'(f^  -^  ^>/-^0/'(f-—  ^v^-^)  f(i^  -+-  vy/--^)  ^«  ^f*  ^?  c/v, 

et,  en  faisant 
on  en  conclura 


=  - — -  f      I      I      I     cosaMcos(3N 


(ll4)        {  T"    */_«..ji 

X /'(/JL  -+-  vv/^)/(^  —  vv/^^)(/JL  4-  vv/^)  <ia  û?p  û?P  dv, 
(  >  )  Il  suffira  même  de  supposer 

p  désignant  un  nombre  dont  le  carré  surpasse  non  seulement  les  carrés  de  toutes  les 
racines  réelles^  mais  encore  les  produits  réels  et  positifs  qu'on  obtient  en  multipliant 
deux  à  deux  les  racines  imaginaires.  On  évitera  ainsi  Tindétermination  que  présente,  dans 
certains  cas,  le  second  membre  de  la  formule  (112).  Au  reste,  on  pourrait  remédier 
directement  à  Findétermination  dont  il  s'agit,  en  faisant  usage,  comme  dans  le  Para- 
graphe P%  d'un  facteur  auxiliaire  qui  renfermerait,  avec  une  constante  infiniment  petite  k, 
les  -variables  a  et  p,  ou  bien  les  variables  (jl  et  v. 

Œuvreê  de  C,  —  S.  Il,  t.  1.  Sg 
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Cette  dernière  formule  peut  servir  à  déterminer  Tune  quelconque 
des  racines  réelles  ou  imaginaires  d*unc  équation  algébrique,  ou 
même  transcendante  (').  Si  Ton  se  propose,  en  particulier,  de  déter- 
miner une  racine  réelle,  on  pourra  prendre  pour  v'  et  v"  deux  quan- 
tités. Tune  positive,  l'autre  négative,  et  très  peu  différentes  de  zéro. 
Alors,  la  valeur  numérique  de  la  variable  v  devant  rester  très  petite 
entre  les  limites  de  l'intégration,  on  aura  à  très  peu  près  entre  ces 
limites 

M  -  ^  [/(fx  -h  vv/~)  +/(^  -  vv/^)]  -/(fx), 

N  :=  — U.  [/(^  -  vV-T) -/(fil  -  vv^^)l  =  v/'(  u  ), 

et,  par  suite,  la  valeur  de  ^o  se  trouvera  réduite  à 

On  aura  d'ailleurs,  entre  les  limites  p  =  —  «,  ^  r=  h-x,  v  =  v',  v  =  v", 

/      f    cos3vr(a)^3^y_      -     ^     -_  f     f    cos3v^3rfy .-.  -  -  :^=^-_. 

Donc  la  racine  a?o,  supposée  réelle,  sera  donnée  simplement  par 
l'équation 

(ii6)  ^o=-^r     f    cosa/(fji)v^[7'(7)j>rf3t4i. 

La  même  équation  se  déduit  de  la  formule  (loo),  lorsqu'on  pose 
m  =  I  dans  cette  formule,  et  que  l'on  y  remplace  [x©  par  x^^  FCf*') 
par  (JL,  et  M  par  /((i.).  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  davantage  aux 

(1)  On  Irouvera,  dans  les  additions  placées  à  la  suite  du  Mémoire,  d'autres  formules 
plus  simples  qui  conduisent  au  mémo  but. 
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conséquences  remarquables  que  présentent  les  diverses  formules  ci- 
dessus  établies,  et  nous  allons  passer  à  la  seconde  Partie  de  notre 
Mémoire,  dans  laquelle  nous  appliquerons  ces  mêmes  formules  à 
l'intégration  des  équations  linéaires  aux  différences  partielles  et  k 
coefficients  constants. 


SECONDE  PARTIE, 

§  I*'.  Soit  donnée  une  équation  linéaire  aux  différences  partielles 
et  à  coefficients  constants  entre  la  variable  principale  9  et  les  va- 
riables indépendantes  a?,  j,  :;,...,  /  dont  nous  désignerons  le  nombre 
par  /i  -h  I.  Si,  pour  plus  de  simplicité,  l'on  commence  par  admettre 
que  cette  équation  ne  renferme  pas  de  terme  indépendant  de  o,  elle 
sera  de  la  foVme  . 

■ 

(1)  V9  =  o, 

V9  désignant  une  fonction  linéaire  des  quantités 


?» 


d^ 

âo 

do 

ôx^ 

ùy' 

dz' 

d'o 

d^o 

d^9 

dx^' 

dxôy' 

cfxdz^ 

d^o 

d'o 

d^o 

dx^' 

dx*  dy 

dx'  dz 

•  ■  •  » 

» 

do 

dV 

d^' 

d^ 
dt^' 


c'est-à-dire,  de  la  variable  principale  9  et  de  ses  dérivées  des  divers 
ordres,  prises  par  rapport  aux  variables  indépendantes.  Supposons 
d'ailleurs  que,  parmi  les  dérivées  relatives  à  /  qui  entrent  dans  la 

composition  de  Vç,  celle  de  l'ordre  le  plus  élevé  soit  -j^-  On  aura 
identiquement 

do        _  ^'o  _    /?"*© 
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les  caractéristiques  Vo,  V,,  Vj,  ...,  V,„  indiquant  des  opérations  rela- 
tives aux  seules  variables  ^,  ^,  5, . .  •  ;  et  l'on  pourra  intégrer  l'équa- 
tion (i)  de  manière  que  les  quantités 


(3) 


do       â^o 


?»    :r7'    •:ni-'    '••' 


Tt 


m-l 


se  réduisent,  pour  l  =  o,  à  des  fonctions  connues  de  a?,  v,  5,  ...  ;  par 
exemple,  aux  suivantes 

On  y  parviendra,  en  efTet»  par  la  méthode  que  je  vais  indiquer. 

Lorsqu'on  veut  uniquement  satisfaire  à  cette  condition,  que  les 
quantités 


9'    Ti'    7i^ 


f^m  -Ig^ 


(H 


m-i 


se  réduisent  aux  fonctions 

pour  /  =  o,  il  suffit  (l'oir  la  T*  partie,  §  I)  de  prendre  pour  o  une 
expression  de  la  forme 


(5) 


o  =: 


X  /o ( fi,  V,  BT,  . . . )  da  d\L  d^  rfv  dy  dm. . . 
X  /i  ( /JL,  V,  Bj,  . . .)  ^a  c/^  t/jî  dvdydfs... 

X  f,n-\{\''9"^9^9  ••')<^0Ld^d^d^dydj3.  ,,y 


les  limites  des  intégrations  étant  les  mêmes  que  dans  la  formule  (i) 
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(I"*  partie),  et  d'assujettir  les  quantités 

supposées  fonctions  de  /  et  des  variables  auxiliaires  a,  ^,  y,  . . . ,  à 
vérifier,  pour  une  valeur  nulle  de  /,  les  équations  de  condition 

To     =>»       -^     =0,       -^j^      =o,       ...,       -jp^rr     -o; 

(6)    <'^'     "'°'       "57     ='•       lîF     =°'       •••'       dï^     =°' 


dt 

=  0, 

—  I» 

•    •  •  •   •  , 

dt* 

=  o, 

dt* 

—  0, 

d*T„, 

•  •    •  •  «  f 

-'  =o. 

Am-i'T 
Im-I  — o,  -^j^— O,  ___o,  ...,  ^^m>l        —  »• 

Or,  concevons  qu'en  désignant  par  u  une  nouvelle  variable,  on  pose 

(7)  S=To-hT,i/-hT,a«-h...-+-T^_ta'«-'; 

il  est  clair  que  les  conditions  (6)  seront  remplies,  si  la  quantité  S,  consi- 
dérée comme  fonction  de  u  et  de  ^  vérifie,  pour  /  =  o,  les  équations 

(8)  S  =  i,         ^  =  u,         ;^=«S         ....         ■5Ï^  =  ''"''*- 

Soient  d'ailleurs 

ce  que  deviennent  les  expressions 

quand  on  y  remplace  ç  par  i,  ^  par  av/—  «,  ^  par  Pv/—  1,  ^  par 
y  V'—  I ,  . . . ,  et  généralement 


par 


310  MÉMOIRE  SUR  L'INTÉGRATION 

Pour  que  la  valeur  de  9  donnée  par  la  formule  (5)  satisfasse  à  Téqua- 
tion  (i),  il  suffira  que  les  quantités 

considérées  comme  fonctions  de  /,  satisfassent  à  des  équations  diffé- 
rentielles de  la  forme 

AT  k    ^'^^         A    ^'To  .      C^^Tft  __ 

Aolo-^A,—  -hA,-^^  H-    ..-HA;„-^^pp  _0; 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  que  la  fonction  S  vérifie,  quel  que  soit  u, 
l'équation  différentielle 

(I  0  AoS  ^  A,  —  -h  At-^-  -H. .  .-4-  A,„  ^^^,,   :^  o. 

Cette  dernière  équation,  réunie  aux  conditions  (8)  qui  doivent  être 
remplies  pour  /  =  o,  détermine  complètement  Ja  valeur  de  S.  Pour 
obtenir  cette  même  valeur,  on  observera  qu'on  satisfait  à  la  for- 
mule (11)  en  posant 

S  =  <?^S 

et  prenant  pour  6  une  des  racines  de  Téquation  algébrique 

AoH-  A,  0  H- A,0>-h  .  .  . -+- A„ô'«r3  o. 

Par  suite,  si  Ton  fait 

(12)  F((?)--Ao-hAi(?-hA,9*-^...-+-A„0'", 

et  si  Ton  appelle 

(l3)  ôo»      ^1»      ^j.       •••>      ^m-l» 

les  m  racines  de  Téquation 

(i4)  F(ô)  =  o, 

les  formules 
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seront  des  intégrales  particulières  de  l'équation  différentielle  en  S,  et 
son  intégrale  générale»  assujettie  aux  conditions  (8),  pourra  être  pré- 
sentée sous  Tune  ou  l'autre  de  ces  deux  formes 

S _  lu  —  e^Mu  —  e^) . , ,{u  —  e„_^)  ^ 

(10)     ^ -*(")[  («_.ô,)F(6o)*^i«~&jF\6j-^----^(a~6,„_OF(ô_oJ* 

Si  l'on  développe  cette  intégrale  générale  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes et  entières  de  w,  les  coefficients  des  diverses  puissances  seront 
précisément  les  valeurs  de 

T        T  T 

Cela  posé,  comme  on  aura 

F(  li)  =  Ao 4-  Al  a  H-  A,  m'  -h . . .  4-  A;„  a*", 

I  I  I  M  M*  tt?*"* 


on  en  conclura 

~  'L&PTêiô  "^ëfFIêô  "^'"t^î.-. *"(»-»-«)] 
*~~^*Le,F'(&.)  ■^ërFIôT)  ■^■■■"^e„,_.F'(e«-,)J 
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puis*  en  faisant  pour  plus  de  commodité 

(17)        R  --  [^ï'Thô;]  "^  ^fïT^  "^*  ""^  6;ï-.fh6«-i)J' 

on  trouvera 

<?'»-»  R 


'0      ..,„_'i    > 


(i8)  {  „  .    d'-'R       ^   <^"-«R       .    <?"•-«  R 


T.      -A«-5i:;rT-t-A,-jj^;;;rT+A.-^ 


*/*-  -* 


■^  > 


1  m-i  —  Ao  tl  -h  Al  — •  -h  Aj  — — ; h  .  .  .  -+-  Am^i 


oi         ^  dc'    "•"'  ât'*'' 


i 


Si  maintenant  on  pose 


(19)    Qz=f—Yr     r     r    ..,Re*^'-\^W-'e^^y-''i^'er^'-^^^K..dad^dy..., 


on  aura  évidemment 


VoQ      z={-^Y  r    Ç     l     ...     AoRe«<'-ï*)r^cP<r-^)v^cT(*-«^)*^...rfa£/(3^y..., 

V,Q      =z(-^y  C    Ç     f    ...      A,Re«<'-l*)i^^<?Pty->')v^er(=-«')/=»...rffle£/|5rf7..., 

...••...•••• • •..■••■■.•••••.•••• ••••■.«•.•• f 

V,„-,Q  =  (-^y  f  f  f  ■■  .A„_,Re«('-l*'v^ePfr-v)v^eY(»-«')»'='. .  .datd^df.  ■  -, 
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et  en  conséquence,  la  valeur  de  o  déduite  des  équations  (5)  et  (i8) 
deviendra 


V„ 


d"'- 


(20)     < 


Vi      JfJr:^]  I  j  •    •Q/i(f^»'^«'»  ...)diidvdnj... 
Vi      ^        /  /  /  •••Q/'"-»(i^'^»^»  .,.)diidvdrs.,. 

^m-i-J^JJ^Ti    f  f   f    .••Q/m-i(fA,  V,CJ,  ...)^f^^Vfl^GT.... 


11  est  important  d'observer  que  la  quantité  Q  donnée  par  la  formule  (19) 
est  une  fonction  des  variables  x,  y,  s,  ....  t,  qui  satisfai.t  à  l'équation 
aux  différences  partielles 


(21) 


VQ  =  o. 


Quant  a  la  valeur  de  9  donnée  par  la  formule  (20),  elle  n'est  le  plus 
souvent  qu'une  intégrale  particulière  de  l'équation  proposée 


(0 


V9  =  0. 


Si  l'on  représente  par  U  cette  intégrale  particulière,  l'intégrale  gêné 
raie  sera  de  la  forme 


•(22) 


9  =  U-hV, 


V  désignant  une  fonction  x,y,  z,  ...,  i  assujettie  à  la  double  condition 
de  vérifier  l'équation 


(23) 

et'de  s'évanouir  pour  / 

OEuures  <fc  6'.  —  S*  II,  t.  I. 


VV=:0 

* 

o,  avec  ses  dérivées  relatives  à  t,  depuis  la 

4o 
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dérivée  du  premier  ordre  jusqu'à  celle  de  Tordre  m —  i  inclusivement. 
Quelquefois  il  est  impossible  de  remplir  ces  deux  conditions  autrement 

* 

qu'en  supposant 

Alors  la  formule  (20)  devient  elle-même  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (i).  Il  semble,  au  premier  abord,  qu'il  doit  toujours  en  être  ainsi, 
quand  les  différents  termes  du  développement  en  série  de  la  fonc- 
tion V  s'évanouissent,  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  dans  le  cas  où  les 
expressions 

se  réduisent  aux  coefficients  différentiels 


Oi"'        Ot 


m 


multipliés  par  une  quantité  constante.  Néanmoins,  dans  l'état  actuel 
de  l'Analyse,  il  est  permis  de  concevoir  à  ce  sujet  des  doutes  légitimes 
fondés  sur  la  remarque  que  nous  avons  faite  dans  un  autre  Mémoire, 
savoir,  que  les  différents  termes  d'un  développement  peuvent  s'éva- 
nouir, sans  que  la  fonction  développée  s'évanouisse  elle-même. 

§  II.  Admettons  maintenant  que  l'équation  aux  différences  partielles 
dont  on  cherche  l'intégrale  renferme  un  terme  indépendant  de  9,  et 
fonction  des  seules  variables 

Si  l'on  fait  passer  ce  terme  dans  le  second  membre,  l'équation  donnée 
prendra  la  forme 

(25)  Vo—f{x,yyZ,  ...,/), 

et,  pour  ramener  son  intégration  à  celle  de  l'équation  (1),  il  suffira, 
comme  l'on  sait,  de  connaître  une  valeur  particulière  de  9,  pour  la- 
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quelle  Vç  devienne  égale  à  f{oo^y,  s,  ...,  /).  Or,  on  obtiendra  évidem- 
ment une  semblable  valeur  si  Ton  pose 


i'^=--fe)""///-'^""''"^^"" 


}    '  V^TT/         J  J  J 

(26)       / 

les  intégrations  devant  être  effectuées  comme  dans  la  formule  (i) 
(I'^  Partie),  et  la  lettre  A  représentant  ce  que  devient  l'expression  Vo 

quand  on  y  remplace  o  par  i,  ^  paray^—  i,  ^  par  Pv/—  i,  ...,  ^par 
ôv'—  1,  ...  et  généralement 


dxp  ayf  ôz*",,.  dt* 
par 

■ 

§  m.  Parmi  les  équations  linéaires  qui  s'intégrent  à  l'aide  des 
méthodes  précédentes,  on  doit  distinguer  celles  dans  lesquelles  se 
change  l'équation  (i),  lorsqu'on  prend  pour  V9  une  expression  de  la 
forme 

la  caractéristique  V^  indiquant  des  opérations  relatives  aux  seules 

variables  a?,  y,  5 Alors  la  fonction  9  obtientune  valeur  très  simple 

qu'il  est  bon  de  connaître.  Supposons,  en  effet,  qu'il  s'agisse  d'in- 
tégrer l'équation  aux  différences  partielles 

Vo<P : — '-  ^=^  O, 


OU,  ce  qui  revient  au  même,  la  suivante 


/)'«© 
(^8)  ^=^»<?' 


Dans  cette  hypothèse,  en  adoptant  les  notations  du  paragraphe  I,  on 
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trouvera 

F' (9)  -  — /n9'«-^ 
(»l,  par  suite, 


> 


0„,  6,,  . . . ,  0;„_,  désignant  les  m  racines  de  l'équation 

(3o)  9"»   -  Ao, 

donf  le  second  membre  représente   la  fonction  de   a,  [i,  y,  ...  qui 
se  tire  de  l'expression  r,,^,  quand  on  y  remplace  o  par  i,  y-    par 


a\/  —  I ,  . . .,  et  généralement 


par  

(«v:^r(?v~T/(yv^y.... 

(^ela  posé,  la  valeur  de  Q  étant  toujours  déterminée  par  la  formule 

(19)     Qr^fJLY  I       I       I     ...Re«^'-l*H^e?':>-  ^H~'eT(=-"H~...rfartr3e/y..., 


la  valeur  de  ç  deviendra 


V.- 


(3,) 


"^^"r/^T-i  /  f  j  ''^A(l^y  '^^^y  .,.)dii.d^dw,.. 

4- 

-H  Vo  /   /    /  •••Q//n-i(fJt,  V,  Gî,  . .  .)d^dvdm 

observons  d'ailleurs  que,  dans  le  cas  présent,  on  tirera  de  l'équa- 
tion (21) 

(3.)  V,Q-=''    ^ 


dt"'  ' 


V,. 
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(»t,  par  suite, 

f}'"    'Q       ô^"''^(i 

^  ll.\  I       /      ... ^^^;j^ e*f'-ï*>v^i eP^y-^)v^ gY(s-n)/M ,,,dad^dy... 

En  conséquence,  si  Ton  fait 


(33)  T  = 


e^i-^e^'-^.,,-^e^m^^' 


m 
et 


(34)     P  =  (— yr     f     f     ...Te«<'-H->v^'e?t>-W-»erf-«V"»...rfa^;3e/7..., 


on  aura 


(35)  ^"V^^P' 


et  la  valeur  générale  de  9  prendra  la  forme 


36)    i 


I     I     I      •  •  P  /o  (  /Jl,  V,  GJ,  .  .  .  )  ^1^  «^V  rfcj .  .  . 
-h  I  dt  I     I     /    .  .  .  P/,  (|JL,  V,  BT,  .  .  .  )  t/jUL  é/v  duj  .  .  , 


»(/«-!) 


les  intégrations  relatives  à  /  étant  effectuées  à  partir  de  /  =  o.  On 
s'assurera  facilement  que  la  fonction  P  comprise  dans  le  second 
membre  de  l'équation  précédente  a  la  propriété  de  vérifier  l'équation 
aux  différences  partielles 

<37)  ^»ï*=^- 
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Î5  IV.  Les  formules  établies  dans  les  paragraphes  précédents  ra- 
mènent rintégralion  des  équations  linéaires  (i),  (20)  et  (28)  à  la  ré- 
solution des  équations  algébriques  (i/|)  et  (3o)  dont  les  racines 

se  trouvent  comprises  dans  les  valeurs  générales  des  fonctions  R  et  T. 
Mais  cette  résolution  n'est  pas  nécessaire,  et  l'on  peut  y  suppléer  en 
déterminant  (*)  immédiatement  les  valeurs  de  R  et  de  T  à  l'aide  de  la 
formule  (m)  (T*  Partie). 

55  V.  Pour  montrer  une  application  des  principes  établis  dans  ce 
Mémoire,  supposons  qu'il  s'agisse  d'intégrer  l'équation  linéaire  aux 
différences  partielles  que  l'on  déduit  de  la  formule  symbolique 

lorsque,  après  avoir  développé  le  premier  membre  de  cette  formule, 
dans  lequel  a  désigne  une  quantité  constante,  on  remplace 


(^)' 


par 


1 


d^  y  d'? 


07^)"^ 


dxV  '  ■  ôji 


par 


(;^^V^ 


par 


^1? 


ô'  \  d^o 


9  par 


dvV  ^y* 


(»)  Celle  détermination  présente  quelques  difficultés  dont  l'examen  détaillé  nous  en- 
traînerait au  delà  des  bornes  prescrites  à  ce  Mémoire.  Nous  avons  supprimé  pour  cette 
raison  les  développements  qui  se  trouvaient  ici  dans 'le  manuscrit,  et  qui  formaient  la  6n 
du  paragraphe  IV.  D'ailleurs  ce  qu'il  y  a  de  mieux  à  faire  pour  obtenir  la  valeur  de  o, 
sans  être  obligé  de  résoudre  aucune  équation,  c'est  d'exprimer  les  valeurs  deX©,  T|,  . . .» 
ïm-i,  T,  par  des  intégrales  définies  simples  à  l'aide  des  formules  que  renferment  les 
additions  placées  à  la  suite  du  paragraphe  VI. 
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et  ainsi  de  suite.  Dans  cette  hypothèse,  l'équation  (i4)  prendra  la 
forme 

(3o)  Ao=9'«, 

la  valeur  de  A^  étant 

(39)  Ao=a(~a'-(3»— y-— ...)'. 
En  conséquence 

7o,        &j,        7t,         .  .  .  ,        Wot_| 

V 

seront  les  racines  de  Téquation  binôme 

(40)  9»^=  (—,)/«(««-+-  {32-4-  y«-+-. . .)'. 

Or,  on  vérifiera  généralement  cette  dernière,  en  supposant 
et  prenant  pour  X  une  des  racines  de  l'équation 

(40  '  >'"=:=(— l)'a. 

Par  suite,  si  l'on  appelle 

Ao,     A|,     Aj,      .  . .,     A;„_ I 

les  m  racines  de  l'équation  (4i)»  et  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

(42) -=/(0, 

on  tirera  des  formules  (33)  et  (34) 


(43) 


(44) 


.      T=/[(a'4-|3*+y'-4-...)'^J, 
X  cosa(a:  —  ^)  cosj3(/  —  v)  cosy(5  —  cy). , .  dad^dy. . ,» 
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Soit  maintenant 

et  désignons  à  Tordinairo  par  n  le  nombre  des  variables  a?,  j,  s, . . ., 
r'est-à-dire,  des  variables  indépendantes  autres  que  la  variable  t.  La 
valeur  de  P  donnée  par  l'équation  (/|4)  admettra  évidemment  des  ré- 
ductions semblables  à  celles  qui  sont  indiquées  par  les  formules  (ï4  ) 
et  (Gi)de  la  première  Partie.  Effectivement,  si  Ton  a  égard  à  la  for- 
mule (6i),  on  trouvera,  pour  des  valeurs  impaires  de  /i. 


ft    t 


2  7:  *     ds 


t 


puis,  en  remettant  pour /\a"7/  sa  valeur  déduite  de  l'équation  (42)(*), 

(46)     P--      -„-^~^/      coss'otda. 


2r.  ^       às 


De  même,  en  ayant  égard  à  la  formule  (j/|)de  la  première  Partie, 
on  trouvera,  pour  les  valeurs  paires  de  n. 


(4:)        '.        î»''  '7^^ 

X  CCS  (^^  -  a'.(3«-  ^^i  j  p~a  a^^. 

La  valeur  de  P  étant  déterminée  par  Tune  des  équations  (44)«  (4t>) 
ou  (47)»  il  ne  restera  plus  qu'à  substituer  cette  valeur  dans  la  for- 
mule (3()),  pour  obteiiir  l'intégrale  générale  de  l'équation  (38). 

2/ 

(1)  Dans  les  équations  (46)  cl  (47)^  et  dans  celles  qui  s*en  déduisent,  la  notation  %"* 
est  censée  représenter  la  valeur  réelle  et  positive  de  l'expression 

» 
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Dans  le  cas  particulier  o.ù  Ton  suppose  ri  =  o,  l'équation  (38)  se 


réduit  à 


(48) 


d'  d'  \'         <?"'9 


dt 


m 


Dans  cette  hypothèse,  la  valeur  de  P  donnée  par  la  formule  (44) 
devient 


g(a«-hp«)«V-h  e(a'-^-P')-\/_^,  .  .4.  e(a*+P«)-X„_,f 


(49)   I       47:v_.  y_.  /« 

'  X  cosa(x  —  |x)cos(3(^  — v)(/arf{3. 

On  peut  faire  servir  à  la  réduction  de  cette  valeur  la  formule  (75)  de 
la  première  Partie,  et  Ton  trouve  alors 

/c  .     „         I      /'"    /'"e<«P'"V-+-e'«P)~*.'+...-f-e(«P'">-.'   .    .        *«  .     ., 
(5o)     F  =  ~^^  I       I      ■ : sin  (3  cos  y-  da.  dp, 

la  valeur  de  s  étant  donnée  par  l'équation 

(5i)  s  =  {X  -  ij.y -h  (y  -  M)\ 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a  «  =  3,  les  équations  (38)  et  (4(i) 
deviennent 

/  d'         d»        d'\' 


et 

(o3)         Pur ^r-    /      coss'aaa, 


les  valeurs  de  *  étant 


(54)  ■  5  — (j?  — ^)*-i- (r  —  v)'-|-(r--Gy)^ 


Il  est  essentiel  de  se  rappeler  que  dans  les  formules  (49),  (5o)et  (53) 

Aq,      A|,       .  .  . ,      t^m-\ 
OEuvres  rfr  6'.  —  S.  II,  t.  I.  4  * 
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(iésignent  ics  racines  de  l'équation  binôme 

Plusieurs  questions  de  Physique  et  de  Mécanique,  et  entre  autres 
les  problèmes  du  son,  de  la  chaleur,  des  ondes,  des  cordes  vibrantes, 
des  plaques  élastiques,  etc.,  conduisent  à  des  équations  aux  différences 
partielles  qui  se  trouvent  comprises,  comme  cas  particuliers,  dans  les 
formules  (^|8)  et  (52).  Ces  équations  pourront  donc  être  intégrées  à 
l'aide  des  formules  (5o)  et  (  >3)  réunies  à  l'équation  (36).  C'est  ce  que 
nous  allons  faire  voir  par  quelques  exemples  dans  lesquels  nous  nous 
trouverons  naturellement  ramenés  à  des  résultats  déjà  connus. 

La  loi,  suivant  laquelle  la  chaleur  se  distribue  dans  un  corps  solide 
et  homogène,  dépend  de  l'équation 

m 

dans  laquelle  a  désigne  une  quantité  positive.  Pour  déduire  cette  équa- 
tion de  la  formule  (52),  il  suffit  de  poser 

/^  I,  m  =:  I. 


Alors  l'équation  (40  devient 


X  =  —  a; 


et,  par  suite,  on  tire  de  la  formule  (53) 


P- —,4-  f   e-*'«'cos5^af/«, 

271*   ÔS  J_  ^ 


puis,  en  ayant  égard  à  l'équation  (i6)  de  la  première  Partie, 


P== 


m--'] 


irr  Os  } 


'         e  *«', 
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ou,  ce  qui  revient  au  même. 


1  ' 


(56)  l>— : — jt  *e  *'" 

En  adoptant  cette  valeur  de  P,  on  trouvera  pour  l'intégrale  générale 

de  Téquation  (55) 

« 

Les  petites  vibrations  des  plaques  sonores,  homogènes  et  d'une 
épaisseur  constante,  se  rapportent  à  l'équation 

dans  laquelle  b  désigne  une  constante  positive,  et  ^  une  ordonnée  de 
surface  courbe.  Pour  déduire  cette  équation  de  la  formule  (48)»  il 
suffit  de  prendre 

1  —  2,        m  — 2        et        a=z—b^. 

Alors  l'équation  (4i)  devient 
et  Ton  en  tire 

Cela  posé,  la  formule  (5o)  donnera 

P=:    — 5     I      I     cosa^6/sin|3cos  '-y-  docd^ 
=  — TT-  /      /     cosaûsinôcosT-r-e/aé/ô, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

P=       7— m  /       /     cosaôsinôcos7-i-é/arf3 
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D'ailleurs,  ^77  ^'anl  une  quantité  positive  comprise  entre  les  limites 
^  ~  o,  p  =  Qo,  on  eonclut  de  la  formule  (8)  (I"*  Partie),  en  y  rem- 
plaçant  jjl  par  ^etx  par  7-^, 

Quant  à  l'intégrale 


I       f     sinpcosaep-h  7^)  t/ae/p, 


*  —  ••  0 


il  est  clair  qu'elle  sera  nulle.  En  conséquence,  la  valeur  de  P  deviendra 


V  =  -,-  -.—  sin 


ou,  si  l'on  écrit  (  a  —  »r)'-f-  (v  —  v)^  au  lieu  de  5, 

En  adoptant  cette  dernière  valeur  de  P,  on  tirera  de  la  formule  ('^6) 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (  "iS  ),  et  l'on  trouvera 

les  fonctions /,(jr,vK/i(-r,v)  désignant  les  valeurs  particulières  de  o 

et  -J  pour  /  -'  o. 

Le  mouvement  des  fluides  élastiques  est  déterminé  par  une  équa- 
tion linéaire  de  la  forme 

h  désignant  une  constante  réelle  que  l'on  peut  considérer  comme. 
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positive.  On  déduit  cette  équation  de  la  formule  (52)  en  supposant 

/z=  I,         m  =  2,         a  :=--  b^. 

On  aura  donc  encore  dans  le  cas  présent 


Xo=4-6v/~I,  X,z=: —  b\J~l 


Cela  posé,  la  formule  (53)  donnera 


P= -r   /      cosaotcoss^ocda^ 

2n^  dsj 

•     —  ce 


ou,  si  l'on  fait  pour  abréger  s'  =  r,  et  par  conséquent  s  =  r^. 


Pr=— 7 — ; r-    /      cosocbtcosraaoi, 

4TrV  drj 


Pour  déterminer  la.  valeur  de  l'intégrale  que  renferme  l'équation 
'précédente,  il  faut  recourir  à  l'artifice  de  calcul  indiqué  dans  la  pre- 
mière Partie  de  ce  Mémoire  (§  P**),  et  multiplier  la  fonction  sous  le 

signe  y  par  un  facteur  auxiliaire  de  la  forme  ^    ^  >  X*  désignant  une 

quantité  positive  infiniment  petite,  et']f  une  fonction  convenablement 
choisie.  On  peut  prendre  pour  ce  facteur  auxiliaire  l'une  des  expres- 
sions 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  s'arrête  à  la  première.  L'inté- 
grale  comprise  dans  la  valeur  de  P  deviendra 


I     e-*v^cosa6rcosr«t/a  —  2  /     e-^^  cos<x bt  cos roc  da. 


=  /     c-**[cosa(r—  bt)  -Hcosa(r  +  bt)]d(x 


•    k^-^{r—  bty       A*-h(r4-^^* 
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D'ailleurs,  la  variable  r  ~  s^,  étant  liée  aux  variables  (x,  v,  zj  par 
Téquation 

(62)  r=.[(fx~x)'-h(v-j.)»-h(ro-x)«]*, 

n'admettra  que  des  valeurs  positives  comprises  entre  les  limitT^s  o,  x; 
et  comme,  des  deux  binômes  r—  bi,  r-h  bt,  celui  dont  le  second  terme 
est  négatif  sera  le  seul  qui  s'évanouisse  entre  ces  limites,  il  est  clair 
que,  si  l'on  attribue  à  /  des  valeurs  positives  différentes  de  zéro,  la 

seconde  des  deux  fractions  ^i tttî'  -r* r— ;  restera  infini- 

ment  petite,  tandis  que  la  première  cessera  de  l'être  pour  des  valeurs 
de  r  très  voisines  de  bt.  On  pourra  donc  négliger  dans  le  calcul  la 

fraction  — — p — ^—y  et  substituer  à  l'intégrale  comprise  dans  la 

k 

valeur  de  P  la  fraction  unique  7, — ; '-rrr*'  On  trouvera  ainsi 


?^- 


ô\ * .1 


^TT-/*  Or 


OU,  ce  qui  revient  au  même. 


(63)  P=: 


!\T.^br  ôl 


En  adoptant  cette  dernière  valeur  de  P,  on  tirera  de  la  formule  (36) 

(f>4)     9  =///P  /o(F.  ^  ^)  diidydw  +/^^/yy'P/t(f*.  V,  BT)  diidvdm, 

les  fonctions/, (x,j,  5),/,(u?,  j',  z)  désignant  les  valeurs  particulières 
de  o  et  de  —  pour  /  =  o.  En  remettant  pour  P  sa  valeur,  on  aura  défi- 
nitivement 
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les  limites  des  variables  (x,  v,  u  étant  choisies  de  manière  à  comprendre 
les  valeurs  attribuées  à  x^  y,  s,  et  k  désignant  toujours  une  quantité 
positive  infiniment  petite  qu'on  devra  réduire  à  zéro  après  les  intégra- 
tions effectuées.  Si  Ton  veut  que  les  valeurs  particulières  de  o  et  de  ^, 

correspondant  à  /  =  o,  coïncident  avec  les  fonctions  /^(j?,  j,  5), 
f^{x^y^  5),  quelles  que  soient  les  quantités  x,  j,  5,  il  faudra,  dans 
l'équation  (65),  prendre  pour  limites  de  chacune  des  variables  pi,  v,  u, 
les  deux  quantités  —  00,  4-  qo. 

Supposons  maintenant  que  Ton  considère  les  trois  variables  [x,  v,  xs 
comme  représentant  des  coordonnées  rectangulaires,  et  qu'après  avoir 
transporté  l'origine  au  point  pour  lequel  on  a  a  ==  a?,  v  =  j,  ct  =  5, 
on  substitue  aux  coordonnées  rectangulaires  jjl,  v,  ct  des  coordonnées 
polaires^,  9,  r,  relatives  à  la  nouvelle  origine,, et  déterminées  par  les 
formules 

(66)     fx  =  a? -+■ /•  ces/?,         vz=/-hrsin/>cos^,        xsi-=^z-^r%\\\p%\wq. 

La  valeur  de  r  sera  précisément  celle  que  fournit  l'équation  (62);  et 

comme,  à  la  place  du  produit  dij^dvdxs^  on  devra  écrire  le  suivant 

* 

r^  s'inp dp dq dr,  la  formule  (65)  donnera 


p-  ^Ti'bJ  J  J  k^-^(r^àty 
I  x/x(x-^r  cosp,  7  -H  r  sin^ 


;  ^^^iv--  .  -  x>w«^,jr   ,  ,  »..ipcosqfZ-hrs\npsinq)rs\npdpdqdr 

(67) 


1     à_  r  r  r         k 

'^  ^T:'b  âtj  J  J  k^-\-(r^ 


biy 
xfai^-^r  cos/?,  y-\-r  sin/?  cos ^,  s-t-r  sin/? sin q) r  %\np dp  dq  dr. 

De  plus,  si  dans  le  second  membre  de  la  formule  (65)  chaque  intégra- 
tion est  effectuée  entre  les  limites  —  qo,  -+-00,  les  intégrales  multiples 
que  renferme  l'équation  (67)  devront  être  prises  entre  les  limites 
^  =  0,  /?  =  7w;  5r  =  o,  y  =  2ir;  r=o,  r=x>.  D'autre  part,  la  frac- 

k 

tion  Ti — .  —.bt\^  n'ayant  de  valeur  sensible  que  dans  le  cas  où  l'on 
attribue  à  r  une  valeur  très  peu  différente  de  6/,  et  l'expression 

/,(j;-h  rcosp,  y-\-  rsin/^cos^,  s  h-  rsu\psinq)rs\np 
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devenant  alors  sensiblement  égale  à 

fy{a:-\-  btcosp^  y  -h  bïsinpcosqf  z  -+-  bl sinp B\nq)ùt sinpj 

on  pourra  évidemment  remplacer  Tintégrale 

/     7i — ï 1 — i/i(-^  ■+■  ^  cosp,  y  -H  rsin/?cos7,  z  -hrsin/?sin^)r  sin/?*//- 

par  le  produit 

/**           k  dr 
fi{x-¥  btcosp^  y  -h  btsinpcosçy  «-f-  ^^sin/?  s\nq)bts\np  j     -r^ 7— -^ — ^ 

—  7r^/sin/?/i(a:-+-  btcosp^  y  -^  bt^hip  cosçy  z  4-  ^/sin/^sini/). 
Par  la  même  raison,  à  Tintégrale 

/'*  A- 

/     Tt ï — ï/o^-^  "^  rcos/>,  /  4-  /sin/?  cosi/,  s  -+-  rsinp  s\nq)  rs'inp  dr 

.  /-.      A    -H  (  /*  —  ut  ) 


on  pourra  substituer  le  produit 

TT^f  siny?/o(x*  -h  blcosp,  y  -h  ^/sin/^cosy,  z  -^  bl  sin/7siny). 

Ola  posé,  la  valeur  de  ç  déterminée  par  Téquation  (67)  deviendra 


B  'k  > 


19  —  ^ —  /      /       ^sin/?/,(j:4- ^/cos/>,  / -f- 6/sin/?cosy,  5 -h  A/sin/?siny)^/></y 
4-^ /      /       t%\\\pf^{x-\-btcosp^y'{'bts\npcosq,z-k-bt%\\\p^\nq)dpd*f. 


(]elte  dernière  formule  coïncide  avec  celle  que  M.  Poisson  a  donnée 
dans  un  Mémoire  lu  à  l'Académie  le  19  juillet  1819. 

§  VI  (*).   Si,  a  la  place  de  l'équation  (38),  on  considérait  la  suivante 

(6q) —  a-T-S» 

^    '^^  01'"  iU^ 

(  *)  Ce  qui  suit  a  été  ajouté  au  Mémoire  depuis  sa  présentation  à  rAcadémie. 
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alors  on  tirerait  des  formules  (33),  (34)  et  (36) 


(70) 


et 

ffff  ,     1 

60,  6,,  ...»  6m_,  désignant  les  racines  de  Féquation 

(72)  e"'=:a(a\J^y. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  suppose  /=/w=:2,a  =  —  i,  l'équa- 
tion (69)  devient 

et  l'on  trouve 

(74)  p  =  JL  r^l±^e^^'-V-)yr^da=—  H  ^''"^^"cos«(^  -m)  e/«, 

<P=—  /  /  ^^ cosa(a?-/x)/o(/x)rfac^fx 

(75)  < 

+  —  M^  M   ^ cosa(j?  — fx)/i(fx)é/arffx. 

La  valeur  précédente  de  <p  est  indéterminée.  Mais  l'indétermination 
cessera  pour  l'ordinaire,  si,  dans  chaque  intégrale  relative  à  la  va- 
riable a,  on  multiplie  la  fonction  sous  le  signe  y  par  e"**\  k  désignant 
un  nombre  infiniment  petit.  Alors,  en  effectuant  les  intégrations  rela- 

tives  à  cette  variable,  et  posant  (x  =  a?  -h  2F m,  on  obtiendra  la  formule 

9  =  ^-^  e^r"e-"'cos/^\/o(x-+-a>t*i/)^w 


(76) 


-        t^ 


OEupret  de  C.  —  S.  II,  t.  I.  4^ 
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clans  laquelle  le  nombre  k  ne  devra  être  annulé  qu'après  l'intégration 
relative  à  u.  On  pourrait  au  reste  (ainsi  que  je  l'ai  fait  voir  dans  le 
Hulleùn  de  la  Société philomathique  de  1821)  introduire  les  imaginaires 
dans  le  second  membre  de  l'équation  (75),  de  manière  à  obtenir  la 
formule 


(77) 


TaU^S 


v^~i)^-/i(-2--/v-«) 


dt. 


Mais,  quoique  cette  dt^rnière  valeur  de  9,  substituée  dans  l'équa- 
tion (73),  paraisse  la  vérifier  dans  tous  les  cas,  néanmoins  on  ne 
saurait  la  considérer  comme  générale,  tant  que  l'on  n'aura  pas  donné 

<le  l'expression  imaginaire /(  07 -f- /y—  1)  une  définition  indépendante 
de  la  forme  de  la  fonction  /(x)  supposée  réelle.  A  la  vérité,  cette 
expression  imaginaire  se  trouverait  suffisamment  définie,  si  l'on  con- 


venait de  représenter  par  la  notation  /{x-^-tyJ—  i)  une  fonction  9 
de  X  et  de  /,  qui,  étant  continue  par  rapport  à  ces  deux  variables,  fut 
propre  à  remplir  la  double  condition  de  se  réduire  à  f{x)  pour  /  =  o, 
et  (le  vérifier  l'équation 


(78)  î^^!^y/^,. 

^^  ôt       àx^ 

iMais  il  est  facile  de  voir  que,  dans  ce  cas,  la  fonction  ç  serait  celle  qui 
vérifie  l'équation  (73)  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  /,  et  les 

équations  de  condition  ç  =  /(x),  ^  =  o,  pour  la  valeur  particulière 

« 

/  =  o.  Ainsi,  la  recherche  de  la  fonction  /{x  ■+- 1^  —  i)  se  trouverait 
ramenée  à  l'intégration  de  la  formule  (73)  et  l'on  ne  pourrait  plus 
donner  pour  intégrale  de  cette  formule  l'équation  (77),  sans  tomber 
dans  un  cercle  vicieux. 

F^orsqu'on  suppose  m  =2,  /=  1  et  a  =::=  fe*,  l'équation  (69)  devient 

^'^^  i)t*'  ôx 
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et  l'on  trouve 

^^ e*<'-ï*)v^-»^a, 

(8i)  '    9^fP/oWdii'^fdtJ'PMii)dii. 

Dans  ce  cas,  la  valeur  de  ç  se  présente  encore  sous  une  forme  indéter- 
minée. Mais  on  fera  ordinairement  cesser  l'indétermination,  en  multi- 
pliant, dans  chaque  intégrale  relative  à  la  variable  a,  la  fonction  sous 
le  signe  y  par  e"**',  k  désignant  un  nombre  infiniment  petit.  De  plus, 
on  pourra  faire  subir  à  la  fonction  P  une  transformation  qu'il  est. bon 
de  connaître,  et  que  je  vais  établir  en  peu  de  mots. 

Si,  en  désignant  par  h  une  constante  positive,  et  par  a,  ^  deux  quan- 
tités variables,  on  pose 

puis,  que  l'on  intègre  deux  fois  chaque  membre  de  l'équation  identique 


d  U* 


(''•^)   "(«"i) 


savoir,  une  fois  par  rapport  à  la  variable  a,  entre  les  limites  o  et  a,  et 
une  fois  par  rapport  à  la  variable  p  entre  les  limites  —oc,  -+-qo,  on 
obtiendra  une  nouvelle  équation  dont  le  second  membre  sera  nul, 

attendu  que  ^^'-p  s'évanouit  pour  ^  =  ±:  qo,  et  de  laquelle  il  résultera 
que  l'intégrale 


L 


--'> 


_Ja,^i) 


conserve  la  même  valeur,  quel  que  soit  a.  D'ailleurs,  cette  intégrale  se 
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réduit,  puur  a  =  o,  à  la  suivante 


(8a)  i  r'e**P.^  ''^ 


(Ah-Pv/-,) 


V 


1 

et  il  est  facile  de  prouver  que  celle-ci  a  pour  valeur  'n'(').  On  aura 
donc 

(83)    f/^'^'^^'M^  1  r L_  _  _(fLvEI)l_l^?=.^e-(^)'. 


Si  dans  la  formule  (83)  on  remplace  (a  y^—  i)  par  —  {oLyJ—  i)  , 
on  obtiendra  une  seconde  qui,  ajoutée  à  la  première,  donnera 


1 

on 


"*'    3 =nîX 


Si  maintenant  on  remplace  a  par  aô*/',  on  reconnaîtra  que  la  valeur 
de  P,  fournie  par  Téquation  (8o),  peut  être  présentée  sous  la  forme 

(85)   p=-i^rrre-p/^/[^-*^(ï^ 

Lorsqu'on  substitue  cette  valeur  de  P  dans  Téquation  (8i),  après  avoir 

(1)  La  valeur  do  Tinlégrale  (8*2)  se  déduit  facilemenl  de  Téqualion  (86).  fin  effet,  si 
dans  cette  équation  00  prend  l'intégrale  relative  à  \i  entre  les  limites  ft  =  o,  (ji  =  «,  et 
que  Ton  pose /(fi)  =  jji«-*e-*i*,  on  trouvera 


puis,  en  faisant  d*abord  x  =  i ,  et  ensuite  a  =  -  9 


<»aV-i  ^j  air^-A 


1  =  1"' 

(/i^a/^)*  «* 

=  2ir*. 
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multiplié  la  fonction  renfermée  sous  les  signes  f  f  j^^v  e"^^^  (A;  dési- 
gnant toujours  une  quantité  positive  infiniment  petite),  on  obtient 
l'intégrale  de  l'équation  (79).  Si  l'on  voulait,  dans  cette  intégrale, 
introduire  les  imaginaires  sous  les  fonctions/o  et/,,  il  suffirait  d'avoir 
égard  à  l'équation  (8)  (P**  partie)  que  l'on  présenterait  sous  la  form 


e 


(86) 


f{x)=^J^  J    e^('-\^^^^/{li)doLdiJL, 


et  de  laquelle  on  conclurait  par  analogie 


On  aurait  par  suite 


'=±jyb^^(H'7^~.)] 


1 


(88)      l  .  (*-?^)*_ 

Cette  dernière  formule  est  précisément  celle  que  l'on  déduirait  du 
développement  de  l'intégrale  en  série,  et  que  M.  Poisson  a  citée  dans 
le  Bulletin  de  la  Société  philomathique  de  septembre  1822.  Mais  elle  fait 
naitre  les  mêmes  difficultés  que  l'équation  (77),  et  l'on  peut  en  dire 
autant  de  toutes  les  formules  dans  lesquelles  des  expressions  imagi- 
naires se  trouvent  renfermées  sous  des  fonctions  arbitraires. 


OBSERVATIONS  GENERALES  ET  ADDITIONS. 

Dans  le  Mémoire  qu'on  vient  de  lire,  nous  considérons  chaque  inté- 
grale définie,  prise  entre  deux  limites  données,  comme  n'étant  autre 
chose  que  la  somme  des  valeurs  infiniment  petites  de  l'expression 
différentielle  placée  sous  le  signe  T,  qui  correspondent  aux  diverses 
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valeurs  do  la  variable  renfermées  entre  les  limites  dont  il  s*agit.  Lors- 
qu'on adopte  cette  manière  d'envisager  les  intégrales  définies,  on 
démontre  aisément  qu'une  semblable  intégrale  a  une  valeur  unique 
et  finie,  toutes  les  fois  que,  les  deux  limites  de  la  variable  étant  des 
quantités  finies,  la  fonction  sous  le  signe  /  demeure  elle-même  finie 
et  continue  dans  tout  l'intervalle  compris  entre  ces  limites.  Supposons 
que,  ces  dernières  conditions  étant  remplies  pour  l'intégrale //(or) dlr 
prise  entre  les  limites  x  =^x\  x  ==  a?",  on  représente  par  a?,,  j:,,  .•., 
x^  .,  des  valeurs  de  x  intermédiaires  entre  les  valeurs  extrêmes  a?',  af, 
et  par 

deux  fonctions  de  i,  x\  af^  qui  convergent  respectivement  vers  les 
deux  limites  x\  x\  tandis  que  l'on  fait  converger  k  vers  la  limite 
zéro.  Si  l'on  désigne,  avec  M.  Fourier,  l'intégrale  proposée  par  la 

notation  /     f{x)dx^  on  établira  facilement  les  deux  équations 


*■    X' 


Hm  1     f{x)dx—j     f(x)djc. 


/     f{x)dxr=.l     /(x)dx-h        /{x)dx^..,'^-         /(x)dx. 

11  suffit  d'étendre,  par  analogie,  ces  deux  équations  au  cas  même  où 
les  conditions  ci-dessus  énoncées  ne  sont  plus  satisfaites,  pour  être  en 
état  de  fixer,  dans  toutes  les  suppositions  possibles,  le  sens  que  l'on 

doit  attacher  à  la  notation   /    f{x)dx,  ou,  en  d'autres  termes,  la 

*  .r' 

valeur  de  l'intégrale  définie  qu'elle  exprime.  {Voir,  pour  plus  de  détail, 
le  résumé  des  leçons  que  j*ai  données  à  l'Ecole  royale  polytechnique,  sur 
le  Calcul  infinitésimal  (*).]  Il  faut  seulement  observer  que  cette  valeur 
sera,  dans  beaucoup  de  cas,  infinie  ou  indéterminée.  Or,  il  importe, 
non  seulement  de  reconnaître  les  cas  de  cette  espèce,  mais  encore  de 
fixer  le  nombre  et  la  nature  des  quantités  arbitraires  que  comporte  une 

(  ^)  Œuvres  de  Cauchj,  S.  Il,  T.  IV. 
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intégrale  défînic  indéterminée.  On  parvient  à  ce  double  résultat  par  la 
considération  des  intégrales  définies  singulières^  dont  j'ai  fait  usage 
pour  la  première  fois  dans  un  Mémoire  (*)  présenté  à  Tlnstitut  le 
%2,  août  i8i4»  et  dont  j'ai  développé  la  théorie  dans  une  Note  que  ren- 
ferme le  Bulletin  de  la  Société philomathique  de  novembre  1822  (^).  Au 
reste,  Findétermination  qui  affecte  une  intégrale  définie  simple  ou  mul- 
tiple cesse,  pour  l'ordinaire,  lorsque  cette  intégrale  est  censée  repré- 
senter la  limite  vers  laquelle  converge  une  autre  intégrale  définie,  ou 
la  somme  de  plusieurs  intégrales  de  cette  espèce,  tandis  que  certaines 
constantes  renfermées  sous  les  signes  d'intégration  s'évanouissent. 
Ainsi,  par  exemple,  quoique,  pour  des  valeurs  entières  de  m  supé- 
rieures à  l'unité,  et  pour  des  valeurs  positives  de  b,  les  quatre  intégrales 

I     x"^"^  sinoxdXf       I      I     cosaiidxaii 

soient  effectivement  indéterminées,  néanmoins  si,  i  désignant  un 
nombre  infiniment  petit,  elles  entrent  dans  un  calcul  comme  limites 

(  0  Ce  Mémoire,  qai  sera  pablié  dans  le  Cahier  procliain,  a  été  approuvé  par  l'Institut, 
sur  un  rapport  de- M.  Legendre,  daté  du  7  novembre  1814,  et  dont  les  conclusions  se 
trouvent  imprimées  dans  l'Analyse  des  travaux  de  l'Institut  pendant  la  même  année.  De 
plus,  M.  Poisson  a  donné  un  extrait  de  ce  Mémoire  dans  le  Bulletin  de  la  Société  p/nlo- 
mattnque  de  décembre  i Si ^, 

(*)  J'appelle  intégrale  définie  singulière  une  intégrale  prise  relativement  a  une  ou  à 
plusieurs  variables  entre  des  limites  infiniment  rapprochées  de  certaines  valeurs  attri- 
buées à  ces  mêmes  variablesi  savoir,  de  valeurs  infiniment  grandes,  ou  de  valeurs  pour 

lesquelles  la  fonction  sous  le  signe  /  devient  infinie  ou  indéterminée.  Ces  sortes  d'inté- 
grales ne  sont  pas  nécessairement  nulles  et  peuvent  obtenir  des  valeurs  finies  mx  môme 
infinies  qu'il  est  ordinairement  facile  de  calculer.  Ainsi,  par  exemple,  k  désignant  un 
nombre  infiniment  petit,  et  (a,  v  deux  constantes  positives,  on  fixera  sans  peine  les  valeurs 
des  deux  intégrales  définies  singulières 


x::s--""œ 
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des  suivantes 

/     -71 — : ;»       /     ^'""*e-**cosoa:aj?, 

'     j7'«-*  e"^*  sin  bx'  dx^      j      j     e~**" cosoe/x  </a  ^fx, 


elles  reprendront  des  valeurs  fixes,  et  se  réduiront  à 

i.a.3 (m  —  i)       mir       i.a.3 (m  —  i)   .    mi:      tt 


>     — 


Iog(m->-i),     J— CCS — >     J—- ^siD 

* 

11  est  remarquable  que,  dans  la  dernière  de  ces  quatre  intégrales,  on 
doit  attendre,  pour  annuler  le  nombre  ^,  que  la  seconde  intégration 
soit  effectuée.  La  même  remarque  s'étend  à  une  grande  partie  des  for- 
mules que  nous  avons  données  dans  le  présent  Mémoire. 

Concevons  encore  que,  dans  l'intégrale  définie  /  /(x)dx,  la  fonc- 
tion sous  le  signe  J,  savoir, /(x),  devienne  infinie  pour  des  valeurs 
de  X  comprises  entre  les  limites  x\  x\  et  représentées  par  x^^  a:,, 
^2,  ...,  x^_^.  Cette  intégrale  sera  le  plus  ordinairement  indéterminée. 
Mais,  si  elle  entre  dans  le  calcul  comme  limite  de  la  somme 

'         /{x)clx  -h  I         /{x)dx'^.,,-h  f  f{x)dx, 

elle  reprendra  en  général  une  valeur  fixe  à  laquelle  nous  avons  donné 
le  nom  de  valeur  principale.  {Voir  le  résumé  des  leçons  données  à 
TEcole  royale  polytechnique.) 

Les  considérations  précédentes  conduisent  à  plusieurs  formules  que 
Ton  peut  employer  avec  avantage,  soit  dans  l'évaluation  des  intégrales 
définies,  soit  dans  la  résolution  des  équations  algébriques  ou  même 
transcendantes,  et  que  nous  allons  faire  connaître. 

Soient  U,  V  deux  fonctions  réelles  des  variables  «,  v;  et  désignons 
par  a*o,  x^,  ...,  ir„, .<  celles  des  racines  de  l'équation 

(1)  /(X)z=:±00 
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qui,  substituées  dans  la  formule 


(2)  ,  a7=r:U-+-VV^=7, 

déterminent  des  valeurs  de  u  renfermées  entre  les  limites  u\  m",  et  des 
valeurs  de  ^  renfermées  entre  les  limites  (^',  i^".  Posons,  d'ailleurs, 


•^(u,i^)=/{V-h\\h^i)— ^ '-y 

(3)  l 

^(",^)=/(U-f-Vv/-i)"^ ^ -' 

Enfin,  représentons  par  /o,  /,,  ...,  /;„_,  les  véritables  valeurs  des 
produits  kf{x^-^k),  kf{x^'\-k),  ,..,  kf{xj,,^^-\-k)  correspondant 
à  A  =  o  (*).  Si  Ton  intègre  par  rapport  à  w  et  à  ^  les  deux  membres 
de  Téquation  identique 

^^^  Ôv        ~   '    au 

entre  les  limites  u  =  u\  u  =  u";  ç  —  {^\  v  =  /',  et  que  Ton  remplace 
dans  chaque  membre  l'intégrale  relative  à  u  par  sa  valeur  principale, 
on  trouvera    . 

chaque  terme  de  la  somme  ±:/(, dz/,  zh . .  .±  f„,_^  devant  être  affecté 
du  signe  -f-  ou  du  signe  -  ,  suivant  que  les  valeurs  de  w  et  de  t' corres- 
pondant à  ce  terme  déterminent  une  valeur  positive  ou  négative  de 

la  lonction  réelle  -r-  -3 3-  x"-  Ajoutons  que  chacun  de  ces  mêmes 

ou   ov         Oi'  ou       ^  ^ 

(*)  Si  réqu8tion  (i)  avait  plusieurs  racines  égales  à  .ro,  p  étant  le  nombre  de  ces 
racines,  il  faudrait,  pour  obtenir  la  valeur  do /©,  substituer  au  produit  kf(j:o-hk)  la 
fonction 

i."2.3 {p  —  I)  àkP-^ 

OEuvres  de  C  —  S.  11, 1. 1.  4^ 


(7) 
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termes  devra  être  réduit  à  moitié,  si  la  valeur  correspondante  de  u 
coïncide  avec  une  des  limites  u\  u" ^  ou  la  valeur  correspondante  de  i» 
avec  Tune  des  limites  v\  {/'.  La  formule  (5)  résulte  des  calculs  déve- 
loppés dans  le  Mémoire  de  i8i4  déjà  cité.  Si  Ton  prend  successivement 

U  -\-\  \f-^i  =  u  -h  i'  ^^^  9        U  -hVy^^  =  Il  (ces  i^ -h  v/—  I  sîni»), 

et  que  dans  le  second  cas  on  suppose  la  quantité  u  toujours  positive, 
on  obtiendra  les  équations 


(6)  r"' 


•-'k 
.»<• 


f    [  e^'^'/i  «e*^v^  )  -  e^'y/-  '  /(  «e^V^  )]  du       - 

J,t' 

«/ L»' 


Lorsque  la  fonction  /(li  +  i^^— i)  ne  varie  jamais  d'une  manière 
brusque  entre  les  limites  a  =  —  oo,  ii  =  «;  i^  =  —  oc,  r  =  o,  et  qu'elle 
s'évanouit,  i**  pour  a  =  =±  oo,  quel  que  soit  v^  ri?  pour  y  =  —  oo,  quel 
que  soit  u,  alors,  en  posant  u'=  —  ao,  u"=r.:c,  i;'=  —  oo,  i^=  o,  et 
remplaçant  u  par  x,  on  tire  de  la  formule  (6) 

(8)  I     /(x)f/x-Ti27r(/o-h/,-h...-h/«-,)v/^. 

I/)rsque  la  fonction  /(w«*'^)  ne  varie  point  d'une  manière  brusque 
entre  les  limites  a  — o,  a  =  i;  i;=— -ïi,  1^  =  4-1:,  en  prenant  ces 
mêmes  limites  pour  valeurs  respectives  de  u\  u'',  v\  v^,  on  tire  de  la 
formule  (7) 


(9) 


Il  importe  de  remarquer  que  les  quantités  /«,  /,,  ...,  /,„-i  corres- 
pondent, dans  la  formule  (8),  aux  racines  de  l'équation  (i)  pour  les- 
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quelles  le  coefficient  de  y/—  j  est  nul  ou  négatif,  et,  dans  la  formule  (9), 
aux  racines  réelles  ou  imaginaires  dont  la  valeur  numérique  ou  le 
module  est  inférieur  à  Tunité.  Ajoutons  que  l'on  devra  toujours  réduire 
à  moitié  celles  des  quantités  /o,  /,,  ...»  /,„_,  qui  correspondraient, 
dans  la  formule  (8),  à  des  racines  réelles  de  l'équation  (i),  ou,  dans  la 
formule  (9),  à  des  racines  dont  la  valeur  numérique  ou  le  module 
serait  l'unité.  Alors  ces  équations  ne  fourniraient  plus  que  les  valeurs 
principales  des  intégrales  comprises  dans  les  premiers  membres,  et 
non  leurs  valeurs  générales  qui  deviendraient  indéterminées.  Obser- 
vons, au  reste,  qu'il  sera  toujours  facile  de  convertir  ces  valeurs  prin- 
cipales en  intégrales  déterminées  (*). 

La  formule  (8)  s'accorde  avec  celles  que  j'ai  présentées  dans  le 
Mémoire  de  181 4»  et  dans  des  leçons  données  en  18 17,  au  Collège  royal 
de  France  (*).  Elle  fournit  une  grande  partie  des  intégrales  définies 

(1)  n  est  aisé  de  convertir  en  intégrales  déterminées,  non  seulement  les  valeurs  prin- 
cipales des  intégrales  définies  indéterminées,  mais  encore  toutes  leurs  autres  valeurs,  et 
même  les  intégrales  définies  singulières.  Ces  transformations  conduisent  souvent  à  des 
résultats  dignes  de  remarque.  Ainsi,  par  exemple,  lorsque  la  fonction  f{x)  demeure  finie 
et  continue  entre  les  limites  x  -=  o,  j:  =  00,  Téquation  (a)  (p.  335)  entraîne  la  suivante 


(O 


J^''l(:^^,^f^^Jjfaz=f'-^^  ' 


/"  e-yz e~V-^  /u.\ 
-dz  =  l(SZ\, 

De  même,  si.  Ton  suppose  que  f(.r)  demeure  finie  et  continue  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  i, 
et  si  Ton  désigne  par  x(^T)  ^(^)  ^^^^  fonctions  qui,  croissant  et  décroissant  avec  la 
variable  z  d'une  manière  continue,  convergent  en  môme  temps  que  cette  variable  vers 
les  limites  o  et  i,  on  tirera  sans  peine  de  la  formule  (b) 

(*)  Dans  Tune  de  ces  leçons  j'avais  déduit,  d'une  formule  générale  qui  s'accorde  avec 
l'équation  (8),  les  valeurs  des  quatre  intégrales 

/*  f(x)  /•*  f(x) 

_ .  FV)  «'" '•' '^^   l.VTT)  '^^ "^ '*"' 

r  désignant  une  constante  positive  et  une  fraction  rationnelle. 
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simples  dont  les  valeurs  avaient  été  fixées  par  d'autres  méthodes,  et 
beaucoup  d*intégrales  nouvelles.  D'abord,  il  est  aisé  de  voir  que  Ton 
ramène  immédiatement  Téquation  (9)  à  l'équation  (8)  en  posant 

lang^rrjT, 

afin  de  convertir  l'intégrale    /    e*'>^"'/(e**^~')rfi»  en  une  autre  de  la 

*'  — K 

forme  /     §{x)dx.  De  plus,  il  est  clair  que  les  équations  (8)  et  (9) 

fourniront  les  valeurs  en  termes  finis  des  deux  intégrales  qu'elles  ren- 
ferment, toutes  les  fois  que  les  racines  de  l'équation  (i),  ou,  du  moins, 
celles  dont  les  modules  resteront  inférieurs  a  l'unité,  seront  en  nombre 
fini.  Dans  le  cas  contraire,  les  seconds  membres  des  formules  (8)  et  (9) 
se  changeraient  en  séries  dont  les  sommes  seraient  équivalentes  à  ces 
mêmes  intégrales.  Je  me  contenterai,  pour  le  moment,  d'appliquer  ces 
formules  à  quelques  exemples. 

Si  l'on  désigne  par  a,  6,  r  trois  quantités  positives,  on  tirera  de  la 
formule  (8),  en  supposant  a  inférieur  ou  tout  au  plus  égal  à  2, 

^     y        ^  r*  -h  X* 

(      \       ï  "  -* 


fin 


/     j:'»''sin( —    ~^''^]^  — j  —  Trr«-*cos( -^ bry 


• 


F/équation  (10)  comprend,  comme  cas  particuliers,  les  formules 

r*  jr^-^  fi.r             TT                    /**rrosft.r  ,          f**  œ%\nbx   ,         7t 
/      — : ,  /      -— dx—  I      -7 dx=  -  e- 


•  0  2  sin--  *  *^  ^  ® 


données  par  Euler  et  M.  de  Laplace.  I^  formule  (t  i)  fournit  seulement 
la  valeur  principale  de  l'intégrale  qu'elle  renferme.  Mais,  si  l'on  trans- 
forme cette  valeur  principale  en  une  intégrale  déterminée,  et  que  l'on 
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fasse,  pour  abréger,  ir^  c,  on  trouvera 

/^y-»  .    /an        i^\_/'*V~"  •    f^__    ^\ 

,     .       .       \r  /  \  2  x)      \x/  \  2  r)  dx      tt        /tZTT        \ 

(12)      I      -^ ^^ ^-^ =  -cos c  . 

■  X       r  X       2       \  2         J 

r       X 

Cette  dernière  équation  comprend  plusieurs  formules  connues,  entre 
autres  la  suivante 


"—(i) 

l—a 

dx             n 

1 

X 

X 

2lang  ^ 

Si  Ton  pose  a  =  o,  les  formules  (10),  (11)  et  (12)  cesseront  d'être 
exactes;  mais,  en  opérant  toujours  de  la  même  manière,  on  trouvera 


(i3) 


/ 


*  €\Xihx      dx  TT    ,  ^^^, 


^         X       r--^-  X 


!  =  ^('-^-"-)' 


Je*  %\xibx      dx  TT    ,  .    ^ 

• 1 1  ~  — r(i  — cosôr), 
^         X       r^—x*       2r*^  ^ 

X   .    (    r\        r    .    /   x\ 

—  sin  (  c—  ) sm    c—  ) 

r        \   X  /       X        \''/ 


(i4)  / i^jzj. r: i_j__^ :  —  _(,__  eosc). 

^      '  '  a:        r  x         2 


r       X 


On  tire  encore  de  la  formule  (8),  en  supposante  positif,  mais  infé- 
rieur, ou  tout  au  plus  égal  à  Tunité, 


(/: 


(x\/-^iye-^''^-'      dx 


(i5)   ' 

cosi ôo:  U(i  +  j7»)  +  2sm| ùx  larctansTj:: 


i( bxjl{i-\-x^)-\-2s\n('- 6jr  jarctang. 


x^dx       Trr'»"*^"*'* 


\jl(i  -ha:*)J*-i-(arctangj?)*  r^-^x^        l{i  ^-  r) 


et,  en  supposant  «  =  o, 

[       /**  e-<!'^V'^  dx 

]J      l(,^a:^r^i)r^'^x* 
(16)    ' 

r*  cosô^/(i-h^*)  — 2sin6^arctang:r     dx     'ttI"    e™'"*         i~| 

~^,L  L^  /(,!  -+-  J7'')]*4-  (arc  langer)*        r*-+-j7*  ~r  U(*H-0      ^.1 
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Si  Ton  fait,  dans  ces  dernières  formules,  fc  =  o,  r=:  i,  x  =  tang^,  et 
de  plus  a  =  i  dans  Téquation  (i5)«  on  obtiendra  les  intégrales 

citées  par  M.  Poisson  dans  le  Bulletin  de  la  Société  philomatAique  de 
septembre  1822. 

On  déterminerait  avec  la  même  facilité  les  valeurs  des  intégrales 
définies  imaginaires 

/'  f  U )  ""'''^'^  ''*^'     y*"  vë)  4  '•  sin  0  -h  (X  -^  r  cosô)  v"=^ J  dlr, 

/•-  f(^)  dx 


^i-^)  l{i^x\/-i) 


et  par  suite  celles  des  intégrales  réelles 


/     i?/ — :arctang -, —  dx,      1      ~ — ^ry- î—^- — ; z^dx^ 

J-^^{^)  /siii^-/  J_^t(xj  [J/(n- J?')J*-h(arclangjr)« 

f{ur)  arclangx 


/ 


F(x)  [ï^(i -+- a:')'J*-h  (arc  lauga:") 


-dx 


jTT^^ — désignant  une  fraction  rationnelle,  b,  r  des  constantes  positives 

et  0  un  arc  compris  entre  les  limites  o,  1:.  Nous  ne  nous  arrêterons 
pas  davantage  aux  diverses  applications  de  la  forqfiule  (8)  que  Ton 
pourrait  multiplier  à  l'infini. 

Si  l'on  fait,  dans  la  formule  (9)»/(^)  =    ,p       >  la  fonction  f(ip) 

étant  choisie  de  telle  manière  que  l'expression  f(ue*'^^)  reste  finie  et 
déterminée  entre  les  limites  a  —  o,  m  —  1  ;  v  —  — .ir,  i;  =  -f- u,  on  en 
conclura 

/     X  r""  ^(e^^^')    ,  rf(o)  f(Xo)  f(^i)  1 

••  — 7f  \ 


(l8)  /        Jif!^f^dç=2Tlf{0), 
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Xo,  x^,  ...  désignant  les  racines  réelles  ou  imaginaires  de  l'équation 
¥(x)  =  o,  qui  auront  pour  valeur  numérique  bu  pour  module  un 
nombre  inférieur  à  Tunité.  Ainsi,  par  exemple,  en  posant 

F(a:)i=ri  —  aa?, 

on  trouvera  : 
Pour  a*<[i, 

/  ^  I  —  ae"*^^ 

et,  pour  a^>  I, 

Ces  formules  s'accordent  encore  avec  deux  autres  que  M.  Poisson  a 
citées  dans  le  Bulletin  qu'on  vient  de  rappeler. 
Concevons  maintenant  que  l'on  prenne 

F(a:),  ?(^)  et  cT(a?)  désignant  des  fonctions  arbitraires,  mais  telles, 

cependant,  que  les  racines  a:,,,  x^ x^^i  appartiennent  toutes  à 

l'équation 

(21)  ¥{x)  =  o. 

On  conclura  des  formules  (5),  (6),  (7), 


•22)  (  27r  V—  I  Ji^ 


271  y-  l  Ju' 


?(^o)-H<p(^i)H-...-ha>(ar,„_,) 


(23) 
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<'t 


(a4) 


êm         _   /        - 


Les  racines  de  l'équation  (21)  qui  entrent  dans  ces  dernières  formules, 
savoir,  x^^  ^r, ,  ...,  or^^*.,,  se  réduiront  à  une  seule,  si  Ton  choisit  conve- 
nablement les  limites  u\  u'\  v\  v".  On  peut  donc  obtenir  par  ce  moyen 
la  valeur  de  ?(^o)»  puis,  en  posant  ç(a?)  =  j?,  la  valeur  de  x^^  c'est- 
à-dire,  d'une  quelconque  des  racines  exprimée  à  l'aide  d'intégrales 
définies  simples.  On  doit  même  remarquer  que  ces  intégrales  renfer- 
meront des  constantes  arbitraires  «1',  «",  v  ^  s/\  avec  une  fonction  arbi- 
traire xs{x^  assujettie  seulement  à  certaines  conditions. 

Lorsque  la  fonction  f{u-k-  \^\l—  \)  s'évanouit  pour  1^  =  ^00,  quel 
que  soit  w,  alors,  en  supposant  v' ^-  -- oc,  {/'=z^,  on  réduit  la  for- 
mule (23)  à 

Lorsque  dans  la  formule  (24)  on  suppose  ^^  =  —  ir,  v"=  -h  ir,  £/'=  o, 
u:'=zr  (r  étant  une  quantité  positive),  on  trouve 

(26)        cp(Xo)-h9(^t)H-...4-9(x^_,):rr—  /     re-^-^/(re*'^-^)  dv. 

Si  l'on  veut  que  x^y  x^ a:^_,  représentent  toutes  les  racines  de 

l'équation  (21),  il  suffira  de  concevoir  que  dans  la  formule  (23)  les 
deux  quantités  «',  u"  deviennent,  la  première  inférieure,  la  seconde 
supérieure  aux  parties  réelles  de  toutes  ces  racines,  et  que  dans  la 
formule  (26)  la  quantité  r  surpasse  à  la  fois  les  valeurs  numériques 
des  racines  réelles  et  les  modules  des  racines  imaginaires. 

Les  formules  (28)  et  (aS)  comprennent,  comme  cas  particuliers. 
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celles  que  j'ai  données  dans  un  Mémoire  sur  la  résolution  des  équa- 
tions par  les  intégrales  définies,  présenté  à  TAcadémie  des  Sciences 
le  22  novembre  1819. 

Dans  tous  les  cas  où  l'on  peut  réduire  h  zéro  la  fonction  arbi- 
traire u(x),  la  formule  (20)  donne  simplement 

Alors,  en  faisant,  pour  abréger,  cf(x)F(x)  =  f(^),  on  tire  des  équa- 
tions (25)  et  (26) 


f(x^)      .       f(j?,)      .  ,       f(^»«-i) 


F'(^o)       FH^i)        *        F'(:r,,_J 


(27) 


L'équation  (27)  suppose  :  i^  que  la  fonction  -^ — ^'^^Hl    s'évanouit 

F{u  -h  V^  —  I ) 

pour  {^  =  ±oD,  quel  que  soit  w;  2"  qu'elle  ne  varie  jamais  d'une  manière 
brusque  entre  les  limites  ç^  — —  00,  (;=r-f-oo;  a  =  tt',  u  =  u";^^  qu'entre 

ces  limites  la  fonction  ({u  -h  vyj—  i)  ne  devient  jamais  infinie.  Dans 
l'équation  (28),  les  deux  dernières  conditions  subsistent  pour  les 

fonctions     "^  ^  —  >  {(ue*'>^~*),  mais  seulement  entre  les  limitet?  1^=  — i:, 

i;  =  TT,  M  =  o,  M  =  r.  Ajoutous  quc  iCj,,  a?,,  --.,Xm-i  représentent,  dant^ 
la  formule  (27),  celles  des  racines  de  l'équation  (21)  dont  les  parties 
réelles  demeurent  comprises  entre  les  limites  u=^  u\  u  =  u";  et,  dans 
la  formule  (28),  celles  de  ces  racines  dont  les  valeurs  numériques  ou 
les  modules  sont  inférieurs  a  r. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'intégrale  /     ~-^ — ^  ^  TLL'  dç 


'évanouit 


pour  tt  ==  —  00,  alors,  en  prenant  w'  =  —  00,  u  =  U,  on  réduit  la  for- 

OF.uvres  de  C.  —  S.  II,  t.  I.  44 
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mule  (27)  k 

Le  premier  membre  de  celle-ci  renfermera  toutes  les  racines  de  Téqua- 
lion  (21),  si  la  quantité  U  surpasse  les  parties  réelles  de  toutes  ces 
racines. 

Lorsque  la  fraction  1  — t  devient  rationnelle  ou  de  la  forme 


*7rt  -^-  ^1  .r  -J-  . . .  -h  OpXP 


m' 


et  ([ue  le  nombre  p  est  inférieur  à  m  —  i,  alors,  en  prenant  m  =  —  ao, 
//'  ._;  oc,  on  réduit  a  zéro  les  intégrales  que  renferme  le  second  membre 
(le  l'équation  (27),  et  Ton  trouve 

Si,  au  contraire.  Ton  suppose  p  ^-  m  —  i,  alors,  en  faisant  i/'=  —  U, 
//":  -  U,  et  attribuant  à  U  des  valeurs  infiniment  grandes,  on  réduira  le 
second  membre  de  la  formule  (27)  à 

cl  par  suito  cetto  formulo  donnera 

U.r„)     ,     r(.r,  1     ,  U.T^   ,)         a„.  , 


(31) 


Fn.»-J       FH^,)  KUx,„_,)         A 


m 


Les  équations  (Ho)  et  (3i)  s'accordent  avec  un  théorème  que  j'ai 
démontré  dans  le  XVII''  Cahier  de  ce  Journal,  page  207. 

Les  diverses  formules  que  nous  venons  d'établir  fournissent  le 
moyen  d'exprimer,  par  des  intégrales  définies,  non  seulement  les 
racines  d'une  équation  algébrique  ou  transcendante,  mais  encore  les 
sommes  de  fonctions  semblables  de  ces  mêmes  racines,  ou  de  quelques- 
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unes  d'entre  elles;  et  par  suite  les  intégrales  générales  des  équations 
linéaires  aux  différences  finies  ou  infiniment  petites  à  coefficients 
constants,  et  souvent  même  à  coefficients  variables.  C'est  ce  que  nous 
allons  faire  voir,  en  peu  de  mots,  pour  les  équations  différentielles  et 
aux  différences  partielles. 

Supposons  d'abord  que,  A„,  A, ,  . . . ,  A;„,  W  désignant  des  quantités 
constantes,  et  4»  une  fonction  inconnue  de  /,  on  veuille  intégrer  l'équa- 
tion différentielle 

(32)  Ao4'-HAi-^-+-...-f-A,„-^=:o, 

avec  la  condition  que 

(33)  ^,     §.,     ...,     ^ 

se  réduisent  respectivement  à 

(34)  W\    W\     ...,    W""-' 

pour  /  =  G.  Alors,  en  posant 

(35)  F(0)  — Ao4-A,(?-f-...-hA;«6/'", 

et  nommant  6„,  0,,  ...,  G„,_,  les  racines  de  l'équation 

(36)  F(^)^o, 

on  trouvera 

^  (y-e,Hy-6,)...(y-  -&,„-.)  ^,^, 

.       (6„-6,)(&„-0,)...(6„-6,„_,) 

(37)    <         ,       (y-e„)(y-r>.)...(y-e„„.,)     ^9_, 

-I-  .  .  .  -f- 


»*•  -  ô„        i--' ( 6,  ) *•  -  6„,_,        F' i  (/,„  _,  ) 

Or,  si  l'on  désigne  par  0  une  limite  supérieure  aux  parties  réelles  de 
toutes  les  racines  de  l'équation  (3G),  la  valeur  précédente  .de  j*  pourra 
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ôtre,  on  vertu  de  Téquation  (29),  présentée  sous  la  forme  très  simple 

(38)  h-^—   1      L1TJ_  /l^Iîl^V    JJ._^ ^=^^9. 

Si  Ton  voulait  intégrer  l'équation  (32)  de  manière  que  les  expres- 
sions (*i3)  se  trouvassent  réduites  par  la  supposition  /  =  o,  non  plus 
aux  puissances  successives  d'une  même  quantité  W^  mais  à  des  quan- 
tités différentes 

(•^9^  "'o>       "1»       •••»       ^m-i» 

i 

on  pourrait  toujours  employer  la  formule  (38),  pourvu  qu'après  avoir 
développé  le  second  membre  suivant  les  puissances  ascendantes  de  T, 
on  convint  de  remplacer  T**  par  W^,  W^  par  V,,  . . . ,  W"*"*  par  ^«-,. 
Lorsque  les  quantités  (3())  sont  arbitraires,  le  développement  de  la 

fraction        „. — ,  modifié  conformément  aux  conventions  dont  il 

s'agit,  se  change  en  une  fonction  entière  mais  arbitraire  de  ;r,  du 
degré  m  —  1.  Donc,  en  désignant  par  n(x)  une  fonction  de  cette 
nature,  on  aura  pour  l'intégrale  générale  de  l'équation  (32) 


,40)  .|=-_--L  /  ^-tiv::;0^(H+ov3-.).^9. 

Supposons,  on  second  lieu,  que  l'on  veuille  intégrer  l'équation 

ddi  d*<!j  d"'ii 

(4i)  A„+A,-^  +  A,-^-^+...+  A;„-^yJ  -/(O. 

avec  la  condition  que  les  expressions  (33)  s'évanouissent  pour  /  =  o. 
On  aura 
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et,  par  suite, 

F(e.-+-&v'^) 


/  37"7';z:;/(T)rf9rfT. 


•  *-'0 


) 


/:?; 


Si  Ton  voulait,  au  contraire,  que  les  expressions  (33)  fussent  ré- 
duites, par  la  supposition  ^  =  o,  aux  quantités  (Sg),  alors  il  faudrait 
réunir  les  valeurs  de  \  données  par  les  formules  (38)  et  (43);  et  Ton 
trouverait,  en  ayant  égard  aux  conventions  ci-dessus  énoncées, 

iff\      J;i=    -     /^'rF(y)~F(04-Qv/=i)         r'  f(T)d'z  1   g(Q-^Q/="i)^d^g 

Si  à  la  formule  (29)  on  eût  substitué  la  formule  (27),  alors,  en 
désignant  par  0',  0"  deux  quantités.  Tune  inférieure,  l'autre  supérieure 
aux  parties  réelles  de  toutes  les  racines  de  l'équation  (36),  on  aurait 
trouvé 

On  revient  immédiatement  de  la  formule  (45)  à  la  formule  (44)»  en 
posant  0'=  —  00,  6"=  0.  Ajoutons  que  la  formule  (45)  peut  être  vé- 
rifiée directement  par  la  substitution  de  la  valeur  de  ^  qu'elle  donne, 
dans  l'équation  (40* 

11  est  essentiel  de  remarquer  que,  si  dans  la  formule  (43)  on  prend 
l'intégrale  relative  à  t,  non  plus  entre  les  limites  t  =  o,  t  =  /,  mais 
entre  deux  limites  t',  t",  l'une  inférieure,  l'autre  supérieure  à  /,  la 
valeur  de  ^  qui  en  résultera  satisfera  généralement  à  la  formule  (4i)» 
puisqu'en  la  substituant  dans  le  premier  membre  on  obtiendra  l'équa- 
tion exacte 

(46)         —  r  r*e(®-^v=^)('-'fV(^)^'f^^-/(o. 
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Concevons  maintenant  qu'il  s'agisse  d'intégrer  l'équation  différen- 
tielle 

avec  la  condition  que  les  expressions  (33)  se  rt»duisent  respective- 
ment aux  quantités 

pour  /  =  o.  Alors,  en  supposant  la  fonction  F(Ô)  déterminée,  non  plus 
par  la  formule  (35),  mais  par  la  suivante 

(49)    F(5)"Ao-l-AieH-A,0(0  — i)-+-...-i-A«,e(ô  — 1)...(9  -m  +  i), 
on  trouvera,  en  vertu  de  l'équation  (29), 


F(T^-F(e-hôv  — i),  .a^  37  dB 


~ {\ '\- t)^-^^ -^ ~ 


(5o)       ' 

ai:.'_..'o    \'  +  t/  F(e-h6v--') 

et,  en  vertu  de  l'nquation  (27), 


(5i) 


0 


F(6"h-&V   -i) 


si  l'on  voulait  que  les  expressions  (33)  fussent  réduites  par  la  suppo- 
sition /  =  o,  non  plus  aux  produits  (4^),  mais  aux  quantités  (39), 
on  pourrait  encore  employer  la  formule  (5o)  ou  ( :)i),  pourvu  que 
l'on  convint  de  développer  le  second  membre  en  une  série  de  termes 
proportionnels  aux  produits  dont  il  s'agit,  et  de  remplacer  ensuite 
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dans  le  développement  ces  mêmes  produits  par  les  quantités  Wq, 

UT  UT 

Considérons  à  présent  une  équation  linéaire  aux  différences  par- 
tielles, par  exemple,  l'équation  (i)  de  la  seconde  Partie,  Les  valeurs 
des  quantités  To,  T,,  ...,  T^_,  comprises  dans  l'intégrale  générale  de 
cette  équation  dépendront,  comme  on  l'a  vu,  de  la  fonction  S  assu- 
jettie à  vérifier  la  formule  (ii)  (p.  3io),  avec  les  conditions  (8) 
(p.  309).  Or,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  la  fonction  S,  déterminée 
de  manière  à  remplir  les  conditions  prescrites,  pourra  être  présentée 
sous  la  forme 


(52)  Srr 


(04.ôycr7)     F(e-+-6v/^^) 


(53) 


0  désignant  une  limite  supérieure  aux  partjes  réelles  de  toutes  les 
racines  de  l'équation  F(0)  ~  o.  Si  l'on  développe  la  valeur  qu'on  viejit 
d'obtenir  pour  S,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  w,  on  trouvera 
pour  les  coefficients  respectifs  de  ces  mêmes  puissances 


Ces  dernières  valeurs  de  To,  T,.  ...,  T;„_,  s'accordent,  en  vertu  de 
la  formule  (29),  avec  celles  que  nous  avons  données  dans  la  seconde 
Partie  (p.  3ii  et  3i2). 

Si  l'on  remplace  l'équation  (i)  du  paragraphe  I**"  (II*  Partie)  par 
l'équation  (28)  du  paragraphe  III,  la  valeur  de  ç  sera  donnée  par  les 
équations  (34)  et  (36),  dans  lesquelles  on  aura 

2^y_.  (e  +  0v'^r-Ao 
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Dans  un  autre  Mémoire,  je  reviendrai  sur  l'application  de  ces  diverses 
formules,  soit  à  la  résolution  des  équations  algébriques,  soit  à  l'inté- 
gration des  équations  linéaires  aux  diiïérences  finies  ou  infiniment 
petites  il  coefficients  constants,  ou  à  coefficients  variables,  et  je  les  comi- 
parerai  avec  celles  qui  ont  été  présentées  par  MM.  Parseval  et  Brisson, 
sur  les  mêmes  sujets.  Je  finirai  en  observant  que,  si  dans  la  for- 
mule (2)  (!'*  Partie)  on  remplace  la  fonction  /((ji,  v,cj, ...)  par  le 
produit  e^'^-^'e^'^  ''e*'*"'''^../((x,v,cj, ...),  a,  b,  c.  ...  désignant  des 
constantes  réelles  mais  arbitraires,  on  trouvera 

Il  en  résulte  que  dans  tous  les  calculs  de  la  seconde  Partie,  et  dans 
les  fonctions  Ao,  A,,  ...,  A,„^,,  F(0),  ...  on  peut  écrire  a -h  ay^—  1, 

b  -I-  P  V~"  '»  •  •  •  ^"  "^"  de  av^  -  I,  p  V^—  I,  —  Par  la  même  raison,  à 
la  formule  (2G)de  la  page  Si:"),  on  peut  substituer  la  suivante 

(50)  !  "  '''^.    ^   ^ 

X  J-^^'^'  '--  ]'-V  doidud^  dy. ,  .dO  d-:, 

a,  b 0  représentant  des  constantes  arbitraires  dont  la  dernière 

pourra  même  être  remplacée  par  une  fonction  quelconque  de  a,  p,  y, ..., 
par  exemple  par  une  quantité  supérieure  aux  parties  réelles  de  toutes 
les  racines  de  Tequatioii  F(0)=o.  Ajoutons  que,  pour  obtenir  la 

valeur  de  F(0  -1-  0  y—  i)  q"i  convient  a  la  formule  (oO),  il  suffira  de 
substituer  dans  la  valeur  générale  de  Vo  un  produit  de  la  forme 

à  chaque  terme  de  la  forme 

1 

'djoi"dyf  Jz' .  ..01'' 


DES  ÉQUATIONS   LINÉAIRES,  ETC.  353 

Bcmarquons  enfin  que,  si  dans  la  formule  (56)  on  suppose  l'inté- 
gration relative  à  t  effectuée,  non  plus  entre  les  limites  t  =  t',  t  =  t", 
mais  entre  les  suivantes  t  =  o,  t  =  /,  la  valeur  de  ç  qu'on  obtiendra 
sera  précisément  l'intégrale  de  l'équation  (25)(IP  Partie),  cette  inté- 
grale étant  déterminée  de  manière  que  les  expressions 

s'évanouissent  toutes  pour  /  =  o. 
Au  reste,  il  suit  évidemment  de  la  formule  (55)  que,  si  l'on  donne 

une  équation  linéaire  aux  différences  partielles  et  de  l'ordre  m  par 
rapport  à  t,  dont  le  premier  membre  ne  renferme  que  des  coefficients 
constants  ou  fonctions  de  /,  et  dont  le  second  membre  se  réduise  à  un 
terme  variable  ou  de  la  forme  /(^•j',  -,  ...,0  ^"  pourra  facilement 
intégrer  cette  équation  de  manière  que  les  expressions  (57)  se  ré- 
duisent respectivement  à  • 

pour  /  =  o.  En  effet,  pour  y  parvenir,  il  suffira  de  poser 

(58)   o—f—YÇ     r     Ç     r  ...e(«+«v^)(*-i^)e(»»-^P/^)(r-v)...^j;e/ac^fxc^P^v..., 

en  assujettissant  l'inconnue  ^,  considérée  comme  fonction  de  ^  à  une 
équation  différentielle  de  la  forme 

(59)-  Ao-hA, -^  "*"•••'*" ^'"7/^  ^/(f^»^''^' •••'')' 

dans  laquelle  Ao,  A,,  . . .,  A;„  représenteront  des  fonctions  connues  de 

a-f-ay^ — I,  b-hPv  — I,  ...  et  de  la  variable  t.  Alors  il  ne  restera 
plus  qu'à  intégrer  cette  équation  différentielle  de  manière  que  les 
expressions  ^ 

d^  d"'-'^^ 


« 


se  réduisent  respectivement  à 

/o(f^,  V,©,  ...),      /,(fX,  V,CJ,  ...),       ...,      /m-j(f^,  V,  CT,  ...), 
OEuvrea  de  C,  —  S.  H,  t.  I.  45 
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pour  t  --  o.  (>.  dernier  problème  se  résoudra  très  simplement  par  les 
méthodes  précédentes,  si  les  coefficients  A^,  A,,  ...,  A;„  sont  con- 
stants, cVst-a-dire  indépendants  de  la  variable  /,  ou  réciproquement 
proportionnels  aux  puissances  entières  et  descendantes  d'une  fonction 
linéaire  de  cette  variable. 

P,'S.  —  On  se  trouve  naturellement  conduit  par  la  théorie  des 
quadratures  k  considérer  chaque  intégrale  définie,  prise  entre  deux 
limites  réelles,  comme  n'étant  autre  chose  que  la  somme  des  valeurs 
infiniment  petites  de  l'expression  différentielle  placée  sous  le  signe  / , 

m, 

qui  correspondent  aux  diverses  valeurs  réelles  de  la  variable,  ren- 
fermées entre  les  limites  dont  il  s'agit.  Or,  cette  manière  d'envisager 
une  intégrale  définie  nous  parait  devoir  être  adoptée  de  préférence, 
ainsi  que  nous  venons  de  le  faire,  parce  qu'elle  convient  également  à 
tous  les  cas,  tnémc  à  ccuix  dans  lesquels  on  ne  sait  point  passer  géné- 
ralement de  la  fonction  placée  sous  le  signe  /  à  la  fonction  primitive. 
Klle  a,  de  plus,  l'avantage  de  fournir  toujours  des  valeurs  réelles  pour 
les  intégrales  qui  correspondent  à  des  fonctions  réelles.  Hlnfin,  elle 
permet  de  séparer  facilement  chaque  équation  imaginaire  en  deux  équa- 
tions réelles.  Tout  cela  n'aurait  plus  lieu,  si  l'on  considérait  une  inté- 
grale  définie  prise  entre  deux  limites  réelles,  comme  nécessairement 
équivalente  à  la  différence  des  valeurs  extrêmes  d'une  fonction  pri- 
mitive même  discontinue,  ou  si  l'on  faisait  passer  la  variable  d'une 
limite  a  l'autre  par  une  série  de  valeurs  imaginaires.  Dans  ces  deux 
derniers  cas,  on  obtiendrait  souvent,  pour  les  intégrales  elles-mêmes, 
des  valeurs  imaginaires  semblables  à  celle  que  M.  Poisson  a  donnée 

pour  la  suivante 

r*  ros/7.r   , 

{voir  le  XVIil'^  Cahier  de  ce  Journal,  p.  829).  Si  l'on  applique  à  cette 
intégrale  les  méthodes  ci-dessus  indiquées,  on  trouvera  pour  sa  valeur 

principale ^sin^i,  tandis   que   sa   valeur  générale,  considérée 
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comme  limite  de  la  somnie 


.fc-Api 


C  cosax    ,  r       cos«x    , 


sera  déterminée  par  la  formule 


«. 


— rr-  =  — r(cosao  l/w  —  smao), 

X*—  b^         ib 

0 


m  désignant,  pour  abréger,  une  constante  arbitraire  égale  au  rap 
port  -•  De  cette  formule  on  tire  immédiatement  les  suivantes 


a 

ces 


X 


m 


dx  TT  ,, 


—  m 1  --  =  -  (cosal/n  —  sma), 

\     I    X        1 

X"' 

»  a 

co^ax  —  ces  -    , 

X  dx  TT     . 

=r sma, 

I  X  2 

X 

X 


dans  lesquelles  les  fonctions  sous  le  signe  y  cessent  de  passer  par 
l'infini  entre  les  limites  des  intégrations. 

Au  reste,  il  peut  arriver  qu'à  une  même  intégrale  correspondent 
plusieurs  fonctions  primitives,  dont  les  unes  conduisent  à  des  valeurs 
réelles  de  l'intégrale,  les  autres  à  des  valeurs  imaginaires.  Ainsi,  par 
exemple,  si  l'on  considère  l'intégrale 


.-»-î  j         /»■+-» 


r    d^  _  r  xdx  _  r'^-ydx^ 


on  pourra  prendre  pour  fonction  primitive  ou  le  logarithme  népérien 

de  X,  tantôt  réel,  tantôt  imaginaire,  ou  la  fonction  -]x^  supposée  tou- 

jours  réelle.  La  différence  des  valeurs  extrêmes,  qui  sera  imaginaire 

dans  le  premier  cas,  se  réduira  dans  le  second  à  la  quantité  réelle  - 14, 

ou  I2,  laquelle  est  précisément  la  valeur  principale -de  l'intégrale 
proposée. 
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II  importe  d*observor  que,  pour  difleretitier  la  valeur  principale 
(l'une  intégrale  indéterminée  par  rapport  à  une  quantité  distincte  de 
la  variable  à  laquelle  Tintégration  est  relative,  il  ne  suffit  pas  toujours 
d'effectuer  la  différentiatiwn  sous  le  signe  f.  Mais  toutes  les  questions 
et  les  difricultés  que  l'on  pourrait  proposer  à  ce  sujet  seront  aisément 
résolues,  si  l'on  a  eu  soin  de  remplacer  l'intégrale  indéterminée  par 
la  somme  dont  sa  valeur  principale  est  la  limite.  Concevons,  par 
exemple,  qu'en  attribuant  au  nombre  k  une  valeur  infiniment  petite, 
et  supposant  la  quantité  a  positive,   mais  inférieure  à   l'unité,  on 

veuille  différentier  n  fois  par  rapport  à  la  quantité  a  l'équation  qui 

ri    ji 
On 

présentera  cette  équation  sous  la  forme 


et,  en  la  différentiant  n  fois,  on  trouvera 


Par  suite,  en  réduisant  chaque  intégrale  indéterminée  à  sa  valeur 
principale,  on  aura,  pour  des  valeurs  paires  de  /i, 


^0 


et,  pour  des  valeurs  impaires  de  /i, 

J^  da"  '^  da" 


4-1.2.3 (n  —  l).7—  =:ûo. 


ce  qui  est  exact. 
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Nous  ajouterons,  pour'ne  laisser  aucune  incertitude  sur  la  valeur 
des  signes  algébriques  dont  nous  nous  sommes  servis,  que,  dans  ce 
Mémoire,  comme  dans  le  Cours  d'Analyse  de  l'École  royale  poly- 
technique, nous  avons  toujours  employé  la  notation  arc  tanga?,  pour 
indiquer  le  plus  petit  arc  (abstraction  faite  du  signe)  dont  la  tangente 

soit  égale  à  x,  et  les  notations  (w  -f-  i^y^—  i)^,  l(w  -h{^\/—  i)  (u  dési- 
gnant une  quantité  positive  ou  nulle),  pour  représenter  les  expressions 
imaginaires 

(  «*  -H  v'  )»    cos  (  fjL  arc  lang  -  )  4-  V^  '  sin  f  f/  arc  tang  -  )  h 


I  ' u 

-l(M*-h  p')  -h\/  —  j  arclang-* 


MÉMOIRE  ''> 

SUR   LE   SYSTÈME   DE   VALEURS 

QU'IL    FAUT    ATTRIBUER    A    DIVERS    ÉLÉMENTS    DETERMIN&S 

PAR  l^  GRAND  NOMBRE  D'OBSERVATIONS, 

POUR  QUE  LA  PLUS  GRANDE  DE  TOUTES  LES  ERREURS, 

ABSTRACTION    FAITE    DU    SIGNE,    DEVIENNE    UN    MINIMUM. 


Lo  P.  Boscowich  a  fail  voir  comment  on  pouvait  résoudre  la  question 
précédente,  dans  le  cas  oii  Ton  n'a  qu'un  seul  élément  à  considérer. 
M.  Liplace  a  examiné  une  question  semblable  dans  le  troisième  Livre 
de  la  Mécanique  céleste,  qui  traite  de  la  figure  du  sphéroïde  terrestre,  et 
a  donné  une  méthode  facile  pour  déterminer  la  figure  elliptique,  dans 
laquelle  le  plus  grand  écart  des  degrés  du  méridien,  abstraction  faiti^ 
(fu  signe,  devient  un  minimum.  On  a  dans  ce  cas  deux  éléments  à  con- 
sidérer,  au  lieu  d'un  seul.  Mais  la  fonction  des  éléments  qui  représente 
les  erreurs  n'est  pas  la  plus  générale  possible,  il  restait  à  étendre  la 
même  théorie  au  cas  où  cette  fonction  devient  la  plus  générale  de  son 
espèce,  et  où  le  nombre  des  éléments  est  supérieur  à  deux.  M.  Laplace 
ayant  bien  voulu  m'indiquer  ce  sujet  de  recherches,  je  me  suis  efforcé 
de  répondre  à  son  attente;  et  je  suis  parvenu  à  une  méthode  générale 
qui  renferme  toutes  les  autres,  et  qui  reste  toujours  la  même,  quel 
que  soit  le  nombre  des  éléments  que  l'on  considère.  Tel  est  l'objet  du 
Mémoire  que  j'ai  l'honneur  de  soumettre  à  la  Classe.  Voici  d'abord  en 
quoi  consiste  le  problème  qu'il  s'agit  de  résoudre. 

(  »)  Présenté  à  la  première  Classe  do  l'Instilul,  le  28  février  1814. 
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Lorsque,  pour  déterminer  un  élément  inconnu,  par  exemple  une 
longueur,  un  angle»  etc.,  on  a  fait  un  grand  nombre  d'observations 
ou  sur  ces  éléments  eux-mêmes,  ou  sur  d'autres  quantités  qui  en  dé- 
pendent, alors  chaque  observation  prise  à  part  détermine  une  valeur 
particulière  de  l'élément.  Si  l'on  a  déjà  conclu,  soit  des  observations 
que  l'on  considère,  soit  d'autres  observations  faites  antérieurement, 
une  valeur  approchée  de  l'élément,,  pour  déduire  de  cette  valeur  la 
véritable,  il  suffira  d'y  ajouter  une  petite  correction  que  l'on  peut 
désigner  par  la  variable  x.  Chaque  observation,  prise  séparément  et 
considérée  comme  exacte,  détermine  une  valeur  particulière  de  la  cor- 
rection. Mais  si,  au  lieu  de  considérer  cette  équation  comme  exacte, 
on  suppose  qu'elle  soit  en  erreur  sur  le  résultat  vrai  d'une  certaine 
quantité,  alors  la  correction  à  faire,  ou  la  variable  x  qui  la  repré- 
sente, deviendra  fonction  de  cette  erreur,  et  réciproquement.  Par  suite, 
l'erreur  de  chaque  observation  pourra  en  général  être  exprimée  par 
une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  la  variable,  et  dans  la- 
quelle, vu  la  petitesse  de  la  correction  k  faire,  on  pourra  s'arrêter  à  la 
première  puissance  de  celle-ci.  Cette  erreur  sera  donc  représentée  par 
un  binôme,  dont  le  premier  terme  sera  constant,  et  dont  le  second 
renfermera  seulement  la  première  puissance -de  la  variable  x.  Si  les 
observations  données  doivent  servir  h  déterminer  plusieurs  éléments 
au  lieu  d'un  seul,  en  désignant  les  corrections  respectives  de  ceux-ci 

par  les  variables  x^  y,  z on  parviendra  de  la  même  manière  à 

représenter  chaque  erreur  par  un  polynôme  du  premier  degré  en  a?,  j-, 

5, Cela  posé,  il  s'agit  de  trouver  pour  ces  variables  un  système  de 

vaJeurs 

tel  que  le  plus  grand  des  polynômes  que  Von  considère,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  la  plus  grande  des  erreurs  qu  ils  représentent ,  devienne,  abstrac- 
tion faite  du  signe,  un  minimum. 

Le  problème  se  simplifie  considérablement,  lorsque  les  polynômes 
qui  représentent  les  erreurs  sont  deux  à  deux  égaux  et  de  signes 
contraires.  Alors,  en  effet,  pour  des  valeurs  déterminées  des  variables 
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X, y,  z,  ....  h  plus  grande  des  erreurs  positives  est  égale  à  la  plus 
grande  des  erreurs  négatives;  et  la  question  se  réduit  à  déterminer  le 
système  des  valeurs  de  x,  y^  z,  . . . ,  pour  lequel  la  plus  grande  des 
erreurs  positives  devient  un  minimum.  Si  les  erreurs  ne  sont  pas  deux 
à  deux  égales  et  de  signes  contraires,  on  pourra  ramener  ce  cas  au 
précédent,  en  doublant  par  la  pensée  le  nombre  des  erreurs  et  joignant, 
aux  polynômes  qui  représentent  les  erreurs  données,  d'autres  poly- 
nômes égaux  et  de  signes  contraires,  destinés  à  représenter  les  erreiM-s 
fictives  que  Ton  se  propose  de  considérer.  Si  parmi  les  erreurs  données 
il  s'en  trouvait  déjà  plusieurs  qui  fussent  égales  et  de  signes  contraires, 
il  serait  inutile  d'en  doubler  le  nombre.  Au  moyen  de  l'artifice  précé- 
dent, on  écarte  les  diflicultés  qui  pouvaient  naître  de  la  distinction 
des  signes,  et  l'on  est  alors  autorisé  à  considérer  une  quantité  négative 
plus  grande  comme  plus  petite  qu'une  autre  quantité  négative  moindre. 
La  question  proposée  se  trouve  ainsi,  comme  on  l'a  déjà  remarqué, 
ramenée  à  la  suivante  : 

X,  r,  z,  ...  étant  les  corrections  des  éléments  que  l'on  considère,  déter- 
miner  pour  ces  t^ariables  un  système  de  valeurs  tel  que  la  plus  grande  des 
erreurs  posilii*es  devienne  un  minimum. 

Je  vais  exposer  en  peu  de  mots  la  méthode  qui  conduit  à  la  solution 
de  ce  nouveau  problème. 

Soient  x  =  ^,  y  --r],  5  =  !^,  ...,  les  valeurs  des  inconnues  qui 
résolvent  la  question.  Chacune  de  ces  valeurs  devra  être  choisie^ parmi 
une  infinité  d'autres.  Il  semble  donc  au  premier  abord  que,  pour 
arriver  a  la  solution  cherchée,  il  faudrait  faire  varier  séparément  cha- 
cune des  corrections  x,  v,  5,  ...  et  examiner  quelle  influence  peut 
avoir  la  variation  de  chacune  d'elles  sur  l'accroissement  et  la  diminu- 
tion des  erreurs  que  Ton  considère.  On  peut  néanmoins  atteindre  le 
but  qu'on  se  propose,  en  se  contentant  de  faire  varier  une  seule  correc-  * 
tion,  :;  par  exemple,  ainsi  qu'on  va  le  faire  voir. 

Supposons  un  moment  le  problème  déjà  résolu  pour  un  nombre 
d'éléments  inférieur  d'une  unité  à  celui  que  l'on  considère;  concevons 
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de  plus  que  l'on  donne  successivement  à  z  toutes  les  valeurs  possibles 
depuis  5  =  —  oo  jusqu'à  5  =  -^  oo,  et  que  pour  chaque  valeur  de  z  on 
détermine  les  autres  variables  x,y,  ...,  par  la  condition  que  la  plus 
grande  erreur  devienne  un  minimum.  On  obtiendra  de  cette  manière 
une  suite  de  systèmes  de  valeurs  de  x,  y,  z,  . . . ,  parmi  lesquels  se 
trouvera  nécessairement  le  système  cherché;  et,  pour  obtenir  ce  der- 
nier, il  suffira  de  choisir,  entre  les  minima  des  plus  grandes  erreurs 
correspondant  aux  diverses  valeurs  de  z,  celui  qui  est  lui-même  plus 
petit  que  tous  les  autres.  Ce  dernier  correspond  k  la  valeur  î^  de  5;  et 
par  suite,  si  cette  valeur  était  connue,  il  n'y  aurait  plus  de  choix  à  faire, 
et  la  question  se  trouverait  ainsi  ramenée  au  cas  où  l'on  a  un  élément 
de  moins  à  considérer.  Mais,  comme  on  ne  peut  espérer  de  découvrir 
immédiatement  la  valeur  ^  de  z  qui  satisfait  à  la  question,  il  faudra 
commencer  par  donner  à  z  une  valeur  arbitraire,  en  supposant,  par 
exemple,  s  —  o,  et  déterminer  les  valeurs  correspondantes  de  x,y,  ..., 
par  la  condition  ci-dessus  énoncée,  savoir,  que  la  plus  grande  erreur 
devienne  un  minimum.  Après  avoir  ainsi  obtenu  le  minimum  des  plus 
grandes  erreurs  pour  la  valeur  zéro  de  s,  il  ne  restera  plus  qu'à  faire 
varier  z  de  manière  à  faire  décroître  le  minimum  dont  il  s'agit,  jusqu'à 
ce  qu'il  acquière  la  plus  petite  valeur  possible.  La  méthode  qu'il  faut 
employer  pour  y  parvenir  est  fondée  sur  le  théorème  suivant,  démontré 
par  M.  Laplace  : 

Quel  que  soit  le  nombre  des  éléments  renfermés  dans  les  erreurs  que  l'on 
considère,  si  l'on  fait  varier,  ou  tous  ces  éléments,  ou  seulement  quelques- 
uns  d'entre  eux,  et  que  l'on  détermine  les  valeurs  des  éléments  variables 
qui  rendent  la  plus  grande  erreur  un  minimum,  pour  les  valeurs  dont  il 
s'agit,  plusieurs  erreurs  deviendront  à  la/ois  égales  entre  elles  et  les  plus 
grandes  de  toutes,  et  le  nombre  de  ces  dernières  surpassera  toujours  au 
moins  d'une  unité  le  nombre  des  éléments  variables. 

Pour  montrer  comment  on  peut  faire  l'application  de  ce  théorème  à 
la  question  proposée,  supposons  que  l'on  ait  trois  éléments  à  consi- 
dérer. Soient  x,  y  eiz  les  corrections  de  ces  trois  éléments.  Soit  n  le 

OEuvrea  de  C\  —  S.  II,  t.  I.  ^6 
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nombre  des  erreurs,  et  désignons  celles-ci  par^,,  e,,  ...,  e„.  En  vertu 
de  ce  qui  précède,  on  commencera  par  supposer  dans  toutes  les 
erreurs  3  =  0,  et  Ton  déterminera,  dans  cette  hypothèse,  les  valeurs 
de  X  et  de  y  qui  rendent  la  plus  grande  erreur  un  minimum.  Soient 

les  valeurs  dont  il  s'agit.  Il  suit  du  théorème  précédent  que,  pour  les 
valeurs  a,  6  et  o  des  variables  x^  j,  5,  trois  erreurs,  par  exemple 

^pf       ^7»       ^r> 

deviendront  égales  entre  elles  et  les  plus  grandes  de  toutes.  De  plus,  la 
double  équation 

tf  p  .rr  €ff  =^  Cf 

servira  il  déterminer  les  valeurs  a  et  6  de  x  et  de  y  qui  correspondent 
a  5  =  o.  Si,  maintenant,  on  fait  varier  z  d'une  très  petite  quantité  en 
plus  ou  en  moins,  les  trois  erreurs  ^^,  c^,  e^  jouiront  encore  de  la 
même  propriété,  c'est-à-dire  qu'elles  seront  toujours  les  plus  grandes 
de  toutes  poiir  les  valeurs  de  x  et  de  y  qui  rendent  la  plus  grande 
erreur  un  minimum,  et  ces  mêmes  valeurs  seront  encore  déterminées 
par  l'équation  double 

6p  ^"^  Cq  ^^~  €f 

Seulement,  pour  faire  en  sorte  que  la  valeur  commune  de  ces  trois 
erreurs  diminue,  il  pourra  arriver  que  l'on  soit  obligé  ou  de  faire 
croître  ou  de  faire  diminuer  s.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que 
celte  valeur  diminue  quand  z  augmente,  z  continuant  à  croître,  les 
erreurs  e^„  e^,  c^  diminueront  simultanément,  en  .demeurant  toujours 
les  plus  grandes  de  toutes,  jusqu'à  ce  qu'une  nouvelle  erreur  e^  par- 
vienne à  les  égaler  pour  les  surpasser  ensuite.  Soit  y,  la  valeur  de  s 
pour  laquelle  les  quatre  erreurs  e^,  e^^  e^,  e,  deviennent  égales  entre 
elles;  et  désignons  par  a,  et  6,  les  valeurs  correspondantes  de  œ  et 
de  y.  Le  système  des  valeurs 
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sera  déterminé  par  la  triple  équation 

€ p  mr  €q  z:^  C^  HZ  C^y 

et,  pour  la  valeur  ^i  de  5,  ce  système  sera  celui  qui  rend  la  plus  grande 
erreur  un  minimum.  D'ailleurs,  il  suit  du  théorème  énoncé  ci-dessus 
que,  pour  les  valeurs  des  inconnues  qui  résolvent  la  question  pro- 
posée, quatre  erreurs  doivent  être  égales  entre  elles  et  les  plus  grandes 
de  toutes.  Cette  dernière  condition  étant  satisfaite,  en  même  temps 
que  la  précédente,  pour  les  trois  valeurs 

il  convient  de  rechercher  si  celles-ci  ne  résoudraient  pas  le  problème. 
On  y  parvient  de  la  manière  suivante  : 

Lorsqu'on  fait  croître  z  au  delà  de  y, ,  les  trois  erreurs  c-^,  e^,  e^.  cessent 
d'être  conjointement  les  plus  grandes  de  toutes  pour  les  valeurs  de  x 
et  de  j  qui  rendent  la  plus  grande  erreur  un  minimum;  et  cette  pro- 
priété appartient  alors  à  deux  d'entre  elles  prises  conjointement  avec 
la  nouvelle  erreurs,.  On  détermine  facilement  quelles  sont,  parnrii  les 
trois  erreurs  e^,  e^,  e^,  les  deux  qu'il  convient  de  choisir  pour  cet  objet. 
Soient,  par  exemple,  e^^  e^  ces  deux  erreurs;  si  l'on  fait  croître  z  au 
del«n  de  y<  ,  la  valeur  commune  des  trois  erreurs  e^,  c^,  e^  ira  en  croissant 
ou  en  diminuant.  Dans  le  premier  cas,  les  valeurs  a,,  ê^,  y^  de  x^y  qIz 
satisferont  à  la  question  proposée.  Dans  le  second  cas,  les  erreurs  dont 
il  s'agit  continueront  à  décroître,  en  restant  toujours  les  plus  grandes 
de  toutes  pour  les  valeurs  de  x  et  de  y  qui  rendent  la  plus  grande  erreur 
un  minimum,  jusqu'à  ce  qu'une  nouvdle  erreur  parvienne  à  les  égaler 
toutes  trois  pour  les  surpasser  ensuite.  Alors  on  obtiendra  de  nouveau 
une  équation  triple  entre  quatre  erreurs.  On  pourra  juger,  comme  pré- 
cédemment, si  le  système  des  valeurs  des  inconnues  déterminé  par  cette 
équation  triple  satisfait  à  la  question  proposée.  Dans  le  cas  contraire, 
en  suivant  toujours  la  même  marche,  on  finira  par  arriver  à  la  solution 
du  problème. 

Les  erreurs  e^,  e^,  e^  étant  supposées  connues,  pour  découvrir 
l'erreur  e„  il  suffît  évidemment  de  chercher  celle  qui,  égalée  aux  trois 
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premières,  détermine  la  plus  petite  valeur  positive  de  la  variable  5. 
Mais  il  peut  arriver  que,  pour  cette  valeur  de  s,  plusieurs  erreurs,  par 
exemple  e^,  e^,  e„,  .. .,  deviennent  à  la  fois  égales  entre  elles  et  aux 
trois  premières.  Désignons  toujours  par  y,  la  valeur  dont  il  s'agit.  Si 
l'on  fait  croître  z  au  delà  de  Yit  trois  des  erreurs  suivantes 


^py       ^q*       ^tf       ^S9       ^i 


f       *-«» 


deviendront  conjointement  les  plus  grandes  de  toutes  pour  les  valeurs 
de  X  et  de  j qui  rendent  la  plus  grande  erreur  un  minimum;  et,  sur 
ces  trois  erreurs,  deux  au  plus  devront  être  prises  parmi  les  trois  pre- 
mières e,„  eç,  e^.  Sauf  cette  restriction,  la  combinaison  qui  renferme 
les  trois  nouvelles  erreurs  pourra  être  l'une  quelconque  de  celles  que 
l'on  forme  en  assemblant  trois  à  trois  les  erreurs 

^p*    ^7»    ^f*    ^'»    ^t*    ^•»    •  •  ♦  • 

Pour  juger  quelle  est  parmi  ces  combinaisons  celle  qui  mérite  la  pré- 
férence, on  supposera  que  la  variable  s  croisse  au  delà  de  y,  d'une 
quantité  positive,  mais  indéterminée,  représentée  par  k,  et  que  les 
valeurs  correspondantes  a,  et  €,  des  deux  autres  variables  x  et  v 
reçoivent  en  même  temps  les  accroissements  positifs  ou  négatifs  i; 
et  h.  Les  accroissements  des  erreurs  «y,,  e^,  e^^  e„  e,,  <»„,  ...,  qui,  par 
hypothèse,  étaient  toutes  égales  entre  elles,  se  trouveront  alors  expri- 
més par  des  polynômes  homogènes  du  premier  degré  en  g',  A  et  ^;  et 
il  suffira  de  déterminer  les  valeurs  respectives  de  g^  et  de  A  pour  les- 
quelles le  plus  grand  de  tous  devient  un  minimum,  k  étant  une  quan- 
tité essentiellement  positive,  on  pourra,  sans  nul  inconvénient,  diviser 
par  k  chacun  de  ces  polynômes.  Les  quotients  ne  renfermeront  plus 
de  variables  que  les  rapports  des  accroissements  de  x  et  de  y  à  celui 
de  :;,  et  il  ne  restera  plus  qu'à  déterminer  ces  deux  rapports  de  telle 
manière  que  le  plus  grand  des  quotients  que  l'on  considère  devienne 
un  minimum.  Ainsi  toutes  les  difficultés  se  trouvent  réduites  à  la  solu- 
tion du  problème  général,  dans  le  cas  où  l'on  n'a  que  deux  éléments  à 
corriger. 

On  réduira  de  même  les  difficultés  que  présente  cette  dernière  hypo- 
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thèse  aux  difficultés  qui  subsistent,  dans  le  cas  où  Ton  n'a  qu'un  seul 
élément  à  considérer.  Enfin  l'on  réduira  celles-ci  à  la  détermination  de 
la  plus  grande  erreur  pour  une  valeur  donnée  de  la  variable,  et  alors  la 
question  proposée  se  trouvera  complètement  résolue. 

On  pourra  de  même,  en  général,  quel  que  soit  le  nombre  des 
variables,  ramener  la  question  proposée  au  cas  où  l'on  a  une  variable 
de  moins  à  considérer,  et  abaisser  ensuite  continuellement  la  diffi- 
culté, jusqu'à  ce  qu'elle  disparaisse  entièrement.  Ainsi,  par  exemple, 
si  m  représente  le  nombre  des  variables,  on  commencera  par  donner  à 
l'une  d'elles,  que  je  désignerai  par  z,  une  valeur  arbitraire,  en  déter- 
minant les  autres  de  manière  que  la  plus  grande  erreur  devienne  un 
minimum.  Alors  on  obtiendra  un  système  de  valeurs  pour  lesquelles 
m  erreurs  différentes  deviendront  égales  entre  elles  et  les  plus  grandes 
de  toutes.  On  fera  ensuite  varier  s  de  manière  à  faire  décroître  la  valeur 
commune  des  erreurs  dont  il  s'agit,  jusqu'à  ce  qu'une  nouvelle  erreur 
parvienne  à  les  égaler  toutes,  pour  les  surpasser  ensuite.  Alors  on 
obtiendra  une  équation  entre  m  4-  i  erreurs  différentes;  et  l'on  jpgera 
facilement  si  les  valeurs  des  variables  déterminées  par  cette  équation 
satisfont  à  la  question  proposée.  Dans  le  cas  contraire,  si  l'on  continue 
à  faire  variera  toujours  dans  le  même  sens,  une  nouvelle  combinaison 
de  m  erreurs  remplacera  la  première;  et,  en  suivant  la  même  marche,  on 
finira  nécessairement  par  arriver  à  la  solution  du  problème.  Le  cas  où, 
pour  une  même  valeur  de  s,  le  nombre  des  erreurs  égales  entre  elles  et 
les  plus  grandes  de  toutes  viendrait  à  surpasser  /n-f-i,  ne  présente 
aucune  difficulté  qu'il  ne  soit  toujours  aisé  de  résoudre,  au  moyen  de 
l'artifice  employé  pour  cet  objet  dans  l'hypothèse  de  trois  variables. 

Lorsqu'on  a  un  seul  élément  à  corriger,  la  méthode  précédente  se 
réduit  à  celle  qu'a  donnée  le  P.  Boscowich,  pourvu  que  l'on  suppose  la 

* 

première  valeur  de  5,  que  l'on  peut  choisir  arbitrairement,  égale  à 
l'infini  négatif.  On  peut  néanmoins,  dans  ce  cas,  simplifier  la  solution, 
en  prenant  pour  première  valeur  de  z  celle  qui  rend  égales  entre  elles 
les  deux  erreurs  où  cette  variable  a  le  plus  grand  coefïicient  positif  et 
le  plus  grand  coefficient  négatif. 
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Si  Ton  a  plusieurs  éléments  à  considérer,  les  calculs  deviennent 
beaucoup  plus  simples,  dans  le  cas  où  quelqu*un  de  ces  éléments  a 
le  même  coefficient,  au  signe  près,  dans  toutes  les  erreurs  données. 
Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  considère  deux  éléments,  et  que  le  coeffi- 
cient de  l'un  d'entre  eux  soit  toujours  égal  à  -h  i  ou  a  —  i,  on  arrive  à 
une  méthode  semblable  à  celle  qu'a  donnée  M.  Laplace  pour  déter- 
miner, relativement  a  la  Terre,  la  figure  elliptique  dans  laquelle  le  plus 
grand  écart  des  degrés  du  méridien  devient,  abstraction  faite  du  signe, 
un  minimum  (a). 

Je  joins  ici  la  démonstration  des  théorèmes  que  suppose  la  méthode 
précédente,  et  les  formules  relatives  aux  cas  les  plus  simples. 

Je  finirai  par  observer  que,  dans  l'hypothèse  de  deux  et  de  trois 
variables,  la  question  proposée  peut  recevoir  une  interprétation  géo- 
métrique assez  singulière.  Elle  se  réduit  alors  à  l'un  des  deux  pro- 
blèmes suivants  : 

Problème  I.  —  Étant  données  les  équations  des  droites  qui  forment  les 
côtés  d'un  polygone,  déterminer  le  sommet  Je  plus  bas  du  polygone. 

PnoBLÈME  II.  —  Étant  données  les  équations  des  plans  qui  composent 
les  faces  d*un  polyèdre  y  déterminer  le  sommet  le  plus  bas  de  ce  même 
polyèdre. 

On  peut  encore  résoudre,  par  la  même  analyse,  le  problème  suivant  : 

Étant  données  les  équations  des  plans  qui  composent  les  faces  d'une 
pyramide,  déterminer  la  plus  basse  de  ses  arêtes  (b). 


ADDITIONS. 

(a  ).  Nous  avons  remarqué  ci-dessus  que  les  valeurs  des  variables 
qui  résolvent  la  question  proposée  rendent  toujours  égales  entre  elles 
autant  d'erreurs,  plus  une,  qu'il  y  a  d'éléments  à  considérer.  On  pour- 
rait donc,  à  la  rigueur,  découvrir  le  système  de  valeurs  demandé,  en 
cherchant,  parmi  ceux  qui  satisfont  à  la  condition  précédente,  celui 
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qui  rend  la  plus  grande  erreur  un  minimum;  mais  cette  méthode  serait 
longue  et  pénible,  et  le  nombre  des  opérations  qu'elle  exigerait  pour 
un  nombre  m  d'éléments  serait  égal  au  nombre  des  combinaisons  des 
erreurs  prises  m  -h  i  à  w  -h  i .  Il  est  aisé  de  voir  quel  avantage  la 
méthode  précédemment  exposée  a  sur  cette  dernière.  Car,  au  lieu 
d'employer  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  variables  pour  lesquels 
w  -h  I  erreurs  deviennent  égales  entre  elles,  nous  avons  considéré 
seulement  une  partie  de  ceux  oii  les  erreurs  égales  deviennent  en 
même  temps  les  plus  grandes  de  toutes.  On  peut  apprécier  cet  avantage 
avec  quelque  exactitude*  à  l'aide  d'un  théorème  assez  remarquable,  et 
dont  voici  l'énoncé  : 

Soit  toujours  m  le  nombre  des  éléments  que  Von  considère.  Supposons 
que  l'on  combine  successivement  les  erreurs  données  une  à  une,  deux  à 
deux,  trois  à  trois,  etc.,  enfin  m-hiàm-^i^et  que  l'on  ait  seulement 
égard  aux  combinaisons  formées  d'erreurs  qui  puissent  devenir  simulta- 
nément les  plus  grandes  de  toutes;  le  nombre  total  des  combinaisons  où 
les  erreurs  entreront  en  nombre  impair  surpassera  d'une  unité  le  nombre 
des  combinaisons  où  les  erreurs  entreront  en  nombre  pair. 

Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  a  un  seul  élément  à  considérer,  le  nombre 
des  erreurs  qui  pourront  devenir  successivement  les  plus  grandes  de 
toutes  surpassera  d'une  unité  le  nombre  des  combinaisons  deux  à 
deux.  Si  Ton  a  trois  éléments  à  considérer,  le  nombre  des  erreurs,  plus 
le  nombre  des  combinaisons  trois  à  trois,  surpassera  d'une  unité  le 
nombre  des  combinaisons  deux  à  deux,  et  ainsi  de  suite, ....  D'ailleurs, 
il  est  facile  de  prouver  que  le  rapport  du  nombre  des  combinaisons  m 
à  m  au  nombre  des  combinaisons  m  -h  i  a  m  -h  i  surpasse  toujours  la 
moitié  du  nombre  des  éléments  augmenté  de  l'unité.  Cette  inégalité, 
jointe  au  théorème  ci-dessus  énoncé,  suffît  pour  faire  voir  que  le  nombre 
des  combinaisons  m  -h  i  à  m  -h  i  n'est  pas  d'un  ordre  plus  élevé  que  le 
nombre  des  combinaisons  /n  —  i  à  m  —  i,  lorsqu'on  a  seulement  égard 
aux  combinaisons  formées  d'erreurs  qui  deviennent  simultanément  les 
plus  grandes  de  toutes.  On  démontre,  par  ce  moyen,  que,  dans  le  cas 
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de  deux  variables,  le  nombre  des  opérations  qu^exige  la  méthode  pro- 
posée croit  seulement  comme  le  nombre  des  erreurs;  tandis  que,  par 
l'autre  méthode,  il  croîtrait  comme  le  cube  de  ce  dernier  nombre.  De 
même,  dans  le  cas  de  trois  variables,  le  nombre  dlopérations  qu'exige 
la  première  méthode  n'est  pas  d'un  ordre  plus  élevé  que  le  carré  du 
nombre  des  observations,  tandis  que,  par  l'autre  méthode,  il  serait  du 
même  ordre  que  la  quatrième  puissance.  En  général,  l'ordre  dont  il 
s'agit  est  toujours  abaissé  par  la  première  méthode  au  moins  de  deux 
unités.  On  peut  même  faire  voir  que,  dans  plusieurs  cas  particuliers,  le 
nombre  des  opérations  qu'elle  exige  croît  seulement  comme  le  nombre 
des  observations.  C'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  toutes  les  fois  que, 
dans  les  erreurs  données,  les  diverses  variables,  à  l'exception  d'une  ou 
de  deux,  ont  partout  le  même  coefficient  numérique. 

Dans  le  cas  où  Ton  ne  considère  que  deux  variables,  le  nombre  des 
opérations  ne  peut  jamais  surpasser  le  double  du  nombre  des  erreurs. 
Je  suis  parvenu  à  ce  théorème  par  trois  voies  différentes;  mais  une 
seule  m'a  conduit  à  la  détermination  du  nombre  des  opérations  qu'on 
est  obligé  de  faire  lorsque  le  nombre  des  variables  est  supérieur  à  deux. 

(b).  Enfin,  le  théorème  de  la  page  367  renferme,  comme  cas  parti- 
culiers, les  trois  suivants  : 

I  ^  Dans  un  polygone  ouvert  par  ses  deux  extrémités,  le  nombre  des 
côtés  surpasse  d'une  unité  le  nombre  des  sommets, 

2®  Dans  un  polyèdre  ouvert  par  sa  partie  supérieure,  le  nombre  des 
faces,  augmenté  du  nombre  des  sommets,  surpasse  d'une  unité  le  nombre 
des  arêtes. 

Z^  Si  l'on  réunit,  les  uns  autour  des  autres,  plusieurs  polyèdres,  les 
uns  fermés,  les  autres  ouverts,  de  telle  manière  que  chaque  face  soit 
commune  à  deux  polyèdres  différents,  le  nombre  des  polyèdres,  augmenté 
du  nombre  des  arêtes^  surpassera  d'une  unité  le  nombre  des  faces  aug- 
menté du  nombre  des  sommets. 

II  résulté  du  premier  théorème  que,  dans  tout  polygone,  le  nombre 
des  sommets  est  égal  à  celui  des  côtés.  On  déduit  du  deuxième  la  rela- 
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tion  qu'Euler  a  découverte  entre  les  divers  éléments  d'un  polyèdre 
convexe.  Le  troisième  théorème  coïncide  avec  un  théorème  inséré  dans 
un  Mémoire  que  j'ai  eu  l'honneur,  il  y  a'  trois  ans,  de  présenter  à  la 
Classe,  et  qu'elle  a  daigné  accueillir  favorablement. 

La  Géométrie  ne  saurait  aller  plus  loin,  parce  qu'elle  se  borne  à  faire 
varier  les  trois  dimensions  de  l'espace.  Mais  l'Analyse,  en  ramenant 
les  propositions  que  nous  venons  d'énoncer  à  la  théorie  des  combi- 
naisons, fournit  le  moyen  de  les  étendre  à  un  nombre  quelconque  de 
variables. 


DÉMONSTRATION  DES  THÉORÈMES  QUE  SUPPOSE  LA  MÉTHODE  EXPOSÉE 

DANS  CE  MÉMOIRE. 

Théorème  l.  —  Quel  que  soit  le  nombre  des  éléments  renfermés  dans  les 
erreurs  que  l'on  considère,  si  Von  fait  varier,  ou  tous  ces  éléments,  ou 
seulement  quelques-uns  d'entre  eux,  et  que  l'on  détermine  les  valeurs  des 
éléments  variables  qui  rendent  la  plus  grande  erreur  un  minimum,  pour 
les  valeurs  dont  il  s'agit,  plusieurs  erreurs  deviendront  à  la  fois  égales 
entre  elles  et  les  plus  grandes  de  toutes,  et  le  nombre  de  ces  dernières  sur- 
passera toujours  au  moins  d'une  unité  le  nombre  des  éléments  variables. 

Nota.  —  On  trouve,  dans  le  calcul  des  probabilités,  une  démonstra- 
tion du  théorème  précédent,  fondée  sur  ce  principe,  que  les  valeurs 
de  xi,  y,  ;?,...  qui  rendent  la  plus  grande  erreur  un  minimum,  rendent 
aussi  un  minimum  la  somme  des  puissances  infinies  des  erreurs.  Mais 
on  peut  aussi  démontrer  directement  ce  théorème  à  l'aide  des  consi- 
dérations suivantes.  Comme  je  suppose  qu'on  ne  fait  pas  abstraction 
du  signe  des  erreurs,  je  regarderai  une  quantité  négative  plus  grande 
comme  plus  petite  qu'une  autre  quantité  négative  moindre. 

Démonstration.  —  Soient  o^,  j,  :;,...  les  corrections  des  éléments 
que  l'on  suppose  variables,  et  désignons  par  Ç,  t),  C»  ...  les  valeurs 
des  éléments  qui  rendent  la  plus  grande  erreur  positive  un  minimum. 
Enfin  soient  e^^  e^,  -  • .  »  ^«  les  erreurs  données. en  nombre  égal  h  n,  et 

OF.uvres  de  C.  —  S.  II,  t.  L  4?  ' 
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supposons  généralement 

Cr^Or-^-  brX  4-  CrY  H"  d^Z  -f-  .  .  .  , 

quelle  que  soit  la  valeur  de  r.  Si  Ton  fait  croître  a:^,j',  5, ...  de  quantités 
arbitraires  g^  h,  k^  . . . ,  l'accroissement  de  Terreur  e^  sera 

brg  -H  Crh  -+-  drk  -h 

Supposons  maintenant  que  cette  erreur  devienne  la  plus  grande  de 
toutes  pour  les  valeurs  $,  y),  ÎI,  ...  des  variables  x,  y^  s.  Il  est  aisé  de 
prouver  que,  pour  ces  mêmes  valeurs,  plusieurs  autres  erreurs  e,,  e,, ... 
lui  seront  égales  :  car,  si  cette  égalité  n'avait  pas  lieu,  l'erreur  e^  res- 
terait la  plus  grande  de  toutes  pour  les  valeurs  de  x^  y^  s,  ...  très 

rapprochées  de  $,  y],  î[ D'ailleurs,  si  l'on  fait  croître  $,  y],  Ç, . . .  de 

quantités  très  petites  mais  arbitraires  g,  h^  k^  ...»  on  pourra  toujours 
fixer  les  signes  de  ces  quantités  de  manière  que  l'accroissement 
de  Cr  ou 

brff  H-  Crh  -h  drk  -h  .  .  . 

devienne  négatif,  et  se  change  en  une  diminution.  Par  suite,  l'erreur  é*^ 
pourrait  encore  diminuer  en  restant  la  plus  grande  de  toutes,  et  ^,  7;, 
JJ,  ...  ne  seraient  pas  les  valeurs  de  a?, ^,  5,  ...,  qui  rendent  la  plus 
grande  erreur  un  minimum,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Il  reste  à  faire  voir  que  le  nombre  des  erreurs  qui  deviendront 
égales  pour  les  valeurs  Ç,  y),  î^,  ...  des  variables  x.y^  5,  . . . ,  sera  tou- 
jours supérieur  au  moins  d'une  unité  à  celui  de  ces  mêmes  variables. 

En  effet,  désignons  par  m  le  nombre  des  variables  que  l'on  consi- 
dère, et  soient 

^r»      Cff      c|,       .  ■  • 

les  erreurs  qui  deviennent  à  la  fois  égales  entre  elles  et  les  plus 
grandes  de  toutes,  lorsqu'on  suppose 

Si  le  nombre  de  ces  erreurs  surpasse  m  d'une  unité,  l'équation  multiple 

t  ••     ■  tr«  — -  Cl  -  —  «  •  • 
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suffira  en  général  pour  déterminer  complètement  les  valeurs  ^,  t 

1^,  ...  des  variables  x,  y,  z Mais,  dans  le  cas  contraire,  on  poun 

donner  à  ces  mêmes  variables  des  valeurs  très  rapprochées  de  ^,  i 
i^,  ...  qui  satisfassent  toujours  à  l'équation  dont  il  s'agit,  et  pour  le 
quelles  les  erreurs  e„  e,,  e„  ...  soient  toujours  les  plus  grandes  i 
toutes.  Pour  obtenir  ces  nouvelles  valeurs,  on  fera  croître  \.  r\,X„  .. 

de  quantités  très  petites  mais  indéterminées  g,  h,  k Les  accroi: 

sements  correspondants  des  erreurs  e„  e„  e„  ...  seront 

brg  +  erk  +  drk-h..., 

b,g  -^e,h  +  d,k  +. .., 
b,g-\-e,h-\-d,k+.... 


et  par  hypothèse  ils  devront  tous  être  égaux  entre  eux.  Cette  égalil 
déterminera  quelques'unes  des  quantités  g,  h,  k,  ...  en  fonction  dt 
autres;  et,  si  l'on  élimine  les  premières  de  l'un  des  accroissement 
dont  il  s'agit,  celles  qui  resteront  après  l'élimination  seront  entièn 
ment  arbitraires.  Au  reste,  le  résultat  sera  le  même,  quel  que  so 
celui  des  accroissements  que  l'on  considère  ;  et  il  est  aisé  de  voir  qu 
ce  résultat  ne  renfermera  pas  de  terme  constant.  Par  suite,  en  dor 
nant  des  signes  convenables  à  celles  des  quantités  g,  h,  k,  ...  qui  s' 
trouvent  comprises,  on  pourra  toujours  faire  en  sorte  qu'il  soit  nêgatil 
c'est-à-dire  qu'il  représente  une  diminution.  Ainsi,  dans  ce  cas,  le 
erreurs  e^,  e.„  c„  ...  pourraient  encore  diminuer  en  restant  les  plu 
grandes  de  toutes;  et  5.  t).  C.  •■■  ne  seraient  pas  les  valeurs  de  x,  y 
3,  ...  qui  rendent  ta  plus  grande  erreur  un  minimum;  ce  qui  es 
contre  l'hypothèse. 

La  démonstration  précédente  aurait  lieu  pareillement,  si,  les  erreur 
Cf,  «/•  ^iT  ■  ■  ■  Étant  en  nombre  égal  à  m  +  i,  l'équation  multiple 


ne  suffisait  pas  pour  déterminer  les  valeurs  des  variables  représentée 
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par 

Théorème  II.  —  Le  problème  qui  fait  l'objet  du  précédent  Mémoire  ne 
peut  jamais  admettre  qu'une  solution j  à  moins  que  d'en  admettre  un 
nombre  infini. 

Démonstration.  —  Concevons  que  l'on  donne  successivement  à  z 
toutes  les  valeurs  possibles  depuis  —  »  jusqu'à  -h  qc,  et  que  pour 
chaque  valeur  de  s  on  détermine  les  autres  variables  x^  y^  z,  ...  par  la 
condition  que  la  plus  grande  erreur  devienne  un  minimum.  On  aura 
de  cette  manière  les  minima  des  plus  grandes  erreurs  correspondant 
aux  diverses  valeurs  de  5,  et  Ton  pourra  toujours,  par  la  méthode  pré- 
cédente, obtenir  un  minimum  plus  petit  que  ceux  qui  le  précèdent  et 
ceux  qui  le  suivent.  Cela  posé,  il  sera  facile  de  prouver  qu'aucun  autre 
minimum  ne  peut  jouir  de  la  même  propriété.  En  effet,  soit  X,  la  valeur 
de  z  correspondant  à  celui  que  l'on  considère;  et  supposons  que  l'on 
donne  successivement  à  z  toutes  les  valeurs  possibles  depuis  z=^X, 
jusqu'à  5  =  X5;  je  dis  que  le  minimum  des  plus  grandes  erreurs  ira 
toujours  en  croissant.  Car,  s'il  en  était  autrement,  ce  minimum  cesse- 
rait de  croître  pour  une  certaine  valeur  de  z  que  je  désignerai  par  7. 
Soient  maintenant  6),,  e^,  e^,  ...  les  erreurs  qui  sont  égales  entre  elles 
et  les  plus  grandes  de  toutes  pour  les  valeurs  de  jt,  j',  ...  qui  rendent 
la  plus  grande  erreur  un  minimum,  au  moment  où  z  est  sur  le  point 
d'atteindre  la  valeur  y.  Ces  erreurs  seront  en  nombre  égal  à  celui  des 
variables  x^  y^  3,  ...;  et,  par  suite,  quelle  que  soit  la  valeur  de  5, 
l'équation 

Cp  ~^-  Cq  1^  Cf  I^I  ... 

déterminera  toujours  les  valeurs  de  x  et  dey  qui  rendent  un  minimum 
la  plus  grande  des  erreurs  c,„  e^,  c^., En  vertu  de  cette  même  équa- 
tion, les  valeurs  de  x^y^  ...  devenant  proportionnelles  à  s,  la  valeur 
commune  des  erreurs  e,„  c^,  e^^  ...  deviendra  aussi  proportionnelle  à  z\ 
et,  puisque  cette  valeur  augmente  lorsque  z  est  sur  le  point  d'atteindre 
la  valeur  7,  elle  augmentera  encore  lorsqu'on  fera  croître  z  au  delà 
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de  y.  Ainsi,  lorsqu'on  se  borne  à  considérer  les  erreurs  c^,  e^,  e^,  ..., 
si  pour  la  valeur  y  de  s  le  minimum  des  plus  grandes  erreurs  est 
désigné  par  M,  pour  une  valeur  de  s  supérieure  à  y,  ce  minimum 
deviendra  supérieur  à  M.  Supposons  maintenant  qu'au  lieu  de  consi- 
dérer seulement  les  erreurs  e^,,  e^,  c^, . . .,  on  ait  à  la  fois  égard  à  toutes 
les  erreurs  données.  Le  minimum  des  plus  grandes  erreurs  correspon- 
dant à  une  valeur  donnée  de  z  ne  pourra  qu'augmenter  lorsqu'on 
passera  de  la  première  hypothèse  à  la  seconde.  Par  suite,  dans  ce 
dernier  cas,  pour  des  valeurs  de  s  supérieures  à  y,  le  minimum  des 
plus  grandes  erreurs  sera  toujours  supérieur  à  M.  Ce  minimum  ne 
pourra  donc  cesser  de  croître  pour  une  certaine  valeur  y  de  s.  Mais 
au  contraire  il  ira  toujours  en  croissant  depuis  z  =  l^  jusqu'à  5  =  x>. 
On  prouverait  de  même  qu'il  croîtra  toujours  depuis  5  =  Ç  jusqu'à 
5==  — 00.  Ainsi,  parmi  les  minima  correspondant  aux  diverses  valeurs 
de  5,  un  seul  est  plus  petit  que  ceux  qui  le  précèdent  et  ceux  qui  le 
suivent,  et  celui-là  seul  résout  la  question  proposée. 

La  démonstration  précédente  suppose  que,  z  venant  à  varier  de  part 
et  d'autre  de  Z,  le  minimum  des  plus  grandes  erreurs  commence  à 
croître  dès  que  Ton  donne  à  z  une  valeur  plus  grande  ou  plus  petite 
que  ^.  Mais  il  pourrait  arriver  qu'avant  de  croître  le  minimum  dont  il 
s'agit  restât  quelque  temps  stationnaire.  Alors  on  obtiendrait  une  infi- 
nité de  minima  tous  égaux  entre  eux,  et  correspondant  à  une  infinité 
de  valeurs  de  z.  Dans  tous  les  cas,  dès  qu'une  fois  le  minimum  des 
plus  grandes  erreurs  a  commencé  à  croître,  il  ne  peut  plus  s'arrêter. 
Ainsi,  lorsque  la  question  devient  indéterminée,  toutes  les  valeurs 
de  z  qui  la  résolvent  se  trouvent  comprises  entre  deux  limites  données, 
et  le  minimum  des  plus  grandes  erreurs  conserve  toujours  la  même 
valeur  entre  ces  deux  limites. 

Théorème  IIL  —  Supposons  que  l'erreur  e^  devienne  la  plus  grande  de 
toutes  :  1°  pour  les  valeurs  a^,  €,,  y,,  ...  de  x^  y^  z,  ...  ;  2^  pour  les 
valeurs  a^,  Sj,  y^,  ...  des  mêmes  variables;  si  Von  désigne  par  ol  une 
valeur  de  x  comprise  entre  tx^et  ol^^  et  par  6,  y,  ...les  valeurs  correspon- 
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dantes  qu'on  obtient  pour  y,  s,  ...  en  faisant  x  =  a  dans  les  équations 


r 

-6. 

.r  — 

a, 

6, 

-6, 

«1  — 

9 

a, 

z  ■ 

-y. 

jr  — 

—  j 

y» 

•  • 

-yi 

•  • 

•  •  •  < 

ai 

•  •  •  • 

l'erreur  e^  sera  encore  la  plus  grande  de  toutes  pour  les  valeurs  a,  6,  y,  ... 
des  variables  ar,  jk,  5,  . . . . 

Démonstration.  —  En  effet,  supposons  que  Ton  donne  successive- 
ment à  X  toutes  les  valeurs  possibles  depuis  a?  =  —  oo  jusqu*à  x  =  -h  x, 
et  que  pour  chaque  valeur  de  x  on  détermine  les  valeurs  de  y^  s,  ... 

par  les  équations  * 

.y  —  €,  _  JT  — «1 

6i  —  6i       «1  —  ai 

(0  \  s  —  yi  _  J"  —  «I 

yi  — yi  ~  «t  — a,' 


on  obtiendra  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  de  x^y^  s^  ...  parmi 
lesquels  se  trouveront  compris  les  trois  systèmes 

a,      6,      y,       ..., 
*i»     ^n     yi»     •  •  •  » 

^t*    "i>    yt»    •  •  •• 

De  plus,  quel  que  soit  le  système  que  Ton  considère,  la  différence 
entre  Terreur  e^  et  une  autre  erreur  quelconque  e^  sera  un  polynôme 
du  premier  degré  en  x,  y,  z^  ...  ;  et,  si  Ton  y  substitue  pour  y^  s.  ... 
leurs  valeurs  en  x  déduites  des  équations  (i),  cette  différence  deviendra 
simplement  un  polynôme  en  x  du  premier  degré  ou  de  la  forme 

Aj?-hB. 

Maintenant,  si  ce  polynôme  reste  positif  pour  les  valeurs  a,  et  a^ 
de  X,  il  est  clair  qu'il  sera  encore  positif  pour  toute  valeur  de  x  com- 
prise entre  a,  et  a^.  Si  donc  Terreur  e^  est  supérieure  à  toute  autre  e^ 
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pour  les  deux  systèmes 

«M    S„    yu    .... 
«,.     S„     y„     .... 

elle  sera  encore  supérieure  à  toutes  les  autres  pour  le  systè 


Corollaire  I.  —  Si  deux,  trois,  ....  ou  un  plus  grai 
d'erreurs  e^,  e^,  e„  ...  sont  égales  entre  elles  et  les  plus 
toutes  ;  I"  pour  les  valeurs  a,,  6,,  y,,  ...  des  variables  x, 
2"  pour  les  valeurs  a,,  S.j,  Yj.  -  ■  ■  des  mêmes  variables,  ell 
encore  de  la  même  propriété  pour  les  valeurs  a.  S,  y,  ... 
pourvu  toutefois  que  ces  valeurs  satisfassent  aux  équations  ( 
soit  comprise  entre  a,  et  sej.  - 

En  effet,  ce  qu'on  a  dit  ci-dessus  de  l'erreur  e^  peut  s'app 
lement  aux  erreurs  e,,  e„  ....Jie  plus,  chacune  des  différer 


devenant,  en  vertu  des  équations  (i),  un  polynôme  en  x  i 
degré,  ne  peut  être  nulle  pour  les  valeurs  a,  et  a^  de  x  sans 
ment  nulle  pour  toute  autre  valeur  a  de  la  même  variable.  Pi 
erreurs  e^,,  e^,  e^,  ...  restent  constamment  égales  entre  elles 
tes  systèmes  de  valeurs  de  x,y,  s,  ...  qui  satisfont  aux  équ 

Corollaire  II.  —  Si,  pour  la  valeur  a,  de  la  variable  x,  on 
miner  les  autres  variables  V,  s,  ...,  de  manière  que  l'erreuri 
la  plus  grande  de  toutes,  et  qu'on  parvienne  à  remplir  la  m 
tion  en  donnant  à  x  la  valeur  a,;  on  pourra  encore  y  parvei 
nant  à  X  une  quelconque  des  valeurs  comprises  entre  a,  et  s 

Corollaire  III.  —  Si,  pour  les  valeurs  a,  et  a,  de  la  vari 
peut  déterminer  les  autres  variables/,  z,  ...,  de  manié 
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erreurs  Cp,  e^,  e^,  ...  deviennent  simultanément  supérieures  à  toutes 
les  autres,  on  pourra  encore  remplir  la  même  condition  en  donnant 
à  a? .une  quelconque  des  valeurs  comprises  entre  a,  et  a,.. 

Corollaire  IV.  —  Si  Ton  considère  une  combinaison  formée  de 
/erreurs  e^,  Cç,  e^,  ...,  et  que,  pour  deux  systèmes  de  valeurs  diffé- 
rents des  variables  a-,  j,  5,  ...,  toutes  les  erreurs  qui  forment  cette 
combinaison  deviennent  égales  entre  elles  et  les  plus  grandes  de 
toutes,  on  pourra,  en  passant  de  l'un  à  l'autre  système  par  degrés 
insensibles,  obtenir  une  infinité  de  systèmes  différents  tous  compris 
entre  les  deux  premiers,  et  pour  lesquels  les  erreurs  <?^,  e^,  e^.,  ... 
resteront  les  plus  grandes  de  toutes.  De  plus,  pour  chacun  de  ces 
systèmes,  les  valeurs  de  x,  y^  5,  ...  satisferont  toujours  à  Téqualion 
multiple 

Cp  —  €ç  —  Cp  —  •  «  •  • 

Cette  équation  multiple  déterminera  plusieurs  des  variables  x,  y, 
5,  ...  en  fonctions  des  autres,  et  le  nombre  de  celles  qui  seront  ainsi 
déterminées  sera,  en  général,  inférieur  d'une  unité  au  nombre  des 
erreurs  e^,  e^,  e^,  ...,. c'est-à-dire  égal  à 

Mais  il  pourra  devenir  moindre.  Si  l'on  désigne  ce  nombre  par  A  —  i, 
k  sera  ce  que  nous  appellerons  désormais  Vordre  de  la  combinaison 

formée  avec  les  erreurs  e^„  e^,  e,,^ Cet  ordre  indiquera  donc,  en 

général,  le  nombre  dos  erreurs  renfermées  dans  la  combinaison  que 
l'on  considère;  mais  il  peut  lui  devenir  inférieur,  sans  être  pourtant 
jamais  nul.  Il  se  réduirait  à  l'unité,  si  l'on  avait  /=  i,  c'est-à-dire  si 
Ton  se  bornait  à  considérer  une  erreur  isolée. 

Dans  ce  qui  suivra,  nous  ne  nous  occuperons  plus  que  des  erreurs 
qui  deviennent  les  plus  grandes  de  toutes,  ou  des  combinaisons  for- 
mées d'erreurs  qui  jouissent  simultanément  de  cette  propriété.  Comme 
pour  un  système  quelconque  de  valeurs  de  x^  j,  5,  ...  il  est  nécessaire 
qu'une,  ou  deux,  ou  trois,  ...  ou  un  plus  grand  nombre  d'erreurs 
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deviennent  supérieures  à  toutes  les  autres,  à  chaque  système  de  valeurs 
répondra  toujours  une  combinaison  d'un  certain  ordre.  Cela  posé,  il 
suit  de  ce  qui  précède  que  les  différents  systèmes  qui  correspondent  à 
►une  même  combinaison  sont  toujours  réunis  en  un  même  groupe  et, 
par  conséquent,  renfermés  entre  certaines  limites.  I^  détermination 
de  ces  limites  est  l'objet  de  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IV.  —  Les  systèmes  de  valeurs  de  x^  y^  z^  ...  qui  corres- 
pondent  aux  combinaisons  de  l'ordre  k  ont  pour  limites  respectives  les 
systèmes  qui  correspondent  aux  combinaisons  de  l'ordre  A  -+- 1. 

Dèmonstraxion,  —  En  effet,  considérons  d'abord  les  erreurs  simples, 
en  ayant  seulement  égard  a  celles  qui  peuvent  devenir,  chacune 
séparément,  supérieures  à  toutes  les  autres.  Comme  il  est  nécessaire 
que  chaque  système  de  valeurs  corresponde  au  moins  à  l'une  de  ces 
erreurs,  tous  les  systèmes  de  valeurs  possibles  se  trouveront  répartis 
par  groupes,  si  je  puis  ainsi  m'exprimer,  entre  les  diverses  erreurs  dont 
il  s'agit.  Dans  quelques-uns  de  ces  groupes,  les  valeurs  des  variables 
resteront,  toujours  finies.  Dans  d'autres,  elles  pourront  s'étendre  à 
l'infini.  De  plus,  comme  on  ne  pourra  sortir  d'un  groupe  sans  passer 
dans  un  autre,  chaque  groupe  sera  nécessairement  entouré  de  plu- 
sieurs autres,  qui  lui  seront  voisins  ou  contigus.  Cela  posé,  les  sys- 
tèmes qui  sont  communs  à  deux  groupes  voisins  et  qui  correspondent 
aux  combinaisons  du  deuxième  ordre  seront  évidemment  les  limites  des 
erreurs  qui  correspondent  aux  erreurs  simples  ou  aux  combinaisons 
du  premier  ordre.  Si  l'on  désigne  sous  le  nom  A' erreurs  contiguës  celles 
qui  correspondent  à  des  groupes  voisins,  on  pourra  dire  encore  que 
deux  erreurs  contiguès  ont  toujours  pour  limite  commune  une  combi- 
naison du  deuxième  ordre. 

Les  différents  systèmes  qui  correspondent  aux  combinaisons  du 
deuxième  ordre,  comme  ceux  qui  correspondent  aux  erreurs  simples, 
peuvent,  dans  certains  cas,  n'admettre  que  des  valeurs  finies  des 
variables,  et,  dans  d'autres  cas,  plusieurs  de  ces  systèmes  pourront 
s'étendre  à  l'infini.  Si  l'on  désigne  sous  le  nom  d'erreurs  et  comhi- 

OEitvres  lU  C\  —  S.  II,  t.  I.  4^ 


378  MÉMOIRE  SUR  LE  SYSTEME  DE  VALEURS 

nuisons  définies  celles  qui  ne  peuvent  correspondre  qu*à  des  systèmes 
de  valeurs  finies  des  variables,  et  celles  qui  sont  dans  le  cas  contraire 
sous  le  nom  terreurs  et  combinaisons  indéfinies^  on  reconnaîtra  sans 
peine  qu'une  combinaison  indéfinie  du  deuxième  ordre  ne  peut  servir* 
de  limite  qu'à  deux  erreurs  indéfinies. 

(Considérons  maintenant  les  diverses  combinaisons  du  deuxième 
ordre  qui  servent  de  limites  à  une  même  erreur  simple,  et  supposons 
que  Ton  parcoure  les  difTérents  systèmes  qui  correspondent  à  ces  com- 
binaisons d'une  manière  continue,  c'est-a-dire  en  faisant  croître  ou 
diminuer  les  variables  par  degrés  insensibles.  Comme,  dans  ce  cas,  on 
ne  pourra  quitter  les  systèmes  qui  correspondent  à  une  combinaison  . 
du  deuxième  ordre  sans  rencontrer  ceux  qui  correspondent  à  une  autre 
combinaison  du  deuxième  ordre,  on  trouvera  dans  le  passage  des  uns 
aux  autres  des  systèmes  intermédiaires  qui  leur  serviront  de  limites. 
Ces  systèmes  intermédiaires  seront  ceux  qui  correspondent  aux  com- 
binaisons du  troisième  ordre.  Si  Ton  appelle  combinaisons  contigués 
du  deuxième  ordre  celles  qui  correspondent  à  des  systèmes  voisins, 
on  pourra  dire  que  deux  combinaisons  contigués  du  deuxième  ordre 
ont  toujours  pour  limite  commune  une  combinaison  du  troisième 
ordre. 

En  continuant  de  même,  on  ferait  voir  que  les  systèmes  correspon- 
dant à  une  combinaison  de  l'ordre  i  ont  toujours  pour  limites  d'autres 
systèmes  correspondant  à  d(ys  combinaisons  do  l'ordre  ^  -h  i;  ce  qu'on 
peut  aussi  exprimer  en  disant  qu'une  combinaison  de  l'ordre  A  a  tou-  • 
jours  pour  limites  d'autres  combinaisons  de  l'ordre  A  4- 1 .  De  plus,  ces 
limites  appartiennent  à  la  fois  à  la  combinaison  donnée  et  à  d'autres 
combinaisons  voisines  ou  contigués.  Enfin,  une  combinaison  indéflnie 
,  de  l'ordre  A  -f- 1  ne  peut  servir  de  limite  qu'à  des  combinaisons  indé- 
finies de  l'ordre  k. 

Si  l'on  désigne  par  m  le  nombre  des  variables  données,  /w  -h  i  —  it 
sera  le  nombre  des  variables  qui  restent  arbitraires  dans  les  systèmes 
qui  correspondent  à  une  combinaison  de  l'ordre  i.  Par  suite,  il  ne 
restera  qu'une  seule  variable  arbitraire  dans  les  systèmes  correspon- 
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dant  aux  combinaisons  de  Tordre  /w.  Les  diverses  valeurs  que  cette 
variable  pourra  recevoir  seront  comprises  entre  deux  limites  fixes, 
dont  l'une  pourra  s'étendre  à  l'infini;  et  chacune  de  ces  limites,  lors- 
qu'elle sera  finie,  déterminera,  pour  les  variables  x,  r,  5,  ...,  un 
système  de  valeurs  correspondant  à  une  combinaison  de  l'ordre  /w-f-i. 
Ainsi  toute  combinaison  de  l'ordre  m  a  pour  limites  deux  combinaisons 
de  l'ordre  /w-+-i,  à  moins  qu'il  l'une  de  ces  limites  les  valeurs  des 
variables  ne  deviennent  infinies;  et,  dans  ce  cas,  l'autre  limite  est 
toujours  une  combinaison  de  l'ordre  m  4-1. 

Si  l'on  considère  maintenant  les  combinaisons  de  ce  dernier  ordre, 
on  trouvera  que,  dans  les  systèmes  correspondants,  il  ne  reste  plus  de 
variables  arbitraires,  mais  que  les  variables  y  sont  entièrement  déter- 
minées. Ces  combinaisons  sont  donc  de  Tordre  le  plus  élevé  que  Ton 
puisse  admettre.  De  plus,  on  a  fait  voir  que  c'était  parmi  les  systèmes 
correspondant  aux  combinaisons  de  cet  ordre  qu'on  devait  chercher 
celui  qui  résout  la  question  proposée;  et  la  méthode  que  nous  avons 
indiquée  pour  la  solution  du  problème  se  réduit  en  eflet  à  essayer 
successivement  plusieurs  des  combinaisons  dont  il  s'agit.  Le  nombre 
de  ces  essais  a  donc  pour  limite  le  nombre  des  combinaisons  de 
Tordre  m -h  i,  et  il  ne  saurait  croître  plus  rapidement  que  ce  dernier 
nombre.  Ainsi,  pour  avoir  une  limite  du  nombre  d'essais  que  la 
méthode  exige,  il  importe  de  savoir  comment  le  nombre  des  combi- 
naisons de  Tordre  /w  -4-  i  croît  avec  le  nombre  des  erreurs  simples. 
Nous  donnerons,  à  cet  égard,  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  V.  —  Quel  que  soit  le  nombre  des  éléments  que  l'on  considère, 
le  nombre  des  combinaisons  d'ordre  impair  surpassera  toujours  d'une 
unité  le  nombre  des  combinaisons  d'ordre  pair, 

(On  suppose  toujours  que  Ton  ait  seulement  égard  aux  combinai- 
sons formées  d'erreurs  qui  puissent  devenir  simultanément  les  plus 
grandes  de  toutes.) 

Démonstration.  —  Il  suit  du  théorème  précédent  :  i"  que  les  erreurs 
simples,  comparées  entre  elles  deux  à  deux,  ont  pour  limites  respec- 
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tives  les  combinaisons  du  deuxième  ordre;  2?  que  les  combinaisons 
du  deuxième  ordre  qui  servent  de  limites  à  une  même  erreur,  étant 
comparées  deux  à  deux,  ont  pour  limites  respectives  des  combinaisons 
du  troisième  ordre,  etc.  On  trouvera  de  même  que  les  combinaisons 
du  troisième  ordre  qui  servent  de  limites  à  une  même  combinaison  du 
deuxième  ordre,  étant  comparées  entre  elles  deux  à  deux,  ont  pour 
limites  respectives  des  combinaisons  du  quatrième  ordre,  etc.;  et,  si 
Ton  désigne  toujours  par  m  le  nombre  des  éléments  variables,  on 
verra  encore  que  les  combinaisons  de  Tordre  m  qui  servent  de  limites 
à  une  même  combinaison  de  Tordre  m  — *  i  ont  pour  limites  respec- 
tives des  combinaisons  de  Tordre  m-hi.  Enfin  chaque  combinaison 
de  Tordre  m  aura  pour  limites  deux  combinaisons  de  Tordre  m  +  i,  à 
moins  que  Tune  de  ces  limites  ne  s'éloigne  vers  Tinfini.  Si  donc  on  aug- 
mente d'une  unité  le  nombre  total  des  combinaisons  de  Tordre  m  -+- 1, 
pour  tenir  lieu  des  limites  qui  divergent  vers  Tinfini,  on  se  trouvera 
placé  dans  des  circonstances  tout  à  fait  semblables  à  celles  qui  auraient 
lieu,  si  Ton  n'avait  à  considérer  que  des  erreurs  et  des  combinaisons 
définies. 

Cela  posé,  désignons  respectivement  par 

M,  le  nombre  dos  erreurs  simples  ou  combinaisons  du  premier  ordre, 

Ma  le  nombre  des  combinaisons  du  deuxième  ordre, 

> 

M,„  le  nombre  des  combinaisons  du  m***"»'  ordre, 

M^^.,  le  nombre  des  combinaisons  du  (m  -4-  i)'*"™^  ordre. 

M;„^,-f-i  sera  ce  dernier  nombre  augmenté  de  Tunité;  et,  pour 
démontrer  le  théorème  ci-dessus  énoncé,  il  suffira  de  faire  voir  que 
Ton  a 

(  I  )  M,  H-  M3 -h . . .  -h  M«  =  M, -h  M4  -h . . .  -h  (Mm+i  -1- 1 )» 

si  m  est  un  nombre  impair,  et 

(  2  )  Ml  -h  M,  -h ...  4-  (M;,,^!  H-i  )  =  M,  -h  Mj^-h . . .  -h  (  M«  -h  2  ), 

si  m  est  un  nombre  pair. 
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Ces  deux  équations  sont  comprises  dans  la  suivante 

(3)  M,  —  M,-»-M3 — « . .  =t:  Mm  =p  Mm-4-i  =  I » 

dont  il  faut  prouver  l'exactitude. 

J'observe  d'abord  que,  si  le  théorème  renfermé  dans  cette  équation 
est  vrai,  quel  que  soit  /w,  relativement  au  nombre  total  des  erreurs 
que  l'on  considère  et  de  leurs  combinaisons  respectives,  il  subsistera 
encore  entre  les  combinaisons  du  deuxième  ordre  ou  d'un  ordre  plus 
élevé,  qui  appartiennent  à  une  même  erreur  indéfinie.  Ainsi,  par 
exemple,  si  l'on  désigne  par 

les  combinaisons  des  divers  ordres  dans  lesquelles  entre  l'erreur  indé- 
finie Cp,  on  aura 

(4)  Pî-  P,+  Pi-. .  .qi  P;„d:  P,«^i=  I. 

On  voit  en  effet,  par  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  que  les  conditions 
auxquelles  doivent  satisfaire  les  quantités  P^,  P,,  ...,  P,„,  P;„+,  sont 
entièrement  semblables  à  celles  auxquelles  sont  assujetties  les  quan- 
tités M,,  Ma,  ...,  M;„^,.  Si  donc  ces  conditions  suffisent  pour  établir, 
relativement  à  la  dernière  espèce  de  quantités,  le  théorème  proposé, 
elles  suffiront  aussi  pour  l'établir  relativement  a  la  première. 

Si  l'erreur  Cp,  au  lieu  d'être  une  erreur  indéfinie,  était  une  erreur 
définie,  il  faudrait,  en  vertu  de  la  remarque  faite  ci-dessus,  diminuer 
d'une  unité  le  nombre  des  combinaisons  de  l'ordre  le  plus  élevé  et, 
par  suite,  l'équation  (4)  deviendrait 

(5)  P,-P,4-P,~...qiPM±:(P;„M-i)  =  i, 

équation  dans  laquelle  on  doit  admettre  le  signe  supérieur,  si  m  est 
un  nombre  impair,  et  le  signe  inférieur  dans  le  cas  contraire. 

11  est  encore  bon  de  remarquer  que  le  théorème  renfermé  dans 
l'équation  (3)  n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  autre  théorème  plus 
général,  dont  voici  l'énoncé  : 

Supposons  que  parmi  les  erreurs  données  on  en  choisisse  plusieurs  ^^, 
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e^,  Cf.^  . . .  •  toutes  contiguës  les  unes  aux  autres^  et  désignons  respective- 
ment par 

tes  nombres  de  ces  mêmes  erreurs  et  des  combinaisons  qui  les  renferment , 
en  ayant  soin  toutefois  d'augmenter  le  nombre  des  combinaisons  de 
l'ordre  m  4-  1  d'une  unité;  si^  parmi  les  erreurs  e^^  <?^,  e^,  ...  il  s'en 
trouve  quelques-unes  d'indéfinies,  on  aura  toujours 

(6)  N,  — N,-»-N,  — ...±:N^h=N„^.,=:Zh  »; 

le  signe  supérieur  devant  être  admis  lorsque  m  sera  un  nombre  impair  y 
et  le  signe  inférieur  lorsque  m  sera  un  nombre  pair. 

Pour  déduire  réquation  (3)  do  Téquation  (6),  il  suffira  de  supposer 
que  la  série  des  erreurs  e^,  e^^  e^, ...  renferme  toutes  les  erreurs  définies 
et  indéfinies,  ii  l'exception  d'une  seule.  On  a  en  efict,  dans  cette  hypo- 
thèse, 

N,=  Mi— I,       N,=:M„      N,~Ma,       ....      N;„=:M«,      N,„^.,  — M;„^.,-+-i: 

et  ces  valeurs,  substituées  dans  Téquation  (6),  reproduisent  l'équa- 
tion (3).  ^ 

Si  l'équation  (6)  était  une  fois  démontrée,  en  lui  appliquant  les 
raisonnements  qui  ont  servi  à  déduire  l'équation  (4)  de  l'équation  (3), 
on  obtiendrait  le  théorème  suivant  : 

Soit  Cj,  une  erreur  quelconque.  Soient  e^,  e^.,  e,,  ...  plusieurs  autres 
erreurs  définies  ou  indéfinies,  contiguës  entre  elles  et  à  l'erreur  r^,  et 
désignons  par 

Pu      Pl9       ••*>      Pm9      Pm-k-X 

les  nombres  de  combinaisons  des  divers  ordres  où  entrent,  avec  l 'erreur  c^, 
une  ou  plusieurs  des  erreurs  e^,  e^^  e„  ...  ^  en  ayant  soin  toutefois  d'aug- 
menter  le  dernier  nombre  d 'une  unité,  si  quelques-unes  des  combinaisons 
que  Von  considère  sont  indéfinies;  on  aura 

(7)  /^î— />S-^A  — ...HP/>//i=t/'m-Kl==tl, 
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le  signe  supérieur  des^ant  prévaloir  si  m  est  un  nombre  impair,  et  le  signe 
inférieur  dans  le  cas  contraire. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  cette  dernière  équation  renferme  les 
équations  (4)  et  (5),  tout  comme  l'équation  (6)  renferme  l'équa- 
tion (3). 

Le  théorème  renfermé  dans  l'équation  (4),  et  tous  les  autres  théo- 
rèmes rapportés  ci-dessus,  reposent  uniquement,  comme  on  vient  de  le 
voir,  sur  celui  que  renferme  l'équation  (6).  Il  suffira  donc  de  démontrer 
ce  dernier  pour  établir  tous  les  autres. 

Cela  posé,  concevons  d'abord  que  le  théorème  renfermé  dans  l'équa- 
tion (6)  ait  été  démontré  pour  un  nombre  d'éléments  inférieur  d'une 
unité  à  celui  que  l'on  considère,  ou  égal  à  w  —  i.  Les  équations  (4), 
(5)  et  (7)  se  trouveront,  par  là  même,  suffisamment  établies;  et,  par 
suite,  si  l'on  désigne  par  e^  une  erreur  définie  quelconque,  et  par 

les  nombres  de  combinaisons  des  divers  ordres  qui  renferment  cette 
même  erreur,  on  aura 

(5)  P,-P,  +  P4~...ipP,„±:(P^^t-i)  =  i. 

Soit  maintenant  e^  une  autre  erreur  définie,  contiguè  à  l'erreur  e^; 
désignons  par 

Qt>      Qs»      Q4»       •••»      Qm»      Qm-i-l 

les   nombres  de  combinaisons  des   divers    ordres    qui  renferment 
l'erreur  e^,  et  par 

les  nombres  de  celles  qui  renferment  l'erreur  e^  avec  l'erreur  e,,; 

\ll>       Vj»       •••»       V/n»       \c/«-fi 

seront  les  nombres  de  celles  qui  renferment  l'erreur  e^  sans  l'erreur  c?,,. 
On  aura  d'ailleurs,  en  vertu  de  l'équation  (5), 
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et,  en  vertu  de  l'équation  (7), 

(Q»-Q;)-(Q.-Q;)H-...±(Q«^,-Q',,,):^Hh,. 

Si  l'on  retranche  ces  deux  équations  l'une  de  l'autre,  on  trouvera 


(8) 


q;-q;-«-q;-  .  :pQ'm:i:Q;«*.==i. 


Considérons  encore  une  troisième  erreur  définie  e^  contiguë  à  l'une 
des  deux  premières,  ou  à  toutes  les  deux  ensemble.  Désignons  par 


Rf»    Rit    •••»    Rmt    R 


m+l 


les  nombres  de  combinaisons  des  divers  ordres  où  entre  l'erreur  e^^ 
et  par 

**!»        **1»        •••»        **/ll»        **/«+l 

les  nombres  de  combinaisons  où  elle  entre  sans  aucune  des  erreurs  e.p^ 
e^;  on  aura,  en  vertu  des  équations  (5)  et  (7), 

R, —  R|-t-. .  qi  R,«di  (R»i+i  —  0  =  ï> 

(r,-.r;)-(r,-r;)h-...ip(r«--r;;.)±:(r«^,-r'«,j  = 


:îr  I 


et,  par  suite, 

(9) 


R*,  —  RJ  -♦-  RJ  —  . . .  qr  R;„  ±  R'^^.,  =  i 


En  continuant  de  même,  et  considérant  successivement  plusieurs 
erreurs  définies  c^,  e^;  e^,  e„  ...,  on  obtiendra  une  suite  d'équations 
semblables  aux  équations  (8)  et  (9).  D'ailleurs,  si  l'on  désigne  par  N 
le  nombre  des  erreurs  ej,,  e^,  e^,  ....  et  par 


N|»      W|»       •  •  •»      ^mf      N 


m+l 


les  nombres  de  combinaisons  des  divers  ordres  qui  renferment  ces 
mêmes  erreurs,  on  aura  évidemment 


N,          I 

-H  I 

-+- 1 

-H.  .  ., 

N.          P, 

h-q; 

^r; 

-h.... 

N,         l>. 

+  q; 

-+-«•3 

-h..  ., 

^m             *  /M 

+  QU 

-+-r:„ 

'    •    •    •    •    •  • 

N/n-Hi  —  l  m-h\ 

i-+-Q;., 

-4-  R" 

-h..  .. 
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Cela  posé,  si  Ton  ajoute  entre  elles  les  équations  (5),  (8),  (9),  ...  ou 

P,  -  P3  4-  P4  - . .  .qp  P.,  ±  (Pm-M  -0  =  1, 
RJ  —  R'i  H-R^  — . .  .q=  R^±:   R^^.,         ?=i, 


on  aura  l'équation  (6),  savoir 

N,-N3  +  N,-...q=N^±(N;„^,~-i)  =  Ni, 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

N,  —  N,  -+-  N3  — . . .  zh  N;,,  zp  N;„^,  =  =P  I . 

Si,  parmi  les  erreurs  e^,  e^,  e^,  ...  que  nous  avons  supposées  toutes 
définies,  quelques-unes  devenaient  indéfinies,  il  suffirait,  pour  avoir 
égard  à  cette  circonstance,  d'augmenter,  dans  l'équation  précédente, 
la  valeur  de  N;;,^,  d'une  unité. 

Il  résulte  des  calculs  précédents  que  si  l'équation  (6)  est  vraie  pour 
un  nombre  de  variables  égal  à  m  —  i,  elle  sera  encore  vraie  pour  un 
nombre  de  variables  égal  à  m.  D'ailleurs,  si  le  nombre  de  variables  se 
réduit  à  l'unité,  chaque  erreur  aura  pour  limites  deux  combinaisons 
du  deuxième  ordre;  et  chaque  combinaison  du  deuxième  ordre  sera 
une  limite  commune  à  deux  erreurs  contiguês.  Alors,  si  l'on  consi- 
dère plusieurs  erreurs  définies  et  contiguês  en  nombre  égal  à  N,,  et 
que  Nj  soit  le  nombre  des  combinaisons  du  deuxième  ordre  où  elles  se 
trouvent  comprises,  on  aura  évidemment 

N,=  N,H-i. 

Car,  toutes  les  erreurs  dont  il  s'agit  se  trouvant  alors  renfermées  entre 
deux  limites  déterminées,  si  Ton  fait  croître  la  variable  unique  de- 
puis la  première  limite  jusqu'à  la  seconde,  les  diverses  valeurs  de' 
cette  variable  correspondront  successivement  :  i**  à  la  combinaison  du 
deuxième  ordre  qui  forme  la  première  limite;  2*^  à  une  des  erreurs 
que  l'on  considère;  3**  à  une  nouvelle  combinaison  du  deuxième 

OF.uvres  de  C.  —  S.  II,  t.  I.  ^9 
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ordre;  /|"  à  une  autre  erreur,  etc.;  enfin,  à  la  combinaison  du  deuxième 
ordre  qui  forme  la  dernière  limite.  Mais  comme,  avant  d'arriver  à  cette 
dernière  combinaison,  on  aura  rencontré  alternativement  des  combi- 
naisons et  des  erreurs,  il  en  résulte  que  le  nombre  des  combinaisons 
surpassera  d'une  unité  celui  des  erreurs  que  l'on  considère.  On  aura 

donc 

N,z=N,-+-i        ou        N|  — N,=r  — I. 

L'équation  (G),  étant  ainsi  vérifiée  pour  le  cas  d'une  variable,  sera 
vraie,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  pour  le  cas  de  deux  variables  et,  par 
suite,  pour  le  cas  de  trois,  de  quatre,  etc.,  et,  en  général,  d'un  nombre 
queh'onque  de  variables. 

L'équation  (6)  étant  vraie,  l'équation  (3)  le  sera  également,  puisque, 
pour  l'obtenir,  il  suffira  de  supposer  dans  l'équation  (G)  le  nombre 
des  erreurs  e^,  e^,  e^,  ...  égal  au  nombre  total  des  erreurs  définies  et 
indéfinies  diminué  d'une  unité. 

Scholi'e.  —  Nous  avons  déjà  remarqué  l'interprétation  géométrique 
que  pouvait  recevoir  le  théorème  (3)  dans  le  cas  où  l'on  considère 
une,  deux,  ou  trois  variables.  On  peut  aussi  présenter  ce  théorème 
sous  une  forme  à  la  fois  simple  et  analytique,  quel  que  soit  le  nombre 
des  variables,  en  l'énonçant  comme  il  suit. 

Supposons  qu'ayant  combiné  entre  eux,  de  diverses  manières,  un  à 
un,  deux  à  deux,  trois  à  trois,  . . . ,  m  à  m  les  indices 

I ,     a,     if      '  *  •  «     Ml, 

on  forme  de  ces  combinaisons  plusieurs  séries  en  nombre  égal  à  m. 
Soient  respectivement 

[t]  I,     j,      3,      ...,    M,, 

[2]  a„    rt„    rïs,     ...,    flji.t 

[3]  bif     bi,     6„     ...,     6j(,, 

«•*  •••  **f  **'9  ••• 

ces  mêmes  séries,  que  nous  indiquerons  respectivement  par  les  nu- 
méros [1),  [2],  [3] [m—  1],  (m],  et  dont  chaque  terme  repré- 
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sente  une  des  combinaisons  dont  il  s*agit.  Supposons,  de  p]us,  que, 
la  première  série  étant  uniquement  composée  des  indices  eux-mêmes, 
chaque  terme  de  la  deuxième  soit  formé  par  la  réunion  de  deux  indices, 
et  que  les  termes  de  l'une  quelconque  des  autres  séries  comprennent 
chacun  les  indices  renfermés  dans  deux  ou  plusieurs  termes  de  la 
série  précédente,  de  manière  qu'on  finisse  toujours  par  épuiser  les 
termes  d'une  série,  en  écrivant  successivement  à  côté  les  uns  des 
autres  ceux  auxquels  un  ou  plusieurs  termes  de  la  série  précédente 
appartiennent  en  commun.  Supposons  ensuite  que  Ton  supprime,  dans 
les  séries  [2],  [3],  ...,  [m]  :  i^  tous  les  termes  qui  ne  renferment  pas 
l'indice  a;  2"  l'indice  a  et  tous  ceux  qui  ne  se  trouvent  pas  avec 
l'indice  a  dans  un  des  termes  de  la  série  [2];  et  qu'après  les  suppres- 
sions dont  il  s'agit,  les  séries  [2J,  [3],  [4] [m]  remplissent  les 

mêmes  conditions  auxquelles  satisfaisaient  précédemment  les  séries 
[l],  [2],  [3],  ...,  [m—  1].  Supposons  encore  que  l'on  supprime  de 
nouveau,  dans  les  séries  [3],  [4],  ...,  [m]  :  1°  tous  les  termes  qui  ne 
renferment  pas  l'indice  6;  2®  l'in'dice  6  et  tous  ceux  qui  ne  se  trouvent 
pas  avec  l'indice  6  dans  un  des  termes  de  la  série  [3];  et  qu'après  ces 
nouvelles  suppressions,  les  séries  [3],  [4], ...,  [m]  remplissent  les  con- 
ditions auxquelles  satisfaisaient  en  premier  lieu  les  séries  [1],  [2], .. . , 
[m  — 2];  enfin  que  l'on  ait  opéré,  avec  le  même  succès,  plusieurs 
suppressions  consécutives  semblables  aux  précédentes,  de  manière  k 
ne  conserver  que  les  séries  [w  —  1]  et  [m],  réduites,  la  première,  à 
une  série  d'indices  isolés,  et  la  deuxième,  à  des  combinaisons  de  ces 
mêmes  indices  considérés  deux  à  deux;  et  concevons  que,  dans  cette 
hypothèse,  chaque  indice  de  la  série  [m—  1]  reparaisse  dans  deux 
termes  différents  de  la  série  [m].  Si  les  suppressions  ci-dessus  indi- 
quées réussissent  également  quels  que  soient  les  indices  a,  6,  ...,  et 
quel  que  soit  l'ordre  établi  entre  ces  mêmes  indices,  alors,  en  dési- 
gnant par 

Ml,    Mj,    Ma,     ...,    M,„_,,    M,n 

les  nombres  des  termes  des  séries 

[1],     [2],     [3],     ...,     [m~l],     [ml, 
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on  aura  • 

(10)  M,-M,-!-M,-...-diM«..,m(M,„-i)=ri, 

le  signe  supérieur  devant  être  admis,  si  m  est  pair,  et  le  signe  infé- 
rieur, si  m  est  un  nombre  impair.  Nous  avons  ici  diminué  M«  d'une 
unité,  parce  que  le  cas  que  nous  considérons  répond  à  celui  où  toutes 
les  erreurs  seraient  définies. 


Exemple.  —  Considérons  les  trois  séries  de  combinaisons 


II] 
[2] 
[3] 


I,     a,     3,    4f    5,    6, 

(1,2),     (1,3),     (a, 3),     (4,5),     (4,6),'    (.5,6),     (i,4),     (^,5),     (3,6), 
(1,2,3),     (4,5,6),     (1,4,2,5),     (2,5,3,6),     (i,4,3,6). 


Il  est  facile  de  voir  que  ces  trois  séries  satisfont  aux  conditions  exi- 
gées. Car  :  i**  Les  termes  de  la  deuxième  résultent  des  combinaisons 
deux  a  deux  des  termes  de  la  première,  et  chaque  terme  de  la  troisième 
renferme  les  indices  compris  dans  drtix  termes  de  la  deuxième.  2**  Si, 
dans  les  séries  [2]  et  [3],  on  supprime  tous  les  termes  qui  ne  ren- 
ferment pas  rindice  i,  et  que,  dans  les  autres  termes,  on  conserve 
seulement  les  indices  2,  3  et  4  qui  sont  renfermés,  avec  l'indice  i, 
dans  le  premier,  le  deuxième  et  le  septième  terme  de  la  série  [2J;  les 
séries  [2]  et  [3]  deviendront 


[•21 
[3] 


a,  3,  4, 

(2,3),     (2,4),     (3,4). 


Par  suite,  la  série  [2]  ne  sera  plus  formée  que  d'indices  isolés;  la 
série  [3],  que  des  combinaisons  deux  à  deux  de  ces  mêmes  indices  ;  et, 
de  plus,  chaque  terme  de  la  série  [2]  sera  compris  dans  deux  termes 
différents  de  la  série  [3].  3**  Il  est  facile  de  s'assurer  qu'on  obtiendra 
des  résultats  semblables  si,  au  lieu  de  supprimer  les  termes  qui  ne 
renferment  pas  l'indice  i,  on  supprime  ceux  qui  ne  renferment  pas 
l'un  quelconque  des  autres  indices  2,  3,4»  •...  4°  Enfin,  avant  ou  après 
les  suppressions,  on  peut  épuiser  tous  les  termes  de  la  série  [3],  en 
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écrivant  à  la  suite  les  uns  des  autres  ceux  auxquels  appartiennent  en 
commun  un  ou  plusieurs  termes  de  la  série  [2J;  et  les  termes  de  la 
deuxième  série  jouissent  encore  de  la  même  propriété  relativement  à 
ceux  de  la  première.  Cela  posé,  comme  les  nombres  de  termes  des  séries 

[1],    [2],    [3] 
sont  respectivement 

6,    9,    5, 

on  doit  avoir,  en  vertu  de  l'équation  (lo), 

ce  qui  est  exact. 

Théorème  VI.  —  Si  l'on  désigne  par  m  le  nombre  des  éléments  variables, 
chaque  erreur  définie  se  trouvera  comprise  au  moins  dans  m  4-  i  combi- 
naisons de  l'ordre  /w  4-  i . 

Démonstration,  —  i**  Si  Ton  ne  considère  d'abord  qu'un  seul  élé- 
ment, chaque  erreur  définie  aura  pour  limites  deux  combinaisons  du 

deuxième  ordre,  ce  qui  vérifie  le  théorème  énoncé. 

2"  Supposons  que  l'on  considère  deux  éléments;  et  soit  Cp  une 

erreur  définie  quelconque.  Soit  (e^,  e^)  une  des  combinaisons  du 

deuxième  ordre  qui  lui  servent  de  limites.  Cette  combinaison  du 

deuxième  ordre  aura  elle-même  pour  limitas  deux  combinaisons  du 

troisième  ordre,  que  nous  désignerons  par 

\epy  6qf  Cf-jj     v.^/»,  eqy  eg). 

Soient  a,,  6,  ;  a^,  62  les  valeurs  des  deux  variables  données  x,  7,  qui 
satisfont  aux  deux  équations  doubles 

€p  i=r  Cq  ^31  6pf  6p  mr  g^  m:  f*^  ; 

l'équation  ep-=  e^  sera  équivalente  à  celle-ci 

■^  —  «1  ^  .r  — ^1. 
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ot,  si  l'on  donne  aux  variables  x  et  y  des  valeurs  qui  satisfassent  a  cette 
équation,  x  étant  compris  entre  a,  et  a,,  les  deux  erreurs  e^,  e^  devien- 
dront simultanément  les  plus  grandes  de  toutes.  Maintenant,  si,  au 
lieu  de  supposer  ep=e^,  on  suppose 

i  étant  une  quantité  positive  très  petite,  et  que  Ton  conçoive  toujours 
les  valeurs  de  x  et  de  y  comprises  entre  celles  que  déterminent  les 
équations  doubles 

€ p  —  €q  -+"  0      -  €^^  €p  —  €q  -f-  0  —  €g  \ 

il  est  clair  que  Terreur  Cp  restera  supérieure  à  toutes  les  autres,  et 
qu'elle  surpassera  même  l'erreur  e^  conjointement  avec  Terreur  e^,  si 
Ton  suppose 

et,  conjointement  avec  Terreur  e„  si  Ton  suppose 

Si,  maintenant,  on  fait  croître  2,  en  supposant  toujours  ep=eq'\-B  =  er, 
les  erreurs  e,,,  e^  continueront  à  être  conjointement  les  plus  grandes  de 
toutes,  jusqu'à  ce  qu'une  nouvelle  erreur  e^  ou  bien  Terreur  c,  elle- 
même  finisse  par  les  égaler  toutes  deux  pour  un  même  système  de 
valeurs  de  x  et  de  y;  et  c'est  ce  qui  arrivera  toujours  nécessairement, 
puisque.  Terreur  e^  étant  supposée  définie,  S  ne  peut  croître  indéfini- 
ment sans  que  Terreur  Cp  cesse  d'être  la  plus  grande.  On  obtiendra 
donc,  par  ce  moyen,  une  nouvelle  combinaison  du  troisième  ordre, 
savoir  (e^,  e^,  e^),  (e^  pouvant  être  égal  à  e,),  qui  renfermera  Terreur  ^^; 
et,  par  suite,  les  trois  combinaisons  du  troisième  ordre 

renfermeront  Terreur  définie  Cp,  ce  qui  vérifie  le  théorème  énoncé. 
3*^  Supposons  que  Ton  considère  trois  éléments.  Soient  e^  une  erreur 
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définie  quelconque  et  (c^,  e^  une  des  combinaisons  du  deuxième  ordre 
qui  renferment  cette  erreur.  Comme  Téquation  e^=e^  ne  laisse  que 
deux  variables  arbitraires,  on  pVouvera,  comme  dans  le  cas  précédent, 
que  la  combinaison  du  deuxième  ordre  dont  il  s'agit  appartient  à  trois 
combinaisons  du  quatrième  ordre.  Soient  respectivement 

ces  trois  dernières  combinaisons.  Si  Ton  donne  aux  trois  variables  a:, 
y,  z  des  valeurs  qui  satisfassent  à  l'équation  ' 

ep  =1    Cgf 

et  qui  soient  comprises  entre  les  limites  déterminées  par  les  trois 
équations  multiples 

6p  im  6q  m  Éf|.  nr  6sf  Cp  ^^^  €q  ^^  ^t  -—  ^tj  ^p  ■—-  ^q  -—  ^r —-  ^tt 

c'est-à-dire  des  valeurs  pour  lesquelles  on  ait 

^p=  eqj>  6f.f  Csi  ^/5 

les  erreurs  e^,  Cg  deviendront  simultanément  les  plus  grandes  de  toutes. 
Maintenant,  si,  au  lieu  de  supposer  Cp—  e^,  on  suppose  ep=  e^-^-  S, 
0  étant  une  quantité  positive  très  pptite,  et  que  l'on  donne  h  œ,  y,  z 
des  valeurs  comprises  entre  celles  que  déterminent  les  trois  équations 
multiples 

il  est  clair  que  l'erreur  Cp  restera  supérieure  aux  autres,  et  qu'elle  sur- 
passera l'erreur  eg  conjointement  avec  les  erreurs  e^,  e„  si  l'on  suppose 

»k 

Sp  —  6q  ~T"  0  —  C  f<  —  c j. 

Si  maintenant  on  fait  croître  S,  en  supposant  toujours 
les  erreurs  e^,  e^,  e,  continueront  à  être  conjointement  les  plus  grandes 
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de  toutes,  jusqu'à  ce  que  l'erreur  e^  ou  une  nouvelle  erreur  e^  par- 
vienne à  les  égaler;  ce  qui  finira  nécessairement  par  arriver,  puisque 
l'erreur  e^  est  supposée  définie.  Alors,  on  obtiendra  une  quatrième 
combinaison  du  quatrième  ordre,  qui  renfermera  l'erreur  e^^  ce  qui 
vérifiera  le  théorème  époncé. 

En  raisonnant  de  la  m^me  manière,  on  finira  par  démontrer  le  théo- 
rème, quel  que  soit  le  nombre  des  éléments  que  l'on  considère. 

Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  les  combinaisons 
du  deuxième  ordre  renfermaient  seulement  deux  erreurs,  celles  du 
troisième  ordre,  trois  erreurs,  etc.  Mais  il  est  aisé  de  voir  que  les 
mêmes  conclusions  subsisteraient,  si  le  nombre  des  erreurs  d'une 
ou  plusieurs  combinaisons  devenait  supérieur  à  leur  ordre. 

Théorème  VII.  —  Soient  é»^,  e^,  e^,  ...  plusieurs  erreurs,  définies  ou 
indéfinies,  comprises  dans  une  même  combinaison  de  l'ordre  m  -h  i , 
chacune  d'elles  pouvant  devenir  séparément  la  plus  grande  de  toutes. 
Soit,  de  plus,  e^  une  erreur  fictive  qui  soit  égale  aux  epreurs  e^,  ^^,  e^,  ... 
lorsque  celles-ci  deviennent  égales  entre  elles,  c  est-à-dire  pour  le  système 
de  valeurs  de  j?,  v,  5,  . . .  qui  correspond  à  la  combinaison  que  l'on  consi- 
dère. Si  l'erreur  fictive  e^  devient  supérieure  à  toutes  les  autres  pour  des 
systèmes  de  valeurs  qui  rendaient  précédemment  l'erreur  Cp  la  plus  grande 
de  toutes^  la  différence  e^  —  Cp  sera  nécessairement  positive  pour  quelques- 
uns  des  systèmes  de  valeurs  qui  correspondent  à  celles  des  combinaisons 
de  l'ordre  moules  erreurs  e^,  e^»  ••  •  f^ntrent  conjointement  avec  l' erreur  ep. 

Démonstration.  —  En  effet,  les  systèmes  qui  correspondaient  à 
l'erreur  Cp,  c'est-à-dire  ceux  pour  lesquels  l'erreur  Cp  devenait  supé- 
rieure à  toutes  les  autres,  se  trouveront  maintenant  séparés  en  deux 
groupes  au  plus.  Pour  l'un  de  ces  groupes,  on  aura 

Cp  >  Vu 

et,  pour  l'autre, 

Chacun  de  ces  groupes  aura  pour  limites  des  systèmes  correspondant 
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à  des  combinaisons  du  deuxième  ordre,  ceux-ci  des  systèmes  corres- 
pondant  à  des  combinaisons  du  troisième  ordre,  et  ainsi  de  suite  . . . , 
jusqu'à  ce  qu'enfin  Ton  arrive  ii  des  combinaisons  de  Tordre  /n,  qui 
auront  elles-mêmes  pour  limites  la  combinaison  de  Tordre  m  -h  i  que 
Ton  considère.  La. différence  e^  —  e^  sera  donc  positive  pour  quelques- 
uns  des  systèmes  qui  correspondent  à  celles  des  combinaisons  de 
Tordre  m  où  se  trouvent  comprises  les  erreurs  ^^,  c^., ...  avec  Terreur  e^,. 
Si  les  deux  groupes  dont  nous  avons  parlé  se  réunissaient  en  un 
seul,  on  aurait,  pour  ce  dernier  groupe,  ea>e^,  et  les  conclusions 
précédentes  auraient  lieu  a  fortiori. 

Théorème  VI H.  —  Soit  e^  une  erreur  qui  devienne,  pour  certains  sys- 
tèmes de  valeurs,  supérieure  à  toutes  les  autres.  Soit  de  plus 

\^P9  ^q9  ^r>  ^J»  •  •  •  ) 

une  des  combinaisons  de  l'ordre  m  -+-  i  qui  renferme  l'erreur  e^,.  On 
pourra  toujours  concevoir  une  erreur  fictive  e^  qui  devienne  égale  à  cha- 
cune des  erreurs  e^,  e^^  e^,  e„  ...  pour  l£  système  de  valeurs  qui  correspond 
à  la  combinaison  précédente,  et  qui  soit  inférieure  à  Cp  pour  tout  autre 
système  correspondant  à  cette  dernière  erreur. 

Démonstration.  —  Ce  théorème  paraît  vrai  et  général.  Mais  il  suffira, 
pour  notre  objet,  de  le  démontrer  dans  le  cas  où  le  nombre  des  combi- 
naisons de  Tordre  m,  qui  renferment  Terreur  e^,  et  qui  ont  pour  limite 
la  combinaison  donnée  de  Tordre  m  -i-  i,  ne  surpasse  pas  m. 

Cela  posé,  désignons  par  a,  6,  y,  ...  le  système  de  valeurs  de  .r,  y^ 
s,  . . .  qui  correspond  à  la  combinaison  de  Tordre  m  -^  i 

y^py  ^7»  ^r»  egj  .  .  ,)m 

Soient  de  plus 

Cr  =  a,.  4-  br^  -f-  Crf  -\-  drZ  -h  .  .  . , 


OFM^rcs  de  C.  —  S.  II.  t.  I.  '^O 
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Faisons  do  même 

«M»  f^uf  ^u^  ^«»  •••  étant  des  coeflieients  indéterminés.  Enfin  désignons 
par  A  la  valeur  commune  des  erreurs  e^^  e^,  e^,  ...  qui  correspond  au 
système  de  valeurs  a,  6»  y,  ....  Puisqu'on  suppose,  dans  ce  cas. 
Terreur  e„  égale  aux  autres,  on  aura 

Cette  équation  servira  à  déterminer  tf„,  lorsqu'on  connaîtra  A„,  c„, 

rf„ Il  reste  à  déterminer  ces  derniers  coefficients  de  manière  que, 

pour  tout  système  correspondant  à  rerrcur  e^  et  différent  de  a,  6,  y.  •••• 
la  différence  e?^—  e„  soit  positive. 
Faisons,  pour  plus  de  commodité, 

On  aura,  dans  ce  cas, 

ep:-  A  -h  bpx'-h  Cpy' -i-dpz' ~h, . ., 
Cg  —  A  -h  bgx'  4-  c^y'  -H  c/y-'  4- . . . , 


e„  ~  A  H-  bu-J^'  -+■  c^y  -h  rf«  s'  -h . . . . 


Si  Ton  égale  entre  elles  les  valeurs  précédentes  de  celles  des  erreurs  ^^, 
^r»  ^*»  •••  qui  entrent  avec  f^  dans  une  même  combinaison  de  l'ordre  /w, 
on  aura  une  équation  multiple,  et  cette  équation  multiple  déterminera 
les  rapports 


jc''      X' 


qui  conviennent  a  tous  les  systèmes  correspondant  à  cette  combinaison. 
Soient  k^  i,  ...  ces  mêmes  rapports.  Si  l'on  suppose  que  les  erreurs 
comprises  dans  les  combinaisons  dont  il  s'agit  deviennent  supérieures 
à  toutes  les  autres  pour  des  valeurs  positives  de  a?'  =  j;  —  a,  la  valeur 


QU'IL  FAUT  ATTKIBUER  A  DIVERS  ÉLÉMENTS,   ETC.     395 

commune  de  ces  diverses  erreurs,  correspondant  à  une  valeur  quel- 
conque de  x\  sera  de  la  forme 

A-hBo?', 
pourvu  que  l'on  suppose 

(i)      B  =  ôp-H  CpX:-+-  rfp/H-...=  6^-i-c^A:-+-rfy/-+-...=z  6;. -h c^ A: -h  é/^ ^ -+- . . . ; 

et,  comme  dans  le  cas  contraire  on  doit  avoir 

il  faudra  supposer 

^«4-  Cnk  -hdnl-h. .  .<B. 

Si  donc  l'on  désigne  par  8  une  quantité  très  petite,  que  l'on  pourra 
d'ailleurs  choisir  à  volonté,  et  que  l'on  fasse 

B(i-.«)  =  B', 
on  pourra  supposer 

(  2  )  ^„  H-  c„  A:  -f-  £/„  /  H- . . .  =  B'. 

Cette  première  équation  établira  entre  les  inconnues  A„,  c„,  rf„,  . . .  une 
relation  en  vertu  de  laquelle  la  différence  e^—  e^  restera  positive  pour 
les  systèmes  de  valeurs  correspondant  à  Tune  des  combinaisons  de 
%rordre  m  qui  renferment  l'erreur  e^,  et  qui  ont  pour  limite  la  combi- 
naison donnée  de  l'ordre  /w  4- 1. 

Supposons  maintenant  que  le  nombre  des  combinaisons  de  cette 
espèce  ne  surpasse  pas  m  ;  on  pourra  former  autant  d'équations  pareilles 
à  l'équation  (a)  qu'il  y  aura  de  semblables  combinaisons,  et  déterminer 
les  valeurs  de§  inconnues  é^,  c„,  rf„, ...  de  manière  que  toutes  ces  équa- 
tions soient  satisfaites.  Alors  on  sera  assuré  que  la  différence  e^ — e^ 
reste  positive  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  correspondant  aux 
combinaisons  dont  il  s'agit.  Par  suite,  cette  différence  sera  positive 
pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  qui  correspondaient  à  l'erreur  e^. 
Car,  si,  pour  quelques-uns  d'entre  eux,  elle  devenait  négative,  elle 
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Ir  serait  encore,  en  vertu  du  théorème  VIK  pour  quelques-uns  des 
systèmes  correspondant  aux  combinaisons  de  Tordre  m  que  l'on 
(•onsidère. 

Corollaire  L  —  On  pourra  toujours  déterminer  les  coefficients  de 
Terreur  fictive  e„  de  manière  que  cette  erreur  soit  inférieure  à  Cp  pour 
tous  les  systèmes  de  vîileurs  qui  rendent  Terreur  e^  supérieure  aux 
autres,  excepté  toutefois  celui  qui  rend  les  erreurs  e^^  e^,  c^,  ...  égales 
entre  elles,  et  pour  lequel  on  aura  encore  e^^.  c^.  De  plus,  puisque, 
pour  des  valeurs  données  des  variables  x,  v,  5,  . . . ,  la  différence 


^  p         ^u 


dépendra  de  la  différence  B  —  B'--Bo  et  de  toutes  les  différences 
semblables  qui  peuvent  devenir  chacune  aussi  petite  qu'on  le  jugera 
convenable,  et  que  les  coefficients  de  e^—  e„,  savoir 

Dp         0«,       Cp        Cu,       (tp        <7«,        .  .  , 

sont,  ainsi  qu'on  peut  le  conclure  des  équations  (i)  et  (^2),  du  même 
ordre  que  ces  différences;  on  voit  que  la  différence 


en-'  e 


H 


pourra  elle-même  devenir  moindre  que  toute  quantité  donpée. 

Corollaire  II.   —  Considérons  un  système  de  valeurs  pour  lequel' 
on  ait 

eq>epX 

on  pourra  toujours  déterminer  les  coefficients  de  c„  de  manière  que  la 

différence 

e  fi      ^M 

soit  inférieure  (abstraction  faite  du  signe)  à 

et,  par  suite,  de  manière  que  e„  soit  inférieur  à  e^.  Ainsi  Ton  pourra 
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toujours  faire  en  sorte  que  l'erreur  e„  ne  devienne  jamais  la  plus  grande 
de  toutes,  si  ce  n'est  pour  le  système  de  valeurs  qui  correspond  à  la 
combinaison  de  l'ordre  m  -h  i  que  l'on  considère,  et  pour  lequel  on 
aura  à  la  fois 

Cp SfÊ  -   -     "|« ■    .    •  ^M* 

Corollaire  III.  —  L'erreur  e„  étant  déterminée  comme  on  vient  de  le 
dire,  les  différences 

seront  toutes  égales  à  zéro  pour  le  système  do  valeurs 

a,     6,     y, 

qui  correspond  à  la  combinaison  que  l'on  considère.  Mais,  pour  tout 
autre  système,  une  ou  plusieurs  de  ces  différences  deviendront  posi- 
tives, et  si  l'on  augmente  indéfiniment  la  valeur  de  x  —  a,  en  laissant 
toujours  les  mêmes  valeurs  aux  rapports 


7—6       z—y 


,      . . . , 


X  —  a       X  —  <x 

celle  des  différences 

€p         cu,       Cq         ^u,        • • • 9 

qui  seront  positives,  finiront  par  devenir  plus  grandes  que  toute  quan- 
tité donnée. 

Corollaire  IV.  —  L'erreur  e„  étant  toujours  déterminée  de  la  même 
manière,  soit  e^  une  seconde  erreur  fictive,  et  faisons 

a* 

e  étant  une  quantité  très  petite,  mais  arbitraire.  Alors,  pour  le  système 
de  valeurs  a,  6,  y, ...  et  pour  les  systèmes  voisins^  l'erreur  e^ deviendra 
supérieure  à  toutes  les  autres.  De  plus,  comme  pour  des  valeurs  infinies 
de  a:  —  a,  V  —  6,  :;  —  Y'  •  •  •  •  quelques-unes  des  différences 

Cp  "^    ^M,  eq  —^   C|<,  ... 
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deviennent  positives  et  infinies,  et  qu'au  contraire  la  différence  e^,—  e„ 
est  toujours  constante,  on  voit  que,  pour  de  grandes  valeurs  or  —  a, 
y  —  6,  5  —  Y»  •  •  •  •  quelques-unes  des  différences 


^  p  ^¥*  ^i/  ^Vf 


deviendront  positives.  Par  suite,  les  systèmes  ile  valeurs  qui  rendent 
Terreur  e^  supérieure  aux  autres  ne  peuvent  s'étendre  h  l'infini.  Cette 
erreur  sera  donc  une  erreur  définie,  fiinfin  il  est  aisé  de  voir  que  les 
combinaisons  de  l'ordre  k  qui  renfermeraient  quelques-unes  des 
erreurs  c,„  e^,  e^,  ...  comprises  dans  la  combinaison  de  l'ordre  m  -h  i 
que  l'on  considère,  se  trouveront,  par  l'addition  de  l'erreur  e^,  trans- 
formées en  des  combinaisons  de  Tordre  ^  -i-  i . 

Théorème  IX.  —  Si  l'on  désigne  par  m  le  nombre  des  éléments  va- 
riables, chaque  combinaison  de  l'ordre  m  -h  i  sentira  de  limite,  au  moins, 
à  m-h  i  combinaisons  de  l'ordre  m. 

Démonstration.  —  Soit 

K^pt  e^f  Cf^  €sf  •  •  •  ) 

la  combinaison  de  Tordre  m  -h  i  que  Ton  considère,  et  soit  e^  une  des 
erreurs  comprises  dans  cette  combinaison,  erreur  qui  pourra  devenir 
supérieure  à  toutes  les  autres.  Si  le  nombre  des  combinaisons  de 
Tordre  m  qui  renferment  Terreur  e^  est  supérieur  à  /w,  le  théorème  se 
trouvera  vérifié  immédiatement;  mais,  si  ce  nombre  n'est  pas  supérieur 
a  m,  on  pourra,  en  vertu  de  la  proposition  précédente  (corollaire  IV), 
concevoir  une  erreur  fictive  e^  qui  soit  définie  et  qui  surpasse  toutes 
les  autres  pour  le  système  de  valeurs 

a,    €,    y,     ... 

correspondant  à  la  combinaison  de  Tordre  m  -t-  i  que  Ton  considère. 
De  plus,  si  Terreur  fictive  e^  est  déterminée  par  la  méthode  que  nous 
avons  indiquée,  alors  chacune  des  combinaisons  de  Tordre  A  qui  appar- 
tenaient à  la  combinaison  donnée  de  Tordre  m-hi  deviendra,  par 
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Taddition  de  Terreur  e^,  une  combinaison  de  Tordre  A-f- 1.  Par  su*ite, 
le  nombre  des  combinaisons  de  Tordre  m -h  i  qui  renfermeront  Terreur 
définie  e^  sera  égal  au  nombre  des  combinaisons  de  Tordre  m  qui 
avaient  pour  limite  commune  la  combinaison  donnée  de  Tordre  m 4-1. 
D'ailleurs,  en  vertu  du  théorème  VI,  le  nombre  des  combinaisons  de 
Tordre  w -+- 1  qui  renferment  une  même  erreur  définie  est  au  moins 
égal  à  m -H  I.  Il  en  sera  de  même  du  nombre  des  combinaisons  de 
Tordre  m  qui  ont  une  même  limite;  ce  qui  vérifie  le  théorème  énoncé. 

Lorsque  le  nombre  des  erreurs  renfermées  dans  la  combinaison  de 
Tordre  m  + 1  que  Ton  considère  est  seulement  égal  à  m  -*-  i,  on  peut 
encore  démontrer  facilement  le  théorème  IX  de  la  manière  suivante  : 

Soient  c^,  c^,  e.r^  ...  les  erreurs  renfermées  dans  une  même  combi- 
naison de  Tordre  //î  H-  i ,  en  nombre  égal  à  w  -H  i .  Ces  erreurs  devien- 
dront simultanément  les  plus  grandes  de  toutes,  si  Ton  détermine  les 
variables  x,  y^  z,  ...  par  Téquation 


6p  —  €q  —  €f 


Mais,  si  Ton  désigne  par  0  une  quantité  très  petite  et  positive,  et  que 
Ton  détermine  a?,  ^,  5,  ...  par  Téquation 

€  p  ~T~  0  —  Cq  —  €f  —  •  •  •  , 

Terreur  Cp  deviendra  inférieure  aux  autres*  et  les  erreurs  e^,  e,^  e„  ... 
seront  simultanément  les  plus  grandes  de  toutes.  Dans  le  même  cas, 
la  combinaison 

(  ^q%  ^r»  ^sy  •  •  •  ) 

sera  de  Tordre  m.  On  obtiendra  donc  une  combinaison  de  Tordre  m 
formée  d'erreurs  qui  deviennent  simultanément  les  plus  grandes  de 
toutes,  si  dans  la  combinaison  donnée 

\  ^pj  ^gy  ^r»  ^s%  •  •  •) 

on  supprime  la  première  erreur  e^.  On  arriverait  encore  aux  mêmes  con- 
clusions si,  au  lieu  de  supprimer  Terreur  c^,  on  supprimait  Terreur  <?,,, 
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ou  Terrour  e,. ou  quelqu'une  des  autres  erreurs  données.  Ces  der- 
nières étant,  par  hypothèse,  en  nombre  éjçal  à  /w-f-i,  on  obtiendra, 
par  ces  diverses  suppressions,  m  -h  i  combinaisons  de  Tordre  m,  qui 
toutes  se  trouveront  comprises  dans  la  combinaison  donnée. 

« 

Corollaire,  —  Soient  M,„^,  le  nombre  total  des  combinaisons  de 
l'ordre  /w  -h  i,  et  M;^  le  nombre  total  des  combinaisons  de  Tordre  /w, 
tant  définies  qu'indéfinies.  Puisque  chaque  combinaison  de  Tordre 
m  -h  I  renferme  au  moins  m  -h  i  combinaisons  de  Tordre  m,  et  que 
chaque  combinaison  de  Tordre  m  a  pour  limites  deux  combinaisons 
de  Tordre  ^n  -h  i,  si  elle  est  définie,  et  une  seule,  si  elle  est  indéfinie; 
on  aura 

i//i -hOM^^i  <2M„,,        ou        M„,> M^^,. 

2 

Cette  inégalité  jointe  si  Téquation  (3)  du  théorème  V  sert  à  déterminer 
une  limite  du  nombre  d'opérations  qu'exige  la  méthode  exposée  dans 
ce  Mémoire. 

TnÉORÉME  \,  —  Le  nombre  des  opérations  qu  exige  la  méthode  exposée 
dans  ce  Mémoire  nesl  pas  d'un  ordre  plus  élevé  que  le  nombre  des  com- 
binaisons m  —  \  à  m  —  \  des  erreurs  données,  m  étant  le  nombre  des 
éléments  variables. 

Démonstration,  —  En  effet,  supposons  qu'en  ayant  seulement  égard 
aux  combinaisons  formées  d'erreurs  qui  puissent  devenir  simultané- 
ment les  plus  grandes  de  toutes,  on  désigne  par  M,  le  nombre  des 
.  erreurs  simples  ou  combinaisons  du  premier  ordre,  et  par 


Mj,    Mj,     . . ,,    M,;,,    M 


/«-f-i> 


les  nombres  de  combinaisons  du  deuxième,  du  troisième,  ...,  enfin, 
du  /w'*'""^  et  du  (m  4- 1)»*"»*  ordre.  On  aura,  en  vertu  du  théorème  V, 

M;„+i  —  M;n H-  M^,_ ,  — . . .  di  Mj  T  M,  ±  I  =  0, 


QU'IL  FAUT  ATTRIBUER  A  DIVERS  ÉLÉMENTS,  ETC.    401 
et  en  vertu  du  théorème  IX,  • 

"'m^  — :: — M,ii-4-i- 

Si  Ton  ajoute  membre  à  membre  Téquation  et  i*inégalîté  précédentes, 
on  aura 

M;^_,  —  M,„_,-+-..  .±:M,HpM,  =îz  j  > M;,,^,, 

d'où  l'on  conclut 

(I)  M,„^.,<— ^(M,„_,-M„_,-^...±M,rpM,±i): 

le  signe  supérieur  devant  être  admis  si  m  est  un  nombre  impair,  et 
le  signe  inférieur  dans  le  cas  contraire.  D'ailleurs  M,„^,  représente, 
comme  on  Ta  déjà  remarqué,  la  limite  du  nombre  des  opérations  à 
faire,  et  M;„_,  indique  le  nombre  des  combinaisons  de  l'ordre  m  —  i, 
qui  est  ou  égal  ou  inférieur  au  nombre  des  combinaisons  w  —  i  à 
m  —  I  des  erreurs  données  ou  d'une  partie  de  ces  erreurs.  L'inégalité 
précédente  vérifie  donc  le  théorème  énoncé. 

Corollaire  /.  —  Si  l'on  a  deux  éléments  variables,  il  faudra  supposer 
m  =  2,  et  l'inégalité  précédente  deviendra 

M,<  2M1—  2  : 

Par  suite,  le  nombre  des  opérations  à  faire  ne  pourra  surpasser  2  M, 
ou  le  double  du  nombre  des  erreurs. 

Corollaire  IL  —  Si  l'on  suppose  /w  =!=  3,  on  aura 

M^<Mj— M,-+-i  : 

Par  suite,  le  nombre  des  opérations  à  faire  ne  pourra  être  d'un  ordre 
supérieur  au  nombre  des  combinaisons  deux  à  deux,  c'est-à-dire  au 
carré  du  nombre  des  erreurs. 

OEuvret  de  C.  —  S.  Il,  t.  I.  5l 
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Corollaire  III.  —  Si  l'on  suppose  m  =^,  on  aura 


M,<|(M,    -M,-r-M, -i)  : 


Par  suite,  le  nombre  des  opérations. à  faire  ne  pourra  être  d'un  ordre 
supérieur  à  M,  ou  au  cube  du  nombre  des  erreurs,  etc. 
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PHÉNOMÈNES  DONT  CETTE  INTÉGRATION  FAIT  CONNAITRE  LES  LOIS 
'"  DANS  LES  QUESTIONS  DE  PHYSIQUE  MATHÉMATIQUE. 
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La  solution  d'un  grand  nombre  de  problèmes  de  Physique  mathé- 
matique dépend  de  l'intégration  d'équaiions  aux  différences  partielles 
linéaires,  et  a  coefficients  constants,  dans  lesquelles  les  dérivées  de 
la  variable  principale  sont  toutes  du  même  ordre.  Telles  sont,  en  par- 
ticulier, les  équations  qui  expriment  les  lois  de  la  propagation  des 
ondes  à  la  surface  d'un  liquide  renfermé  dans  un  canal  dont  la  profon- 
deur est  très  petite,  et  les  lois  de  la  propagation  du  son  dans  un  gaz, 
dans  un  liquide,  ou  dans  un  corps  solide  élastique.  Il  était  important 
d'obtenir  les  intégrales  générales  des  équations  de  ce  genre  sous  une 
forme  telle  qu'on  pût  en  déduire  aisément  la  connaissance  des  phéno- 
mènes que  ces  équations  représentent.  Tel  est  l'objet  du  Mémoire  qu'on 
va  lire.  Dans  les  premiers  paragraphes,  je  m'occuperai  de  l'intégratron 
des  équations  linéaires  aux  différences  partielles  et  a  coefficients  con- 
stants, du  deuxième  ordre,  ou  d'un  ordre  pair  supérieur  au  deuxième, 
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mais  dans  lesquelles  toutes  les  dérivées  sont  de  même  ordre.  J'appli- 
querai ensuite  les  formules  trouvées  à  diverses  questions  de  Physique 
mathématique. 

§  I.  Sur  rintégration  d'une  certaine  classe  d'éçueuiohs 
aux  différences  partielles  du  deuxième  ordre. 

Soient^,  v,  s,  t  quatre  variables  indépendantes,  et  «  une  fonction  de 
res  quatre  variables,  déterminée  par  Téquation  aux  différences  partielles 

,  ,         (Ph         d^H         d^H         â*\i  â^H  d^H  ô^H 

di*  dx^         dy^         oz*  dydz  ozdx  oxoy 

dans  lesquelles  a,  b,  c,  d,  e,  f  désignent  ^es  constantes  choisies  de 
manière  que  le  polynôme 

(2)  Aa'4- B6*-|-cy*-h  2D6y -4- QEya -h  araG 

reste  positif  pour  toutes  les  valeurs  possibles  des  quantités  a,  6,  y;  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  de  manière  que  Féquation 

(3)  AJ^*4-  B^'-H  C5*4-  2D/5  -f-  9BC.r-h  'y.^xy  ^i  I 

représente  un  ellipsoïde.  Supposons  d'ailleurs  que  l'on  connaisse  les 

d^ 
dt 


valeurs  de  «  et  -r-  correspondant  à  /  =  o,  ej  que  ces  valeurs  soient 


respectivement 

I^  valeur  générale  de  »  sera 

(5)  ^  =  (^y  f  f  f  f  f  fe^^"''^^''^'e^<y  ï*H^cT(--v)v^Ue/arf6rfyr/).rf;*</y, 

e  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens,  l'intégration  relative  à 
chacune  des  variables  auxiliaires  a,  6,  y,  X,  (jl,  v  devant  être  effectuée 
entre  les  limites  —  oo,  -1-  oc,  et  la  lettre  U  représentant  une  fonction 
de  a,  6,  y,  X,  (jl,  v,  /,  propre  à  vérifier  :  i"  quel  que  soit  /,  la  formule 

d*U 

(6)  (Aa*4-  b6*4-  <:•/'-+-  2D6y  4-  2Kya  -f-  2Fa6)U  h — r-^  :=o; 
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2**  Pour  /  =  o,  les  deux  conditions 

(7)  U  =  ro(>,  fx,v),  —=a(hix,v). 

Cela  posé,  si  Ton  fait,  pour  abréger, 

(8)  A«'4-B6*-*-Cy'-h2D6y  -h  QBya  -h  2F«6=:9«, 

on  trouvera 

(9)  U  =  iij(>,  fx,  v)  cos^/ H-  n(X,  fx,  v) 5^, 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(10)  U  =  ct(X,  jUL,  v)cos0^-+-  /    UCkf  iif  y)  cos 6 tdt; 

t/o 

et  l'on  aura  par  suite 

::::,  f—Y  f  f  f  f  f  re«f'-^>*^*e^<r-|A)/^eT<'-^)/^ 

X  cos 0 tus ("kj  IX,  v)dxdSdy cOi dix d^j 

/^— y  r  r  r  r  r  r  re^i'-y^)}r'^e^(y-v-)^ie^^--'''^^^ 

X  cosdr  n(X,  jUL,  v)  rf/  é/a  éf6  rfy  dl  d\x  dv. 

Observons  maintenant  que  Téquation  (8)  peut  être  présentée  sous  la 
forme 


(12) 


m--m 


Donc, 

si 

l'on 

/   G  = 

fait 

• 

H  = 

=  B  — 

F* 
A    "^ 

AB  — 
A 

F* 

(i3) 

1  = 

=  C  — 

B»_ 

A 

B  - 

■")■ 

F* 

A 

ABC  —  AD*  —  BB'  —  CF*  -+-  2  DEF 

, 

AB —  F* 


^06 
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ot  (le  plus 


F  ^         K  , 

A  A  ' 


^         AD  — KF  Cil  I 

6  -+ y  =  €',         y  =  y', 

AB  —  F*  '  '  ' 


ou,  ro  qui  revient  au  même. 


(lo) 


AB  —  F*  ' 


F 

A 


FD  —  BB     , 
^V' 


AB  —  F' 


y -y. 


on  aura  simplement 


(i6) 


Soient  d'ailleurs 


(;«-G«'*-+-H6'«-t-jy'«, 


('7) 


et 


(i8) 


F 


X  -  j-,        \  ^  y 


jp. 


I  —  5  — 


AD  —  KF  FD  —  BE 


AB  —  F^ 


AB  —  F^ 


AD  —  EF  FD  —  BE 


V  =r  V  — 


AB  —  F 


7f* 


AB  —  F^ 


).. 


On  trouvera 


(19)     a(^-X)-6(j-fjL)+y(c^v)  =  a'(x~V)  +  6'(Y-fii')H-y'(r-v'), 

et,  par  suite, 

f  f  f  f  f  /  ef*^-'"'^*~^<?^''^~l*^»'^t'Yf=-^H'^ 

X  cos 6 ^  ro(X,  jUL,  V )  ^/a  </6  ^y  dl  dyi  dv 

X  cos6/  cj()..  ]UL,  v)  dot'  do'  dy'  dV  rffz'  é/v' 
f  f  f  f  f   / cosa'^x  —  >/)cosc'(Y  — |jl')  cosy'(i  —  v') 

X  cos 0/  BT( ).,  /ji,  V  )  ^/y  ^c'  dy'  dïJ  d^i'  dv', 

rintégration  relative  à  chacune  des  variables  auxiliaires  a',  è\  y\  X  , 
ul',  v'  devant  être  effectuée  entre  les  limites  —  oc,  -f-  oc. 


(20) 
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Soit  encore 


1 


« 

On  aura,  en  vertu  d*une  formule  que  j'ai  donnée  dans  le  XIX**  Cahier 
du  Journal  de  l'École  Polytechnique  {voir  p.  292), 

y»«o       /**        /** 

f      I      f     cosa'(x  —  >/)cos6'(y  —  |jL')cosy'(z  —  y') 

•/  «^  ^  V  «^  ^  *^  ^_  gQ 

1 
X  cos(Ga'»4-H6'*-f-j/*)*/rfa'e/6'rfy' 

(22) 


— j — p^Y"  /     «sin/'acosa^e/a 
-- — r— ; 7-  /     cos/acosa^aa. 


Dans  l'équation  (22),  l'intégrale 


/ 


cos/'acosa/<ia 


peut  être  remplacée  par  la  suivante 


cosra  cos  a  tda, 


K  désignant  une  quantité  positive  infiniment  petite;  et,  comme  on  a* 
d'ailleurs  - 


g-Kyo^cos/'acosa/^a  —  2  j     e'*"cos/'a  cosa/^a 


t.'  _  00  •  «•  0 

K  ^  _  ^ 

'      ~~  K*'^(r  —  t)^  "^  K-H-  (r-+-  ty  ~~  K*-+-(/— 0?  ' 

il  est  clair  que  la  formule  (22)  pourra  être  réduite  a 

(    /   /  /  cosa'(x  — X')cos6'(Y--fjL')cosy'(z  — v')cosÔ^^a'rf6'c/7' 
(23)    !  4 5 1  4 5 1 


.1-    i.   X 
G»H*i* 


G"H"JT 
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Cola  posé,  les  formules  (i  i)  et  (20)  donneront 


H  = 

(a4) 


Concevons  à  présent  que  Ton  considère  les  trois  rapports 


G»  H*  J* 


comme  représentant  des  coordonnées  rectangulaires,  et  que  l'on  trans- 
forme ces  coordonnées  rectangulaires  en  coordonnées  polaires,  dont 
l'une  soit  précisément  la  variable  r,  à  l'aide  des  formules 

}/  —  X  m'  —  V  v'  —  z 

(aS)      - — j — r=rcos/>,     - — ; — = /*sin/>cosr/,     — j — mrsin/^sin^/. 

G»  H*  j* 

On  devra,  dans  la  formule  (2'i),  à  la  place  du  produit  dV  d\L  €h\  écrire 
le  suivant  G'^n^ji^r^sinpdpdqdr^  et  l'on  tirera  de  cette  formule 

(a6)       { 

les  intégrations  devant  être  effectuées  entre  les  limites  /i  =  o,/>  =  r, 
q  =z6,  q  =  21:,  r  =  o,  r  =  00.  Or,  k  étant  un  nombre  infiniment  petit, 
si  l'on  désigne  par  /,  /n,  n  ce  que  deviennent  les  valeurs  de  X,  (jl,  v, 
tirées  des  équations  (i8)  et  (^d),  lorsqu'on  y  suppose  r=  ^  on  aura 

j^— y— ypGT(X,  fx,  v)r rfr  =  71/ tij( /,  m,  «); 

et  par  conséquent  la  formule  (26)  donnera 

lie    /«tic 


=:  y—  I      1       ts\npU{lf  m^  n)dpdq 


(a8)  ;  -•   "• 

^        '  '  .tic     /»1C 


7^  ^  y       I     t^\npm(t,m,n)dpdq. 


*  0      *  0 
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les  valeurs  de  /,  /w,  n  étant 

/    =  X -h  G*  f  COS/?, 

(ao)    J  m  =  Y  H-  h'^/  sin/?  cosç  +  -  (x  -h  g'  ^  cos/>), 

/i  =z  -i-j'/sm/>sin^  H j  Vx-+-H^smpcos^y-i--Vx-HG'/cos/?^ 

JLo        ~  «^  ML. 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

■ 

1 

/    z=  J?  4- G*  ^  COS/?, 

1  pi 

(3o)      <  '»=/-»-H*^sin/icos^-h -G*/cos/>. 

î-       .  AD  —  BF    4       .  B     1 

/i  =5  -f- j  /sin/?sin^  H jH'/sm/>cos9  H — g  /cos/>. 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'équation  (i)  se  rapporte  à  une 
question  de  Mécanique  ou  de  Physique,  dans  laquelle  t  représente  le 
temps,  etx.y^s  des  coordonnées  rectilignes;  supposons  d'ailleurs  que 

les  valeurs  initiales  de  «  et  ^>  savoir  :  ar(a?,  y,  s)  et  'îî(rr,  j,  5),  soient 

sensiblement  nulles  pour  tous  les  points  situés  à  une  distance  sensible 
de  l'origine.  Au  bout  du  temps  /,  les  fonctions  cy(/,  m, /i),  'K(l,m,n) 
ne  cesseront  d'être  nulles  que  pour  des  valeurs  de  /,  /w,  //,  très  peu 
différentes  de  celles  qui  vérifient  les  trois  conditions 

(3l)  /=0,  /?!  riz  O,  71  =  O, 

desquelles  on  tire,  en  les  combinant  avec  les  formules  (29), 

X  H-  G*  ^  cosp  =  0,        Y  H-  h'  ^  sïnp  cosg  =  0,        z  -h  j*  ^  sin/>  sin  ç'  =  o, 

et,  par  conséquent, 


X*         Y*         Z« 


(32)  _-4-I-H-_:=:£î. 

'  G  H  i 

Si  dans  l'équation  (82)  on  remet,  pour  les  valeurs  x,  y,  z,  leurs  valeurs 

OEuvres  de  C  —  S.  U,  t.  I.  5a 
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déduites  des  formules  (17),  elle  deviendra 

(   (BC  — D-)J~«-+-(CA  — i')v'-^(AB  — P')5' 

.  33 .         ] -h  st(BF  —  Ap)y^  -f-^(FD  — Bg).r;;~i-  ^(pk  — cp)xy  |  _  , 

ABC  —  AD*  —  BE*  —  CF*  -I-  2  DBF  ~ 

Donc,  au  bout  du  temps  /,  la  variable  «  n'aura  de  valeur  sensible  que 
dans  le  voisinage  de  la  surface  du  second  degré,  représentée  par 
Téquation  (33).  II  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer  que  cette  surface 
est  un  ellipsoïde.  En  effet,  la  valeur  de  0*  fournie  par  Téquation  (8) 
ou  (i6)  devant  être  positive,  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées 
aux  variables  a,  6,  y  et,  par  conséquent,  aux  variables  a',  6',  y\  les 
quantités  g,  h,  j  seront  nécessairement  positives.  Donc,  le  premier 

m 

membre  de  la  formule  (32)  ou  (33)  restera  positif,  quelles  que  soient 
les  valeurs  attribuées  aux  variables  x,  y,  z  et,  par  conséquent,  aux 
variables  ar,  y,  z. 

Si,  pour  plus  de  simplicité.  Ton  pose 

(  34  )  ABC  —  AD*  —  BE*  —  CF'  -i-  a  DBF  =  K, 


et 


^        ^  .    CA  —  R*  AB  —  F* 

a  = >    b— f         c— 


(35) 


BC 

d' 

K 

BF 

— 

AD 

.    «    »«  FD  •—  BE      ^    DB  — •  CF 

k  K  K 


l'équation  (33)  deviendra 

(36)  SiX^~\-  b^'-H  C5*-h  2dyz  -h  2ezx  -+-  afa:/  =  l'. 

Si  d'ailleurs  on  nomme  r  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au 
point  (x,  r,  5)  de  l'ellipsoïde  représenté  par  l'équation  (36),  et  a,  6,  y 
les  angles  formés  par  ce  rayon  vecteur  avec  les  deux  axes  des  x^y^  z, 
supposés  rectangulaires,  on  aura 

(37)  :r  =  rcosa,        j'  =  /cos6,        5=z/'cosy, 
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et,  par  suite, 

(38)  r  =  ai, 

la  valeur  de  û  étant  positive,  et  déterminée  par  la  formule 

(39)  jj)i  =  acos'.  +  bcos'8  +  c»08', 

[  +  adcosScosy  -§-  aecosy  cosa  +  af  cosoccosë. 

Cela  posé,  concevons  que  la  quantité  »  dépende  de  vibrations  très 
petites  d'un  corps  solide,  ou  d'un  fluide  pondérable  ou  impondérable; 
et  que  ces  vibrations,  d'abord  produites  dans  le  voisinage  de  l'origine 
des  coordonnées,  se  propagent  dans  l'espace  et  donnent  ainsi  nais- 
sance à  une  onde  sonore  ou  lumineuse.  La  surface  de  l'onde  coïncidera 
évidemment,  au  bout  du  temps  t,  avec  l'ellipsoïde  représenté  par 
l'équation  (36).  Par  suite,  la  vitesse  du  son  ou  de  la  lumière,  mesurée 
suivant  le  rayon  vecteur  r,  sera  la  quantité  constante  désignée  ci- 
dessus  par  Q,  et  déterminée  par  la  formule  (Sg). 

Considérons  maintenant  un  point  dont  les  coordonnées  x',  y',  s 
seront  liées  aux  coordonnées  x,y,  z  de  l'ellipsoïde  (33)  ou  (36)  par 
les  formules 

(40)  '  tx' -i-iy'-{-Dz'  =  y, 

\   Bx'  +  Dj'-f- C3'=;  J, 

On  tirera  de  ces  formules 

,_  (  BC  —  D' )3:  4- (  PB  —  CF),r  +  (fI)  — BE)3 


ABC  —  ad' 

—  BK'  — CP--t-2DEF 

(DE. 

-CF)a^-^l 

[CA  — BMr-^(EP  — AD)« 

ABC  —  AD' 

—  BB'— CF'+aDEF 

(FD. 

~Bi!)^  + 

(EF  — AD)rH-(*B  — I-MS 

puis,  en  combinant  les  équations  (4 1)  avec  la  formule  (33),  on  trouvera 

(43)  xx'~\'yy'->rzi'—t*. 
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Enfin,  Ton  tirera  dos  équations  (4o)  et  (/|2), 

Donc,  le  point  {af^  y\  5')  se  trouvera  sur  la  surface  d'un  second 
ellipsoïde,  représenté  par  Téquation  (i3).  De  plus,  si  l'on  nomme  r' 
le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  {x\y\  5'),  et  S  l'angle 
compris  entre  les  rayons  vecteurs  r,  ^,  on  aura 

(U)  coso— ^-- t 

rr 

en  sorte  que  l'équation  (43)  pourra  être  réduite  à 

(45)  rr'cosd  =  ^*. 

Donc,  le  produit  qu'on  obtiendra,  au  bout  du  temps  /,  en  multipliant 
les  rayons  vecteurs  correspondants  r,  r'  par  le  cosinus  de  l'angle  com- 
pris entre  eux  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  premier  de  ces  rayons 
vecteurs  par  la  projection  du  second  sur  le  premier,  sera  constam- 
ment égal  à  /*.  Ajoutons  qu'étant  donné  un  point  {x\y\  5')  de  l'ellip- 
soïdt*  (43),  on  pourra  facilement  déterminer  le  point  correspondant 
(x,  /,  z)  de  l'ellipsoïde  (33).  En  effet,  pour  y  parvenir,  il  suffira  de 
mener  par  le  point  {x\y ^  5'),  trois  plans  parallèles  à  ceux  que  repré- 
sentent les  équations 

,    AX-i-  F»'  -h  B3  =0, 
\ 
(46)  <    FJ~ -h  B  V  -+-  DC  =  O, 


I    EX  -h  D/-hC3  =  O. 

Si  l'on  nomme  x'\y\  s"  les  coordonnées  des  points  où  ces  trois  plans 
rencontrent,  le  premier.  Taxe  des  or,  le  deuxième,  l'axe  des  j',  le 
troisième,  l'axe  des  s,  on  aura  évidemment 

;   Ax'-f-  PV'-+- Ev'=;  AX', 

\ 
(47)  '    Fx'-rB/-t-D3'==By', 

Bx'  -h  D  V'  -+-  es'  =  es'. 
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et,  par  suite, 

(48)  Xz^kx\  y^i^y^  ^ïrrc^". 

•  On  remarquera  que  le  point  correspondant  aux  coordonnées  a?", y, 
5*  sera  situé  sur  la  surface  d'un  troisième  ellipsoïde,  dont  la  construc- 
tion pourra  servir  à  celle  de  Tellipsoîde  (33),  puisqu'on  passera  de 
l'un  à  l'autre,  en  faisant  croître  ou  décroître  l'abscisse  x  du  troisième 
ellipsoïde  dans  le  rapport  de  i  à  a,  et  l'ordonnée  v  ou  s  dans  le  rapport 
de  I  à  B  ou  de  I  à  c. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  quantités  d,  e,  f  s'évanouissent,  l'équa- 
tion (i)  se  réduit  à 

,,  ,  c)*«        c?««         c?»«        d«« 

(49)  -nS-  =  A-T— 7   -hB-T— ;   -hC-T-r« 

^^'  ôt^  dx^         (jy         âz* 

Alors  aussi  l'on  tire  des  formules  (i3) 

(50)  G=r=A,  H=rB,  J  =  C, 

et  des  formules  (20) 

(5i)     /  =  j?-h  A*^cos/>,        ni-=.y  +  B*^sin/>cos7,        n^iz  -f- c^/sin/^sinçr. 

Donc  la  valeur  générale  de  «,  déterminée  par  l'équation  (28),  devient 

X  t:\x  -h  A^  t  cosp,  y  -^  B'^sin/>cos^,  z  -h  c^ t  sinp  sln  q)  dp dq 

(5a)    { 


I  â  r  c  \  ■ 


/  X  1  1.  \ 

X  xn\x  -\-  jl^  tcospy  y  ■+-  ^^tsinp  cos^,  s  +  c^  t  sin p  sïnq )  dp  dq. 

Alors  aussi  les  axes  des  deux  ellipsoïdes  représentés  par  les  équa- 
tions (33)  (43)  coïncident  en  direction  avec  les  axes  des  x,  j,  5,  et 


kV*  MÉMOIRE  SUR  L'INTÉGRATION 

1rs  équations  de  ces  deux  ellipsoïdes  deviennent  respectivement 


r»       r*       -« 


(53)  — -^.11-4- -— /», 

^        '  ABC 

(54)  Ax'*-+-B/*-hC5'*=/«. 

Ces  deux  équations  résultent  Tune  et  l'autre  de  la  formule  (42)  com 
binée  avec  les  formules  (4o)  qui,  dans  le  cas  présent,  se  réduisent  à 


(55)  Aar'=jc,         b/  =  /,         cz  —  z. 

De  plus,  réquation  (39),  qui  détermine  la  vitesse  û,  donne  simplement 

,^^,  I        cos*a       cos*6       cos-y 

(56)  —  '  ^         ' 


12*  ABC 


Cela  posé,  si  Ton  nomme  û|,  û,,  û,  les  valeurs  quo  prend  la 
vitesse  û,  lorsqu'on  la  mesure  suivant  l'axe  des  x,  ou  suivant  Taxe 
des  j,  ou  suivant  l'axe  des  5,  on  trouvera 

(57)  i2î=A,  a\=n,  Î2î:r:c, 


et  la  formule  (56)  donnera 


(58) 


I 

cos*a 

cos'6 

cos'y 

i2« 

— 

"î 

"^ 

"5 

-h 

Si,  D,  E,  F  étant  nuls,  on  suppose  de  plus 


A  =  B  =  c  ^=  a*, 


a  désignant  une  quantité  positive,  la  formule  (49)»  réduite  à 

sera  celle  qui  détermine  la  propagation  du  son  dans  un  milieu  dont 
l'élasticité  reste  la  même  en  tous  sens.  Alors  la  formule  (02)  de- 
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viendra   * 


47rl    1 


X  it(a:  -+-a/cos/>,  y  -h  at  sinpcosqy  z  -h  at  s\n p  sm g)  dp  dq 

X  iît(j:-+-  af  cos/>,  JK  +  ai  sinjocosy,  z  +  at  s\nps\nq)dpdq, 
et  les  formules  (53),  (54).  (56)  deviendront 

(6i) 

(62) 

(63) 

Donc  l'onde  sonore  sera  une  onde  sphérique,  et  la  vitesse  du  son,  qui 
restera  la  même  en  tous  sens,  sera  mesurée  par  la  constante  a.  La 
formule  (60)  coïncide  avec  l'intégrale  que  M.  Poisson  a  donnée  de 
l'équation  (Sg). 


j?*  -»-  r*  -f-  z* 

^t', 

a' 

a' 

û  =  a. 

") 

t', 
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Journal  de  l'École  Polftech nique,  XXV'  Cahier,  Tome  XV,  p.  176;  1837. 


î^  I.  C'est  dans  le  Mémoire  présenté  à  rAcadémie  de  Turin,  le  17  no- 
vembre i83î  (*),  que  j*ai  fait  connaître  un  nouveau  calcul  qui  peut  être 
fort  utilement  employé  dans  la  résolution  des  équations  de  tous*  les 
degrés.  Mais,  dans  le  Mémoire  dont  il  s'agit,  les  principes  de  ce  calcul, 
que  je  nomme  le  calcul  des  indices  des  fonctions^  se  trouvent  déduits 
de  la  considération  des  intégrales  définies.  Je  me  propose  ici  de  mon- 
trer comment  on  peut  établir  directement  ces  mêmes  principes  sans 
recourir  a  des  formules  de  calcul  intégral. 

Soit  il  une  fonction  réelle  de  la  variable  réelle  x^  et  telle  que  si  Ton 
fait  croître  cette  variable  par  degrés  insensibles  entre  deux  limites 
données, 

» 

u  varie  insensiblement,  et  ne  change  jamais  de  signe  sans  passer  par 
zéro  ou  par  Tintini.  Pour  une  valeur  a  de  x  comprise  entre  les  limites 
X  =z  oTq,  a?  =  X,  et  propre  a  vérifier  Téquation 

(0  -=o, 

la  fonction  u  passera,  en  devenant  infinie,  du  négatif  au  positif,  ou 

4 

P)  Œuvres  de  Camhj.  S.  II,  T.  XV. 
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du  positif  au  négatif,  ou  bien  oHe  ne  changera  pas  de  signe.  La  quan- 
tité 4-  I  dans  le  premier  cas,  —  i  dans  le  second,  zéro  dans  le  troisième 
sera  ce  que  je  nomme  l'indice  de  la /onction  u  pour  la  valeur  donnée  x 
de  la  variable  x\  et  l'indice  intégral  de  w,.pris  entre  les  limites 

ne  sera  autre  chose  que  la  somme  des  indices  correspondant  aux 

diverses  racines  de  l'équation  (i)  renfermées  entre  les  limites  dont  il 

« 

s'agit.  Je  désignerai  cet  indice  intégral  par  la  notation 

l'usage  des  ddubles  parenthèses  étant  ici  le  même  que  dans  le  calcul 

des  résidus.  Cela  posé,  on  établira  sans  peine  les  propositions  sui- 
vantes : 

Théorème  I.  —  Soient  u  une  /onction  réelle  de  x  qui,  entre  les  limites 
X  =^  Xf^,  X  =  X,  ne  change  jamais  de  signe  sans  passer  par  zéro  ou  par 
l'infini,  et  w„,  U  les  deux  valeurs  de  u  correspondant  aux  valeurs 
réelles  x^^  Xde  la  variable  x.  La  somme 

sera  équivalente  à  zéro  si  les  deux  quantités  i/^,,  U  sont  de  même  signe; 
à  -\-i  si,  la  première  étant  négative,  la  seconde  est  positive;  à  —  i  si, 
la  première  étant  positive^  la  seconde  est  négative. 

Démonstration.  —  Si  l'on  fait  croître  a? par  degrés  insensibles  depuis 

la  limite  iFo  jusqu'à  la  limite  X,  les  seules  valeurs  de  x  auxquelles  cor- 

I  * 

respondront  des  indices  de  w  ou  de  ->  différents  de  zéro,  seront  celles 

pour  lesquelles  la  fonction  u  ou -deviendra  infinie  en  changeant  de 
signe,  et  à  une  semblable  valeur  de  x  correspondra  toujours  un  in- 
dice de  w  ou  de  -  égal  à  -f- 1  si  w  passe  du  négatif  au  positif,  et  un 

OEuvres  de  C,  —  S.  Il,  t.  I.  53 


&18  CALCUL  DES  INDICES  DES  FONCTIONS. 

indice  de  //  ou  do  -  égal  à  —  i  si  //  passe  du  positif  au  négatif.  Soient 
maintenant 

a,     b^     Cf     df     ... 

les  valeurs  successives  de  a:  comprises  entre  les  limites  x^,  X  et  pour 
lesquelles  la  fonction  a  devient  nulle  ou  infinie  en  changeant  de 
signe,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  les  racines  des  deux  équations 

(3)  «  =.  o,         -  —  o 

a 

renfermées  entre  les  limites  x^^  X,  ces  racines  étant  rangées  par  ordre 

♦ 

de  grandeur.  Si  u^  est  négatif,  les  indice!»  de  u  ou  de  -  correspondant 
aux  valeurs 

a^     bf     c^     df     . ,  » 

de  la  variable  x  seront  respectivement 

-hl,     —  I,     -hi,  •  —  I,     ... 

et,  par  suite,  la  somme  de  ces  indices  sera  équivalente  à  zéro  ou  à 
H-i,  suivant  que  leur  nombre  sera  pair  ou  impair,  c'est-à-dire,  en 
d'autres  termes,  suivant  que  U  sera  négatif  ou  positif.  Au  contraire, 

si  ii^  est  positif,  les  indices  de  u  ou  de  ->  correspondant  aux  valeurs 

a,     bf     c,     df     ... 

de  la  variable  x  seront  respectivement 


-1,    -hi,    ~i,    -hi 


9  •   •  •  » 


et,  par  suite,  la  somme  de  ces  indices  sera  équivalente  à  zéro  ou  à  —  i , 
suivant  que  leur  nombre  sera  pair  ou  impair,  c'est-à-dire,  en  d'autres 
termes,  suivant  que  U  sera  positif  ou  négatif.  Donc,  en  définitive,  l'ex- 
pression (2)  ou  la  somme  des  indices  des  fonctions 


1 
w»    - 

u 
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correspondant  aux  valeurs 

a,        by       Cj       df        ... 

de  la  variable  x  sera  équivalente  à  -f- 1,  à  —  i,  ou  à  zéro,  suivant 
que  la  variable  a?,  en  passant  brusquement  de  la  valeur  a^o  à  la  valeur  X, 
fera  passer  la  fonction  u  du  négatif  au  positif  ou  du  positif  au  négatif, 
ou  cessera  de  produire  dans  cette  fohction  un  changement  de  signe. 
En  supposant  que  la  fonction  réelle  u  de  x  ne  change  jamais  de 
signe,  sans  passer  par  zéro  ou  par  l'infini,  nous  désignerons  par  la 
notation 

la  somme  des  indices  de  u  correspondant  à  toutes  les  racines  de 
l'équation  (i),  en  sorte  que  l'on  aura  identiquement 


^7((«))==^7"  ^^"^^' 


Si  la  fonction  u  se  réduit  à  la  forme  -»  k  étant  une  quantité  con 


stante,  on  trouvera 


nm=i 


ou 

k 

((^)) 


I, 


mï) =7 


suivant  que  la  quantité  k  sera  positive  ou  négative.  Cela  posé,  le 
théorème  I  sera  évidemment  compris  dans  la  formule 

Si  à  la  fonction  u  on  substitue  le  rapport  entre  deux  fonctions 
données  m,  v,  tellement  choisies  que  chacune  d'elles  ne  change  jamais 
de  signe  entre  les  limites  x  =  a?o,  x  =  X,  sans  passer  par  zéro  ou  par 
l'infini,  alors  en  nommant  w„,  ç»^  et  U,  V  les  valeurs  de  ces  deux 
fonctions  pour  x  =■  x^  et  pour  x  =  X,  on  aura,  en  vertu  de  la  for- 
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mule  (4) 

ou,  co  qui  revient  au  même, 

Lorsque  //  est  algébriquement  divisible  pari",  Tindice  intégral 

r.m) 

est  évidemment  nul,  et  la  formule  (5)  donn<^ 

Théorème  11.  —Si  u,  v  étant  deux  fonctions  entières  de  x,  et  le  degré 
de  la  première  égal  ou  supérieiur  au  degré  de  la  seconde,  on  nonvne  Q 
le  quotient  et  w  le  reste  quefour^nit  la  division  de  upar  v^  on  aura 

quelles  que  soient  les  valeurs  particulières  de  x  représentées  par  x^  et  X. 

Démonstration.  —  En  effet,  dans  l'hypothèse  admise  on  aura,  quel 
que  soit  x, 

et,  par  suite,  les  rapports 


—  »    —  j 


dont  la  différence  Q  restera  toujours  finie  en  même  temps  que  la 
variable  x,  deviendront  simultanément  infinis  pour  certaines  valeurs 
réelles  de  x  propres  à  vérifier  l'équation 

(8)  r=:o. 
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« 
Soit  a  Tune  de  ces  valeurs.  Quand  x  différera  très  peu  de  a,  les 

deux  rapports 


u      w 

—  >      — y 


offrant  des  valeurs  numériques  très  considérables,  supérieures  à  celle 
de  Q,  seront  nécessairement  des  quantités  de  même  signe.  Donc,  pour 

x  =  a,  l'indice  du  rapport  "  sera  équivalent  à  l'indice  du  rapport  --, 

et  cette  équivalence,  subsistant  pour  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion (8),  entraînera  la  formule  (7). 

De  la  formule  (7)  jointe  à  la  formule  (5)  on  tire 

t 

En  vertu  de  cette  dernière  équation,  la  détermination  de  l'indice 
intégral  d'une  fraction  rationnelle  ->  entre  des  limites  données,  peut 
être  réduite  à  la  détermination  de  l'indice  intégral  d'une  autre  fraction 
rationnelle-  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  soient  des  polv- 
nomes  de  degrés  moindres.  D'ailleurs,  une  réduction  semblable  pourra 

s'appliquer  non  seulement  à  la  nouvelle  fraction  ->  mais  encore  à 

toutes  les  fractions  que  l'on  en  déduira  successivement,  et  que  l'on 
formera  en  divisant  l'un  par  l'autre  deux  restes  consécutifs  obtenus 
dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  poly- 
nômes u  et  ç'.  Or,  comme  l'avant-dernier  reste  sera  exactement  divi- 
sible par  le  dernier,  c'est-à-dire  par  le  plus  grand  commun  diviseur,  la 
formule  (G)  fera  connaître  l'indice  de  la  dernière  fraction,  duquel  se 
déduiront  immédiatement  les  indices  de  toutes  les  autres.  Ainsi  l'on 
peut,  à  l'aide  des  formules  (G)  et  (9J,  déterminer  l'indice  de  toute  ^ 
fraction  rationnelle.  On  peut  au  reste  abréger  souvent  le  calcul  à  l'aide 
des  considérations  suivantes  : 

Si,  u  étant  une  fonction  entière  de  la  variable  x,  on  désigne  par  6 
l'accroissement  de  u  correspondant  à  l'accroissement  a  de  la  variable  x. 
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la  sommew-hê  pourra  être  représentée  par  un  polynôme  ordonne 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  a  et  de  la  forme 


a'     .         a» 


(lo)  M4-aw'-h «"-h     -    -^u'-h 

•  I .a  1 .2.3 


t  dans  ce  polynôme  les  coeflicients  de 


a»  «» 


savoir. 


1.2  1.2.3 


u'f     u"^     u'. 


f 


seront  de  nouvelles  fonctions  de  x  que  l'on 'nomme  dérivées  de  la  fonc- 
tion w,  la  dérivée  du  premier  ordre  m'  n'étant  autre  chose  que  la  limite 
vers  laquelle  converge  le  rapport  ' 

(il)  -  —  «'h a' -\ r,u^,         ...; 

a  1.2  1.2.3 

tandis  que  a  s'approche  indéfiniment  de  zéro,  et  la  dérivée  a^'^  de 
l'ordre  x  étant  le  coefficient  de r, dans  le  polynôme  (lo).  Si 

1.2.3 X  rj  \       / 

l'on  suppose,  pour  fixer  les  idées, 

(12)  «  =  Aro.r"» -H  X-, x'«-*  -h . . .  -f-  k^.  ,x« -h  Ar,„-,  x  -h  k^^ 

X-ft,  ^,,  ...,  kjn-n^  ^m-i»  ^/Fi  étant  des  quantités  constantes,  on  trouvera 
et,  par  suite, 

i   u'  —  /wXoJ7"*~*-+-  (m  —  i)A^,cr'"-*-f-...H-2Ar;„_,a?-h  Ar;„_,, 
(14)     '   «"— (//i  —  i)/iiX'oaT'"'-*-t- (/7i  —  2)(m  —  OAtiX*"-' -h. .  .-h  1.2 Ar^_„ 


Or  il  résulte  des  formules  (i4)  :  i"  que  l'on  obtiendra  la  dérivée  du 
premier  ordre  w'  en  multipliant  chaque  terme  de  la  fonction  u  par  l'ex- 
posant de  X  dans  ce  terme,  et  diminuant  ce  même  exposant  d'une 
unité;  2**  que,  pour  obtenir  les  dérivées  de  u  des  divers  ordres,   il 
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suffit  de  former  successivement  diverses  fonctions  dont  chacune  soit 
la  dérivée  de  la  précédente,  la  première  étant  la  dérivée  de  u. 

Concevons  maintenant  que  le  degré  de  la  fonction  entière  u  étant 
égal  ou  supérieur  km,  u  s'évanouisse  pour  une  valeur  donnée  a  de  la 
variable  a?,  et  que  u^'"^  soit  alors  le  premier  des  termes  de  la  suite 

(i5)  u,    m',    u\    ...,    M^"*',    «<"*^-»\     ... 

« 

qui  ne  se  réduise  pas  à  zéro;  si  Ton  nomme 
les  valeurs  des  fonctions 


»       •  • 


1,2...:.  m       1.2 m(/n-t-i)        i.a //i(//i -+- ij(/w -+- 2) 

pour  J7  =  a,  la  valeur  de  u  correspondant  à 

(i6)  j?  =  a  H-  a 

sera 

par  conséquent,  Téquation  (i6)  entraînera  la  suivante 

de  sorte  que  l'on  aura  identiquement 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(18)  M=i(a?--a)'~[An,-h  A;;,^,(j7  — a)-h  A„i^,(^— a)*-h...]. 

Alors  Téquation 

(19)  u:-o 
pouvant  être  décomposée  en  deux  autres,  savoir 

(œ  —  0)"'=:  o,        et        A,«  -t-  A;„^, ( JT  —  a)  h-  \„,.^i(x  —  a)'-i- . . .  =  o, 
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devra  être  considérée  comme  admettant  m  racines  égales  dont  a  sera  la 
valeur  commune.  Ajoutons  que,  pour  des  valeurs  de  x  très  rapprochées 
de  a,  le  rapport 


(20) 


(X  — n) 


m 


sera,  en  vertu  de  la  formule  (18),  une  quantité  finie,  mais  différente 
de  zéro,  affectée  du  même  signe  que  A,„,  par  conséquent  du  même 
signe  que  u,„.  Cela  posé,  on  démontrera  sans  peine  la  proposition 

É 

suivante  : 

Théorème  III.  —  Soient  w,  r  deux  fonctions  réelles  et  entières  de  x, 
et  supposons  que  les  deux  équations 

{19)  u   -o, 

(8)  r-ro, 

offrent  la  première  m  racines,  la  seconde  n  racines,  égales  et  réelles,  dont 

a  soit  la  valeur  commune.  L'indice  de  la  fraction 

•  • 

(21) 

u 

correspondant  à  x  =^  a  sera  zéro,  si  la  différence  m  —  n  est  paire  ou 
négative.  Mais,  si  cette  différence  est  impaire  et  positive,  le  même 
indice  sera  h-  i  01/  —  i ,  suivant  que  la  valeur  du  rapport 

(22) 


U 


un) 


correspondant  à  x  :=a  sera  positive  ou  négative. 

Démonstration.  —  Dans  l'hypothèse  admise,  si  l'on  attribue  à  a:  une 
valeur  très  rapprochée  de  a,  les  deux  fractions 

(23) ~, 


{x  —  a)""       {jc  —  ay 


acquerront  des  valeurs  finies,  mais  différentes  de  zéro,  dont  la  pre- 
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niière  sera  une  quantité  affectée  du  même  signe  que  u^"*\  et  la  seconde 
une  quantité  affectée  du  même  signe  que  f'-"-.  Par  suite  le  quotient 
qu'on  obtient  en  divisant  la  seconde  fraction  par  la  première,  savoir 


sera,  pour  des  valeurs  de  x  infiniment  rapprochées  de  a,  une  quantité 
finie,  mais  différente  de  zéro  et  affectée  du  même  signe  que  le  rapport 


Donc  alors  la  valeur  de 

u 


sera  infiniment  petite,  finie,  ou  infiniment  grande,  en  même  temps  que 
le  produit 

(24) 


Or,  si  la  différence  x  —  a  vient  a* changer  de  signe  en  passant  par  zéro, 
le  produit  (24)  ne  pourra  changer  de  signe  en  passant  par  l'infini 
qu'autant  que  la  différence  m  —  n  sera  impaire  et  positive  et,  dans  ce 
cas,  le  produit  (24)  passera  du  négatif  au  positif  ou  du  positif  au 
négatif,  suivant  que  la  valeur  du  rapport 


(' 


(m) 


U 


(N) 


correspondant  k  x^a  sera  positive  ou  négative.  Donc  l'indice  de  la 
fraction  (21)  s'évanouira  si  la  différence  w  —  /i  est  paire  ou  négative, 
et  cet  indice  deviendra  -H  1  ou  —  1  lorsque  la  différence  m  —  n  sera 

impaire  et  positive,  suivant  que  le  rapport  -^^^  deviendra  positif  ou 
négatif  pour  a:  =  a. 

Corollaire.  —  Si  a  est  une  racine  simple  de  l'équation  (19),  sans 

OFsUvres  de  C.  —  S.  II,  t.  I.  54 
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être  racine  de  Téquation  (8),  Tindice  de  la  fraction 


r 
li 


correspondant  h  x  =  a,  sera  -h  i  ou  —  r,  suivant  que  le  rapport 


r 


U 


acquerra,  pour  a?  =  a,  une  valeur  positive  ou  négative. 

Lorsque  w,  r  désignant  des  fonctions  réelles  et  entières  de  a:,  ia 
forme  de  la  fonction  u  est  telle  qu'on  puisse  facilement  déterminer  les 
racines  de  w  =  o  renfermées  entre  les  limites  j:«,  X,  le  théorème  III 
fournit  le  moyen  de  calculer  immédiatement  Tindice  correspondant  à 
chacune  de  ces  racines  et,  par  suite,  l'indice  intégral 


-?:.((=)) 


Dans  le  cas  contraire  on  peut,  en  recourant  à  la  formule  (9),  rem- 
placer la  fraction  -  par  une  fraction  -y»  et  continuer  ainsi  jusqu'à  ce 

que  l'on  parvienne  à  une  nouvelle  fraction  dont  l'indice  intégral  entre 
les  limites  a:©,  X  puisse  être  fecilement  déterminé  à  l'aide  du  théo- 
rème III.  On  peut  aussi  poursuivre  le  calcul  jusqu'à  la  fraction  qui  a 
pour  numérateur  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes 
//,  i^,  fraction  dont  l'indice  sera  immédiatement  déterminé  par  la  for- 
mule (G),  et  alors  on  déduira  sans  peine  de  la  formule  (9)  le  théorème 
suivant  : 

Thkoréme  IV.  —  Soit 

(25)  //,     r,     r„     i'j,     ...,     iv_i,     i'r 

une  suite  de  /onctions  entières  de  x  tellement  choisies  que  y  de  trois  termes 
consécutifs  de  la  suite  (25),  le  troisième  soit  toujours  égal  au  reste  de  la 
division  du  premier  par  le  second^  ce  reste  étant  pris  en  signe  contraire. 
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—  t^j  =  fv  sera  le  reste  de  la  division  de  u  par  v^  ±  Vr  ^^^^  ^^  P^^  grand 
commun  diviseur  algébrique  des  polynômes  w,  v^  et,  pour  déterminer  T in- 
dice de  la  fraction 

u 

entre  les  limites  x  =^  x^^  x  =  \j  il  suffira  de  comparer  deux  à  deux,  sous 
le  rapport  des  signes,  les  termes  qui  se  suivront  immédiatement  dans  la 
suite  (25),  en  supposant  que  l'on  attribue  à  la  variable  x:  i^  la  valeur  x^, 
2®  la  valeur  X,  puis  de  compter  les 'variations  de  signe  et  les  permanences 
de  signe  que  la  suite  (20)  offrira  dans  chacune  de  ces  deux  hypothèses. 
Si  l'on  nomme  [X  le  nombre  des  variations  de  signe  qui  se  changeront  en 
permanences,  etv  le  nombre  des  permanences  qui  se  changeront  en  varia- 
tions dans  le  passage  de  la  première  hypothèse  à  la  seconde,  l'indice  de 
la  fraction 

V 

u 

m 

pris  entre  les  limites  x  :^  x^,  x  =  X  sera  équivalent  à  la  différence  entre 
les  deux  nombres  [jl  et  v,  en  sorte  que  l'on  aura 

Si  à  la  fraction  -  on  substitue  la  suivante 


— > 

u 


et  si  l'un  suppose  toujours  que,  a  étant  racine  de  l'équation 


u  =  o, 


M^"'^  soit  le  premier  terme  de  la  suite 

qui  ne  s'évanouisse  pas  avec  x  —  a,  les  deux  équations 
(19)  «~o, 

(27)  «'=1:0 
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admettront,  la  première  m  racines,  la  seconde  /w  —  i  racines  égales 
a  a,  et,  comme  la  dérivée  de  l'ordre  m  de  u  sera  en  même  temps  la 
dérivée  de  Tordre  /w  —  i  de  u\  on  conclura  du  théorème  III  que  l'in- 

dice  de  —  se  réduit  à  Tunité  pour  chaque  valeur  réelle  de  x  propre  à 

vérifier  Téquation  w  =  o.  Par  suite,  si  l'on  nomme  N  le  nombre  des 
racines  réelles  mais  distinctes  de  m  =  o,  renfermées  entre  les  limites 
X  ~  a-o»  X  =~  X,  on  aura 

Si  l'on  veut  obtenir  le  nombre  total  des  racines  réelles  de  Téqua- 
.  tion  (19),  il  sudira  de  poser,  dans  la  formule  (28),  ic,|  =  —  ac,  X  =  x, 
ou  même  simplement 

Xo  =  -H,        X  =  H, 

R  désignant  un  nombre  supérieur  aux  modules  de  Joutes  les  racines. 
On  pourra  donc,  à  l'aide  de  la  formule  (28),  déterminer  le  nombre  des 
racines  réelles  d'une  équation,  ou  plus  généralement  le  nombre  de 
celles  de  ces  racines  qui  se  trouvent  comprises  entre  des  limites  don- 
nées. Ajoutons  que,  si  plusieurs  racines  sont  renfermées  entre  les  deux 
limites  x„,  X,  on  pourra,  entre  ces  deux  limites,  interposer  une  troi- 
sième valeur  de  x  équivalente  à  leur  moyenne  arithmétique  ^ — ~> 
et  déterminer  le  nombre  des  racines  comprises  :  1®  entre  x=^x^  et 

T    "4-  X  JC    -4-  X 

x=  ^— — -;  2**  entre  x=^  -- — ~  et  a?  =  X;  par  conséquent,  entre 

deux  nouvelles  limites  dont  la  différence  sera  la  moitié  de  la  diffé- 
rence des  deux  premières.  Or,  en  continuant  de  la  sorte  à  resserrer 
les  limites  qui  renferment  les  racines  réelles,  on  finira  par  obtenir  une 
suite  de  valeurs  de  x  croissantes  et  tellement  choisies  que  deux  termes 
consécutifs  ne  comprennent  jamais  entre  eux  plus  d'une  valeur  réelle 
de  X  propre  à  vérifier  l'équation  donnée. 

Si  l'on  voulait  obtenir  le  nombre  des  racines  positives  de  l'équa- 
tion  (19),   il  suffirait  de  poser  0-0  =  o  et  X  =  »  ou  X  =  R,  dans  la 
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formule  (28),  qui  serait  ainsi  réduite  à 


"-T.m 


ou 


-^:((ï))- 

Si  l'on  nomme  «o»  w'o  et  U,  U'  les  valeurs  des  deux  fonctions  w,  w' 
pour  x  =  Xo  et  pour  x  =  X,  on  tirera  de  la  formule  (28)  jointe  à  la 
formule  (9), 

Dans  le  cas  particulier  où  Ton  suppose  j?o  =  o,  X  =  oc,  le  rapport 

U_ 

acquiert  une  valeur  infinie,  mais  positive,  et  l'on  a,  par  suite, 

çy     U      _ 

Alors  aussi,  «o»  "0  n'étant  autre  chose  que  le  terme  constant  et  le 
coefficient  de  la  preniière  puissance  de  x  dans  la  fonction  w,  l'indice 

çy     ££p       • 

sera  équivalent  à  H-  i  ou  à  —  i  suivant  que  le  système  des  deux  der- 
niers termes  de  u  offrira  une  permanence  ou  une  variation  de  signes. 
Enfin  l'expression 

-TM)) 

réduite  k 

-T.m) 

ne  pourra  surpasser  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  (27). 


•  » 
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Cela  posé,  on  déduira  immédiatement  de  la  formule  (3i)  la  proposition 
suivante: 

Théorème  V.  —  Le  nombre  des  racines  positwes  de  l'équation  u^o 
ne  pourra  surpasser  que  d'une  unité  le  nombre  des  racines  positives  de 
r équation  dérivée  u  =  o^  et  dans  le  cas  seulement  où  le  système  des  deux 
derniers  termes  de  la /onction  u  ojfrira  une  x^ariation  de  signe. 

Corollaire.  —  On  prouvera  de  même  que  le  nombre  des  racines  de 
Téquation  dérivée  du  premier  ordre  i/'  =  o  ne  peut  surpasser  que  d'une 
unité  le  nombre  des  racines  positives  de  Téquation  dérivée  du  second 
ordre  a''=  o,  et  dans  le  cas  seulement  où  le  système  des  deux  derniers 
termes  de  u\  par  conséquent  le  système  des  deux  termes  qui  précèdent 
le  dernier  dans  w,  od're  une  variation  de  signe.  Donc  le  nombre  des 
racines  positives  de  w  =  o  surpassera  d'une  ou  de  deux  unités  au  plus 
le  nombre  des  racines  positives  de  w"=  o,  et  dans  le  cas  seulement  où 
le  svstème  des  trois  derniers  termes  de  u  offrira  une  ou  deux  variations 
de  signe.  En  continuant  ainsi,  on  finira  par  établir  la  règle  des  signes 
de  Descaries  comprise  dans  le  théorème  dont  voici  l'énoncé  : 

Théorème  VI.  —  Le  nombre  des  racines  positives  d'une  équation  1/  =  o, 
dans  laquelle  u  désigne  une  fonction  entière  de  x^  ne  peut  surpasser  le 
nombre  des  variations  de  signe  qu'on  obtient  en  comparant  deux  à  deux 
les  termes  qui  se  succèdent  immédiatement  dans  la /onction  u:  Le  nombre 
des  racines  négatives  ne  peut  surpasser  le  nombre  des  permanences  de 
signe  /ournies  par  le  même  procédé. 

Nota,  —  Après  avoir  établi,  comme  on  l'a  expliqué  ci-dessus,  ta 
première  partie  du  théorème  VI,  il  suffira,  pour  déduire  la  seconde 
partie  de  la  première,  de  remplacer  x  par  —  x. 

Observons  encore  que,  si,  dans  la  fonction  w,  les  coefficients  do 
plusieurs  puissances  de  la  variable  x  se  réduisent  à  zéro,  il  suffira, 

pour  qu'ils  cessent  de  s'évanouir,  de  remplacer  x  par  xàzt^  t  dési- 

» 

gnant  un  nombre  infiniment  petit.  On  s'assure  aisément  de  cette  ma- 
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iiière  que,  dans  l'application  du  théorème  de  Descartes,  on  petit  no 
tenir  aucun  compte  des  termes  qui  disparaissent. 

Si,  dans  le  théorème  III,  on  remplace  la  fraction  -  par  la  suivante  : 


et  si  l'on  pose  en  même  temps  aT„  =  —  »,  X  =  »,  on  trouvera 

N  désignant  le  nombre  des  racines  réelles  positives  et  M  le  nombre  des 
racines  réelles  négatives,  puis  on  conclura  des  formules  (9)  cl  (3i) 


(5a) 


-um- 


La  formule  (32)  s'accorde  avec  un  théorème  à  l'aide  duquel  j'ai 
démontré  le  premier  que,  pour  une  équation  de  degré  quelconque,  on 
peut  trouver  des  fonctions  rationnelles  des  coefEicients  dont  les  signes 
fassent  connaître  le  nombre  des  racines  réelles  positives  et  le  nombre 
des  racines  réelles  négatives. 

Si  l'on  combine  la  formule  (28)  avec  le  théorème  IV,  on  obtiendra 
le  beau  théorème  dû  à  M.  Charles  Slurm. 

Théorème  VII.  —  Soit 
(33)  u,    «',    «„    «.,    ....    «,_„    H„ 

une  suite  de  fonctions  entières  de  x  tellement  choisies  que  de  trois  termes 
consécutifs  de  la  suite  (33)  le  troisième,  soit  toujours  égal,  abstraction 
faite  des  signes,  au  reste  de  la  division  algébrique  du  premier  par  le 
deuxième,  mais  affecté  d' un  signe  contraire  au  signe  de  ce  reste.  ±  u^sera 
le  plus  grand  commun  diviseur  algébrique  des  deux  polynômes  u,  u',  et 
te  nombre  des  permanences  de  signes  qu  offriront  les  termes  de  la  suite  (33), 
pris  consécutivement  et  compares  deux  à  deux,  ne  pourra  que  croître  pour 
des  valeurs  croissantes  de  x.  Or  l'accroissement  que  recevra  le  nombre 
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dont  il  s'agit  dans  le  passage  d'une  limite  donnée  x  =  x^  à  une  limite 
plus  considérable  a:  =  X  sera  précisément  le  nombre  des  racines  dis- 
tinctes de  u  =  o  renfermées  entre  ces  limites. 

Nota,  —  On  peut  sans  inconvénient  substituer  aux  restes  des  divi- 
sions successivement  opérées  les  produits  de  ces  restes  par  des  nombres 
entiers  quelconques,  ce  qui  permettra  de  faire  disparaître  les  diviseurs 
numériques  dans  les  polynômes  Wj,  i/,,  .. .,  t^^..,,  u^  lorsque  les  coeffi- 
cients des  diverses  puissances  de  x  dans  la  fonction  u  seront  des 
nombres  entiers. 

En  s*appuyant  sur  les  principes  ci-dessus  exposés,  on  pourrait 
encore  étendre  le  calcul  des  indices  à  la  détermination  des  racines 

imaginaires  des  équations,  ainsi  qu*à  la  résolution  des  équations 

« 

simultanées,  et  démontrer  en  particulier  la  proposition  suivante  : 

Théorème  VIII.  —  Soient  /(x,y),  ¥(x^y)  deux  fonctions  de  a?,  y^ 
qui  restent  continues,  entre  les  limites x  =  Xq,  x  ^\; y  =  y^^  y  =  Y. 
Nommons  ^{x^  v),  ^(^,  v)  les  dérivées  de  ces  fonctions  relatives  à  a:, 
et  yX^9  y)*  X(x,  v)  leurs  dérivées  relatives  à  y.  Enfin,  soit  N  le  nombre 
des  différents  systèmes  de  valeurs  de  x^  y^  propres  à  vérifier  les  équations 
simultanées  f{x,  v)  =  o,  F  (a:,  v)  ^  o,  et  comprises  entre  les  limites  ci- 
dessus  énoncées.  On  aura 

m 

N  ^.L^^\(W{x,  Y)))  -^yj(^-(x,  y,)))  -^ \(iIVo,  r)))  ^^\w({\,  7)))] 
en  supposant 

§  II.  En  i833,  pressé  par  le  temps,  je  n'ai  pu  qu'indiquer  les  appli- 
cations de  la  théorie  aux  racines  imaginaires  des  équations  à  une  seule 
inconnue,  et  aux  équations  simultanées;  je  vais  appliquer  aujourd'hui 
le  calcul  des  indices  à  ces  mêmes  objets  en  suivant  la  méthode  qui  me 
parait  la  plus  directe. 
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Lemue  I.  —  Soient  x,  y  deux  variables  que  nous  considérerons  coin, 
représentant  deux  coordonnées  rectangulaires,  et 

(■)  ii  =  V{x,y) 

une  /onction  de  ces  irariables  qui  reste  finie  et  continue  pour  tous 
points  (^x,  y^  situés  dans  l'intérieur  du  contour  fermé  OS.  Les  valei 
de  u  correspondant  à  deux  de  ces  points 

P     el    Q 

seront  des  quantités  de  même  signe,  si  l'on  peut  joindre  ces  deux  poi 
par  une  nouvelle  courbe  PQ  qui,  renfermée  dans  l'intérieur  du  ci 
tour  OS,  ne  rencontre  pas  celle  que  représente  l'éqaalion 

(a)  u  —  F(j',^)  =  o. 

Démonstration.  —  Comme,  dans  l'hypothèse  admise,  la  funcliui 
variera  par  degrés  insensibles,  tandis  que  l'on  passera  sur  la  nouvt 
tourbe  du  point  P  an  piiint  Q,  il  est  clair  que  cette  (onction,  ne  ]» 
vant  s'évanouir,  ne  pourra  non  plus  ehanjiçor  de  signe. 

Corollaire  I.  — il  suit  du  lommo  précédent  que,  dans  l'hypothi 
admise,  l'aire  terminée  par  le  contourOS  sera  divisée,  par  la  courbe 
par  les  diverses  branches  de  courbe  que  représente  l'équation  (2). 
deux  ou  plusieurs  parties,  dans  chacune  desquelles  la  fonction 

conservera  partout  le  même  signe. 

Lehhe  II-  —  La  fonction  uet  ses  dérivées  du  premier  ordre  -y,  -r-  étt 

supposées  continues  pour  tous  les  points  situés  dans  l'intérieur  du  n 
tour  OS,  el  l'aire  terminée  par  ce  contour  se  trouvant  divisée  en  deux 
plusieurs  portions  par  la  courbe  ou  les  branches  de  courbe  que  représe. 
l'équation  (2),  si  l'un  passe  d'une  de  ces  portions  à  une  portion  rots 
en  traversant  la  courbe  dont  il  s'agit  ou  l'une  de  ses  branches,  la  fo 

OEayrc,  df  C.  -  S.  Il,  t.  I.  ."»5 
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tion  II  changera  nécessairement  de  signe  ^  à  moins  que  l'on  naît  simulta- 
nément en  chaque  point  de  cette  branche 

, « .  du  du 

Démonstration.  —  En  efTet,  si  Ton  coupe  la  branche  dont  il  s'agit  en 
un  point  K  par  une  droite  qui  forme  Tangle  a  avec  le  demi-axe  des  x 
positives,  la  fonction  w,  nulle  au  point  K,  ne  pourra  conserver  le  même 
signe  de  part  et  d'autre  de  ce  point,  sans  devenir  en  ce  même  point  un 
maximum  ou  un  minimum,  c'est-à-dire  sans  que  l'on  ait 

du       au  dv  __  du       du  

ôx       dv  dx       dx       dy  ' 

I 

quel  que  soit  d'ailleurs  l'angle  c?,  et,  par  suite, 

,  <5 ,  du  dit 

Lemme  m.  —  Si  un  point  C,  dans  le  voisinage  duquel  la  fonction 

u  =  F(\r,  y)  et  ses  dérii'ées  du  premier  ordre  -.— ?  -y-  restent /inies  et  con-    * 

tinues,  est,  dans  la  courbe  représentée  par  l'équation  (2),  un  point  isolé j 
ou  un  point  d'arrêt,  ou  un  point  saillant  (voir  les  Applications  du  Calcul 
différentiel  )  (  *  )f  les  coordonnées  de  ce  point  vérifieront  les  formules  (3). 

Démonstration.  —  En  effet,  dans  ces  trois  hypothèses,  on  pourra, 
par  le  point  C,  faire  passer  une  droite  telle  que,  dans  le  voisinage  de 
ce  point,  on  ne  puisse  trouver,  d'un  coté  de  cette  droite,  ou  des  deux 
cotés  a  la  fois,  aucun  point  qui  appartienne  h  la  courbe  dont  il  s'agit. 
En  conséquence,  deux  points  situés  sur  la  droite,  de  part  et  d'autre  du 
point  C  et  à  de  très  petites  dislances,  pouviint  être  joints  l'un  à  l'autre 
par  une  nouvelle  courbe  très  peu  étendue  et  qui  ne  rencontre  pas  la 
première,  les  valeurs  de  u  correspondant  il  ces  deux  points  seront 
des  quantités  de  même  signe  (lemme  I).  Donc  la  valeur  de  w,  variable 

(  '  )  OEuvrcs  tie  Cauchjr,  S.  U,  t.  V. 
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(l'un  point  à  un  autre  sur  la  droite  dont  il  s'agit,  deviendra  encore  au 
point  G  un  maximum  ou  un  minimum,  et  l'on  en  conclura,  comme 
dans  le  lemme  II,  que  les  coordonnées  du  point  C  vérifient  les  for- 
mules (3). 

Lemme  IV.  —  Si  la  courbe  représentée  par  l'équation  (2)  offre  un  point 
multiple  C,  c'est-à-dire  un  point  dans  lequel  se  réunissent  deux  ou  plu- 
sieurs branches  de  cette  courbe,  les  coordonnées  de  ce  point  vérifieront  les 
formules  (3). 

Démonstration.  —  En  effet,  considérons  deux  branches  de  courbe 
qui  se  réunissent  au  point  C,  et  coupons  ces  deux  branches  dans  le 
voisinage  du  point  C  par  une  droite  PQ  qui  forme  l'angle  xz  avec  h» 
demi-axe  des  x  positives.  On  pourra  satisfaire  à  l'équation  (2),  non 
seulement  en  prenant  pour  x^  y  les  coordonnées  du  point  P  où  la 
droite  PQ  rencontrera  la  première  branche  de  courbe,  mais  encore  en 
substituant  aux  coordonnées  or,  y  celles  du  point  Q  situé  sur  la  seconde 
branche,  que  je  supposerai  désignées  par 

la  différence  finie  Av  étant  de  la  forme 

(4)  A^=:  langGJ  A.r. 

Cela  posé,  en  nommant  m  -4-  Ai/  ce  que  devient  la  fonction  u  quand  on 
y  fait  croître  a  de  Ar  et  j  de  Ay,  on  aura  non  seulement 


mais  encore 


et,  par  suite. 


u  =z  o, 


w  4-  A«  =  o, 


(5)  AM=ro        et        -r—zzro; 

puis,  en  supposant  que  la  droite  PQ  se  rapproche  indéfiniment  du 
point  C,  et  qu'en  conséquence  Ax  converge  vers  la  limite  zéro,  on 
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tirera  des  formules  (4),  (5) 

dy dn       au  dy 

dx  ^    '         dx       ôy  dx 

De  ces  dernières  on  déduit  immédiatement  l'équation 

,^,  du      du  ^ 

(6)  „  ^  _  iang«,  r.  o, 

qui,  devant  subsister  pour  diverses  valeurs  de  Tangle  c?,  entraînera  les 
fornuiles  (3). 

Corollaire  L  —  En  raisonnant  toujours  de  la  même  manière,  et  sup- 
posant réunies  au  point  C  non  plus  deux,  mais  trois  branches  de 
eourbe,  alors,  outre  Téquation  (G),  on  obtiendrait  la  suivante 

ô^u         d*u  ^  à^^ .      m 

m 

laquelle,  devant  subsister  indépendamment  de  la  valeur  attribuée  à 
Tangle  a,  entraînerait  les  conditions 

,^,  d*u  ô^n  f)*u 

^"^^  s?="'    0^^°'    à^r''' 

Corollaire  IL  —  En  général,  la  réunion  de  n  branches  de  courbe  en 
un  point  multiple  C  entraînera  les  conditions 

Ou  Ou 

ô^u d^u    ô^u 

(9)  '    '"^'  "  ^'  à^  "^  ^'  Jv*"  ~  '^' 


qui  devront  toutes  se  vérifier  pour  les  coordonnées  a?,  y  du  point  dont 
il  s'agit. 

Lemme  V.  —  Les  variables  j;,  y  représentant  des  coordonnées  rectangu- 


CALCUL  DES  INDICES  DES  FONCTIONS.  437 

laires,  et  les  deux  fonctions 

étant  supposées  continues  dans  le  voisinage  du  point  C,  qui  répond  à  un 
système  donné  de  valeurs  de  x,  y,  si  les  deux  courbes  représentées  par 
l'équation  (3)  et  par  la  suivante 

(10)  c  =  o        ou        f{x,y)z^o 

se  touchent  au  point  C,  on  aura  en  ce  point 

—  — -  —  —  ~o 
dx  dy      dy  dx 

Démonstration.  —  En  effet,  si  les  deux  courbes  représentées  par  les 
équations  (2)  et  (10)  ont  au  point  C  une  tangente  commune,  leurs 
équations  différentielles,  savoir 


ai" 


tion  entraînera  immédiatement  la  formule  (ii)>    ' 

TflËOHÈHE  I.  —  Soit  u  =  F(a:)  iine  Jonction  réelle  de  la  variable  x. 
Six  =:  a  représente  une  racine  simple  de  l'équation 

(i)  «  =  0         ou         F(j-);=o, 

l'indice  de  ~ .  correspondant  ô  a;  =  a,  et  représenté  par  la  notation 

à  u{(x-a)) 

sera  +  i  ou  —  i ,  suivant  que  la  fonction  dérivée  u'  acquerra  pour  x  =  a 
une  valeur  positive  ou  négative. 

Démonstration.  —  En  effet,  l'indice  dont  il  s'agit  sera  -i-  i  im  —  1. 
suivant  que  la  l'onction  u,  en  passant  par  zéro,  sera  croissante  un  dé- 
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croissante  pour  des  valeurs  croissantes  de  x.  On  sait  d'ailleurs  qu'une 
fonction  de  x  croît  ou  décroîtpour  des  valeurs  croissantes  de  x^  sui- 
vant que  sa  dérivée  est  positive  ou  négative.  (  Voir  le  Cakul  différen- 
tiel. ) 

Corollaire  I,  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théo- 
rème I,  si  i' désigne  une  seconde  fonction  de  x  qui  ne  devienne  point 
nulle  ni  infinie  pour  a:  =  a,  l'indice  du  rapport 


I 
—  > 


correspondant  k  j?  =z  a,  offrira  le  signe  de  la  fonction  dérivée 


d(uv) 
dx 


=  Wi»'-+-  tf't', 


qui,  en  vertu  de  Téquation  i/ =  o,  se  réduira  au  produit  i/V,  pourvu 
que  v'  conserve  une  valeur  finie. 

Corollaire  II,  —  Si,  dans  le  corollaire  précédent,  on  remplace  v  par  -» 
on  en  conclura  que  l'indice  du  rapport 


—  » 

it 


correspondant  a  jt  =  a,  offre  le  signe  de  la  fonction 


— ;> 
U 


lorsque  i'ct  r'  obtiennent,  pour  .r  =  a,  des  valeurs  finies  différentes  de 
zéro. 
Cette  conclusion   s'accorde  avec  le  théorème  III  du  Mémoire  de 

i833(M. 

TiiÉouÈME  II.  —  Soient^  comme  au  lemme  /,  x^  y  deux  variables  que 
nous  considérerons  comme  représentant  deux  coordonnées  rectangulaires, 

(  *  )  Œuvres  de  Cauchy,  S.  II.  t.  XV. 
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une  fonction  réelle  de  ces  deux  variables  et 

un  des  systèmes  de  valeurs  de  as,  y  propres  à  vérifier  l'équation 
(a)  u:=o        on        Y(x, y)-=z  o. 

Traçons  d'ailleurs  autour  du  point  C,  dont  les  coordonnées  sont  a  et  b, 
une  courbe  fermée  OS  dont  la  longueur  totcde  soit  désignée  par  c,  et  nom- 
mons s  l'arc  de  cette  courbe  compté  positivement  à  partir  d'un  point 
fixe  0  jusqu'à  un  point  mobile  S  qui  ait  autour  du  point  C  un  mouve- 
ment de  rotation  direct.  Pour  chacun  des  points  situés  sur  la  courbe  OS, 
X,  y,  et  par  suite  u,  pourront  être  considérés  comme  fondions  de  la 
variable  s.  Cela  posé,  si  la  courbe  fermée  OS  est  traversée  en  divers  points 
parcelle  que  représente  l'équation  (2),  l'indice  de  la  fonction  ->  corres- 
pondant à  chacun  de  ces  points,  offrira  le  même  signe  que  la  fonction 

dérivée  -—  • 
(/a 

Démonstration.  ~  Le  théorème  II  est  une  conséquence  immédiate 
du  théorème  I  et  suppose  qu'en  chacun  des  points  où  la  conrbe  OS  est 
rencontrée  par  celle  que  représente  l'équation  (2)  cette  dernière 
équation,  exprimée  à  l'aide  de  la  seule  variable  s,  n'offre  point  de 
racines  égales. 

Corollaire  I.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théo- 
rème II,  si  l'on  désigne  par  v  =  f(x,y)  une  seconde  fonction  de  x,  y, 

l'indice  du  rapport  —,  correspondant  à  l'un  des  points  de  rencontre 
de  la  courbe  fermée  OS  et  de  celle  que  représente  l'équation  (2), 
offrira  le  même  signe  que  la  fonction  dérivée 

rf(wiO  _     dv  du 

ds  ds  ds 

Corollaire II.  —  Si,  dans  le  corollaire  précédent,  on  remplace  vpar  -1 
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on  en  conclura  que  l'indice  du  rapport  ->  correspondant  à  l'un  des 

points  de  rencontre  de  la  courbe  OS  et  de  celle  que  représente  l'équa- 
tion (2),  offre  le  même  signe  que  la  fonction  dérivée 


\V  /   I    /     ^«  ^iA 

ds      ""  r*  \    ds  ds  /* 


par  conséquent  le  même  signe  que  la  différence 

dtt  r/i' 

Théorème  III.  —  Les  mêmes  choses  étani  posées  que  dans  le  théorème  II, 
désignons  par  v  =y(ar,  v)  une  seconde  fonction  de  a?,  y.  Admettons 
d'ailleurs  que  les  deux  fonctions  w,  v  soient  non  seulement  finies,  mais 
continues  et  ta  seconde  différente  de  zéro,  pour  tout  point  situé  sur  le 
contour  OS  ;  alors,  en  supposant  u  et  v  exprimés  sur  le  contour  OS  en 
fonction  de  la  seule  variable  s^  on  aura 

;:((r;))=°- 

Démonstration.  —  I^  fonction  v  conservera  le  même  signe  pour  tous 
les  points  du  contour  OS,  puisqu'elle  y  reste  finie  et  continue  sans 
jamais  s'évanouir.  Cela  posé,  concevons  que  l'extrémité  de  l'arc  j,  ou 
le  point  S,  fasse  le  tour  de  la  courbe  OS  avec  un  mouvement  de  rota- 
tion direct;  pendant  ce  mouvement,  le  rapport  ~  des  deux  fonctions 

continues  v  et  u  ne  pourra  changer  de  signe  qu'en  passant  par  l'infini, 
et  passera  évidemment  autant  de  fois  du  positif  au  négatif  que  du  né- 
gatif au  positif.  Donc,  parmi  les  indices  de  ce  rapport  qui  différeront 
de  zéro,  le  nombre  de  ceux  qui  se  réduiront  à  —  i  sera  égal  au  nombre 
de  ceux  qui  se  réduiront  a   -♦-  i.  Donc  la  somme  de  ces  indices  ou 

l'indice  intégral  de  -  sera  nul  et  vérifiera  la  formule  (3). 

Corollaire  L  —  En  prenant  ç'  =  i,  on  réduit  le  théorème  III  à  la  pro- 
position suivante  : 
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Si  la  fonction  u  =  F  (a:,  y)  reste  finie  et  continue  pour  tous  les  points 
situés  sur  le  contour  OS,  alors,  en  considérant  u  comme  fonction  de  la 
seule  variable  5,  on  aura 

Corollaire  II.  —  Soient  u  =  ¥(x^y)  et  (?==/(a?,  j)  deux  fonctions 
dont  chacune  reste  non  seulement  finie,  mais  continue  sur  le  con- 

I 

tour  OS,  et  puisse  d'ailleurs  s'évanouir  en  quelques  points  de  ce 
contour.  Alors,  en  considérant  u  et  i^  comme  fonctions  de  la  seule 
variable  s,  on  aura,  d'après  le  corollaire  I, 

et,  par  conséquent, 

x*((^))=»- 

Comme  on  aura  d'autre  part 

M*  -f-  (»*        n        V 


z=  — I — > 

UV  V  u 


l'équation  (i5)  pourra  s'écrire  ainsi  (*) 

Corollaire  IIL  —  Soient  m,  (?,  w  trois  fonctions  de  x^  y,  dont 
chacune  reste  non  seulement  finie,  mais  continue  sur  le  contour  OS, 
et  puisse  d'ailleurs  s'évanouir  en  quelques  points  de  ce  contour  ;  alors, 
en  considérant  w,  t',  w  comme  fonctions  de  la  seule  variable  5,  on 
aura,  d'après  le  corollaire  I, 


XX(^))="' 


(i)  La  méthode  à  l'aide  de  laquelle  on  démontre  ici  la  formule  (16)  pourrait  servir 
pareillement  à  établir  la  formule  (5)  du  paragraphe  l*^ 

OEuvrea  de  C.  —  S.  II,  t.  I.  56 


W2  CALCUL  DES  INDICES  DES  FONCTIONS 

et,  par  conséquent, 

('omme  on  aura  d'autre  part 


ilifiV  U  V  If 


l'équation  (17)  pourra  s'écrire  ainsi 

X'((t))*;:((v))-j;((^-))-»- 

Corollaire  IV.  —  Des  formules  analogues  aux  équations  (16)  et  (18) 
pourraient  être  facilement  démontrées  si  le  nombre  des  fonctions  u, 
,\\  IV,  . . .  devenait  supérieur  à  trois. 

Théorème  IV,  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  II, 
désignons  par  v  :=f(x^y)  une  seconde  fonction  de  a?,  v,  et  admettons 
que  les  deux  fonctions  w,  v  restent  finies  et  continues^  ainsi  que  leurs 
déris^ées  du  premier  ordre, 

ou        ou        ô\^        ai* 
ôx^     dy      ôx^     ôy 

pour  tous  les  points  renfermés  dans  V intérieur  du  contour  OS.  Supposons 
de  plus  que,  dans  cet  intérieur,  les  deur  courbes  représentées  par  les 
équations  (2)  et  (10)  se  réduisent  chacune  à  une  seule  branche  GCH 
ou  ICJ  qui  rencontre  le  contour  OS  en  deux  points  G,  H  oa  I,  J;  que  ces 
deux  courbes  s'y  rencontrent  elles-mêmes  en  un  seul  point  C  ;  enfin  que  les 
fonctions  dérii^ées 

Ou       Ou        (W       ôv 
()x       f)y       Ox       ôy 

y  consentent  toujours  des  valeurs  finies,  mais  ne  vérifient  pas  au  point  C 
ta  condition  (11);  alors,  en  considérant,  sur  le  contour  OS,  a?,  y  et  par 
sidte  a,  s^  comme  fonctions  de  la  seule  variable  s,  on  aura 
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le  double  signe  devant  être  réduit  au  signe  -t-  ou  au  signe  — ,  suivant 
que  la  valeur  du  hinome 

Ov^âu_dvdu^ 

'"'  Ox  ~dy       ày  i)x' 

correspondant  au  point  C.  sera  positive  ou  négative. 

Démonstraiion.  —  Puisqu'au  point  C,  situé  sur  la  courbe  GCR,  la 
condition  (i  i)  n'est  pas  vérifiée,  les  conditions  (3)  ne  pourront  l'être 
dans  l'hypothèse  admise.  Donc,  en  vertu  du  lemme  II,  la  courbe  GCH, 
représentée  par  l'équation  {2),  divisera  l'aire  terminée  par  le  con- 
tour OS,  et  ce  contour  lui-même  en  deux  portions  telles  que  tous  les 
points  de  l'une  répondront  à  des  valeurs  positives  ot  tous  les  points 
de  l'autre  à  des  valeurs  négatives  de  la  fonction  u.  Par  la  même  raison, 
la  courbe  ICJ,  représentée  par  l'équation  (10),  divisera  l'aire  terminée 
par  le  contour  OS,  et  ce  contour  lui-même  en  deux  portions  telles  que 
tous  les  points  de  l'une  répondront  a  des  valeurs  positives  et  tous  les 
points  de  l'autre  à  des  valeurs  négatives  de  la  fonction  c  Enfin,  en 
vertu  du  lemme  V,  les  deux  courbes  GCH,  1(11  ne  pourront  se  toucher 
au  point  C  où  elles  se  rencontrent  sans  que  la  condition  (i  1)  soit  véri- 
fiée. Elles  s'y  couperont  donc,  et  il  en  résulte  que,  sur  le  contour  OS, 
chacun  des  points  I,  J  se  trouvera  situé  entre  les  deux  points  G  et  H. 
Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'exlrémité  mobile  de  l'arc  s,  ou 
le  point  S.  en  faisant  le  tour  de  la  courbe  OS  avec  un  mouvement  de 
rotation  direct,  rencontre  successivement  les'quatrc  points 


chacune  des  fonctions  u,  c  conservera  le  même  signe,  tandis  que  l(« 
point  S  parcourra  l'un  des  arcs 

GI,    m,    HJ.    JG. 

Mais  la  fonction  u  changera  de  signe  lorsque  le  point  S  passera  par 
la  position  G  ou  H,  et  la  fonction  v  lorsque  le  point  S  passera  par  la 
position  I  ou  J. 
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Par  suite  le  rapport 


u 


changera  de  signe  chaque  fois  que  le  point  S  passera  par  Tune  des 

positions  successives 

G,    I,    H,    J; 

et  le  changement  de  signe  au  point  H  s'efTectuera  dans  le  même  sens 
qu  au  point  G,  le  changement  de  signe  en  sens  opposé  ayant  lieu  en 

chacun  des  points  I  et  J.  Donc  les  indices  du  rapport  ~>  correspon- 
dant aux  deux  points  G,  H,  seront  égaux  entre  eux  et  à  :±  i;  d'où  il 
résulte  que  la  demi-somme  de  ces  indices  ou  la  moitié  de  Texpression 


T.m 


se  réduira  encore  à  ±:  i.  D'autre  part,  il  suit  du  théorème  II  (corol- 
laire II)  que  l'indice  du  rapport ->  en  chacun  des  points  G,  H,  offrira 
le  signe  de  la  différence 


du  di* 


Donc  la  valeur  de  l'expression 


r.m) 


sera  déterminée  par  la  formule  (ig)»  le  signe  du  second  membre 
devant  être  réduit  au  signe  -+-  ou  au  signe  —,  suivant  que  la  valeur 
du  binôme 


du  di> 

ds  ds 


correspondant  à  chacun  des  points  G,  H,  sera  positive  ou  négative. 

Concevons  maintenant  que,  a,  b  étant  les  valeurs  de  x,y  relatives 
au  point  C,  l'on  remplace  les  coordonnées  rectangulaires  x,y  par  des 
coordonnées  polaires  /?,  r  relatives  au  point  C  pris  pour  origine,  et. 
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liées  à  a?,  j  par  les  formules 

(20)  X  —  a^=  r  cos/?,  y  —  b:=  r-sin/?. 

Supposons,  de  plus,  que  l'on  resserre  indéfiniment  le  contour  OS 
autour  du  point  C,  en  faisant  décroître  et  rendant  infiniment  petite  la 
valeur  de  r  correspondant  à  chaque  point  de  ce  contour.  Le  point  C 
qui  répond  à  r==  o  étant  celui  dans  lequel  se  coupent  les  deux  courbes 
représentées  par  les  équations  (2)  et  (10),  u  et  v^  considérées  comme 
fonctions  du  rayon  vecteur  r,  deviendront  infiniment  petites  avec  r, 
ainsi  que  la  quantité  (12)  à  laquelle  on  pourra  rendre  une  valeur 
finie,  sans  altérer  le  signe  dont  elle  est  afiectée,  en  la  divisant  par  r, 
c'est-à-dire  en  la  remplaçant  par  la  différence 

V  du       u  di^ 

(21)  -^  -j -T-- 

r  ds       r  as 

D'ailleurs  rien  n'empêchera  d'admettre  que,  dans  le  contour  OS 
devenu  infiniment  petit,  toutes  les  valeurs  de  r  soient  égales  entre 
elles.  Alors  ce  contour  se  transformera  en  une  circonférence  de  cercle; 
et  si  Ton  place  l'origine  0  de  l'arc  5  sur  le  demi-axe  des  x  positives, 
cet  arc,  déterminé  par  la  formule 

s  =  rpy 

devra  être  considéré  comme  fonction  de  la  seule  variable/?;  en  sorte 
qu'on  aura 

du \  du  dv i  ôv 

ds       r  dp^         ds       r  dp 

Cela  posé,  la  diff^érence  (21)  deviendra 

,     .  V  du       u  dv 

(22) . 

^^  r^  dp       r^  dp 

Ce  n'est  pas  tout  :  lorsque  le  contour  OS  se  transforme  en  une  cir- 
conférence de  cercle  dont  le  rayon  est  infiniment  petit,  chacun  des 
points  de  cette  circonférence  se  confond  sensiblement  avec  le  centre  C; 
et  par  suite  les  valeurs  du  binôme  (22),  qui  répondent  aux  deux 
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points  G,  H,  se  confondent  sensiblement  avec  la  valeur  du  même 
binôme  correspondant  au  point  C  (•).  Donc  cette  dernière  sera  la 
limite  des  deux  autres  et  pourra  leur  être  substituée.  Or,  on  aura 
pour  le  point  C,  où  les  trois  quantités  r,  u^  v  s'évanouissent  simulta- 
nément, 

u ou  V dv 

r       àr^  /•  ""  ôr 

Donc,  en  ce  point,  la  différence  (22)  sera  équivalente  au  produit 

^\  i  /Ov  au       âv  âu\ 

^^^  r\'ô?ôp'~dp'drl 

D'autre  part  on  a  généralement,  en  vertu  des  formules  (20), 

du  du  au  I  du  du  du 

-.—  =cos/>-r — H  sinjy  -^  y         -  — -  ~— -  smp-^ h  CQsp~r-  > 

dr  '^  dx  dy  r  dp  '^  dx  ^  dy 

d<'  dv         ,       dv  I  dv  .       di*  di* 

-—  =zco^p  -T h  sm/>-r-j  -    -  r^  —  smp-.  -  -^  cosp-r-y 

dr  ^  dx  '  dy  r  dp  dx  ^  dy 

et,  par  suite, 

^  I  /  dv  du       (}i'  du  \ Ji'  du       dv  du 

r\dr  dp       dp  dr )       dx  dy       dy  dx 

Donc  le  signe  de  Tindice  intégral 


TMS)) 


se  confondra  non  seulement  avec  le  signe  du  binôme  (12)  ou  (21)  en 
chacun  des  points  G,  H,  mais  encore  avec  le  signe  de  la  différence 

dv  du       dv  du 
dx  dy      Oy  dx 

calculée  pour  le  point  C,  c'est-à-dire  pour  le  point  où  se  coupent  les 
courbes  représentées  par  les  équations  (2)  et  (10). 

(1)  Ce  qui  rend  cette  conclusion  légitime,  c'est  que,  dans  rhypothèse  admise,  les  valeurs 

,  du    du     dv     àv  .  .,       ,     du      i  du     dv      i  dv      u     v 

de  «,  i',  T-'  :;  >  — »  t->  et,  par  suite,  celles  de--»  -t-»   t->   -t-»    -»   -  restent, 
dx    dy    Ou:    Of  '^  dr     r  dp     Or     r  dp      r     r 

dans  Tintéricur  du  contour  OS,  fonctions  continues  des  variables  x,  7  ou  r  et  /?. 
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AHirc  démonstration,  —  On  pourrait,  dans  la  démonstration  précé- 
dente» se  dispenser  de  transformer  les  coordonnées  rectangulaires  en 
coordonnées  polaires,  et  arriver  très  simplement  aux  mêmes  conclu- 
sions do  la  manière  suivante  : 

Supposons  que  le  contour  OS,  en  se  resserrant  de  plus  en  plus 
autour  du  point  G,  prenne  la  forme  non  d'une  circonférence  de  cercle, 
mais  d'un  rectangle  terminé  par  quatre  droites  parallèles  aux  axes 
des  X  et  des  ^;  le  binôme  (12)  acquerra  des  formes  diverses  pour  les 
points  situés  sur  ces  quatre  droites.  On  trouvera,  en  particulier,  pour 
les  points  situés  sur  l'une  des  droites  parallèles  à  l'axe  desy  et  du  côté 
des  X  positives,  par  rapport  au  point  G, 


(a5) 

5  =  consl.-+-7, 

par  conséquent 

(a6) 

du 
"ds 

dç         du 
—  u  —  —  i'  —  — 
ds          âv 

de 

et  comme  pour  chacun  de  ces  points  a?  — a  sera  positif,  le  binôme  (26), 
pour  chacun  d'eux»  offrira  le  même  signe  que  la  différence 

,      .  V       du  u       di> 

(27)  • r- — , 

jc  —  a  ôy       X  —  a  ôy 

dont  la  limite,  correspondant  au  point  G,  où  a?  —  a,  w  et  r  s'éva- 
nouissent,  ne  différera  pas  de  la  quantité  w  déterminée  par  la  formule 

(  9^\  _  dv  du       dv  du 

dx  dy      dy  dx 

Au  contraire,  pour  les  points  situés  sur  l'une  des  droites  parallèles 
-à  l'axe  des  x,  et  du  côté  des  y  positives,  relativement  au. point  G,  on 
aura 

(29)  ^  =  const.— or, 

par  conséquent 

.  5  .  f[îf         ^ à^        au 

ds  ds  dx         dx* 
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et  comme  pour  chacun  de  ces  points  la  différence  v—b  sera  positive, 
le  binôme  (3o),  pour  chacun  d'eux,  offrira  le  même  signe  que  la 
différence 

(3i)  j- i-r-' 

Y  —  b  ôx       y  —  h  ùx 

dont  la  limite  correspondant  au  point  C,  où  j^  —  6,  m  et  i»  s'éva- 
nouissent, sera  encore  la  quantité  w.  Si,  au  lieu  des  droites  situées 
par  rapport  au  point  G  du  coté  des  coordonnées  positives,  on  consi- 
dérait les  droites  situées  par  rapport  au  point  G  du  côté  des  coor- 
données négatives,  il  faudrait  remplacer  dans  les  formules  (27) 
et  (3i)  y  par  —y,  x  par  —  x,  et  substituer  aux  différences  a?  —  a, 
r  —  6,  qui  deviendraient  négatives,  les  différences  a  —  x^  h  —  v.  Par 
suite  on  pourrait  encore  substituer  au  binôme  (12)  l'expression  (27) 
ou  (3i),  dont  la  limite  correspondant  au  point  G  serait  toujours  la 
quantité  w. 

Ainsi,  en  résumé,  si  le  contour  OS,  en  se  resserrant  autour  du 
point  G,  prend  la  forme  d'un  rectangle  dont  les  côtés  deviennent  infi- 
niment petits,  la  valeur  du  binome(i2),  pour  chacun  des  points  situés 
sur  ce  contour,  offrira  le  même  signe  qu'une  quantité  dont  la  limite 
sera  la  valeur  de  w  correspondant  au  point  G.  Donc  l'indice  intégral 


,7;((-:)) 


qui  doit  se  réduire  à  -f- 1  ou  à  —  i,  et  offrir  le  même  signe  que  le 
binôme  (11)  en  deux  points  G,  H  situés  sur  le  contour  du  rectangle, 
sera  donné  par  la  formule  (i9)f  le  signe  du  second  membre  étant 
déterminé  comme  il  est  dit  dans  l'énoncé  du  théorème  IV. 

Corollaire.  —  Si  les  deux  fonctions  1/,  v^  étant  nulles  au  point  G, 
restent,  dans  le  voisinage  de  ce  point,  finies  et  continues,  ainsi  que 
leurs  dérivées  du  premier  ordre 

du       du       ôv       ôv 
âx      dy      Ox      Oy 
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sans  que  la  valeur  de  w  relative  au  même  point  s'évanouisse,  il 
impossible  d'admettre  que  l'on  ait  simultanément 


Donc  alors,  en  vertt}  des  lemmes  III  et  IV,  le  point  C,  consi 
comme  appartenant  à  l'une  ou  l'autre  des  courbes  représentées  pa 
équations 
(3a)  u  =  o,        v^o, 

ne  pourra  être  ni  un  point  isolé,  ni  un  point  d'arrêt,  ni  un  { 

saillant,  ni  un  point  multiple.  Il  y  a  plus  :  en  vertu  des  lemmes  lY 

les  deux  courbes,  réduites  chacune  à  une  seule  branche  dans  le  v 

nage  du  point  C.  ne  seront  point  tangentes  l'une  à  l'autre  en  ce  pi 

mais  s'y  traverseront  mutuellement.  Gela  posé,  pour  que  les  a 

lions  énoncées  dans  le  théorème  IV  soient  remplies,  il  sufTîr 

choisir  arbitrairement  sur  chacune  des  courbes  GCH,  ICJ,  représeï 

par  les  équations  (32),  deux  points  G,  Il  ou  I,  J  situés  de  pa 

d'autre  du  point  G  à  des  distances  infiniment  petites,  puis  de  joi 

les  quatre  points 

G,     I,     H,    J, 

pris  consécutivement,  et  deux  à  deux,  par  quatre  arcs  de  courbe 

r,L    IH,    HJ,    JG, 

tracés  de  manière  qu'aucun  de  ces  arcs  ne  rencontre  entre  ses  ■ 
extrémités  l'une  des  deux  courbes  GGH,  ICJ.  Alors,  en  effet,  le  sys 
des  quatre  arcs  GI,  IH,  HJ,  JG  formera  un  contour  OS  que  chacuni 
courbes  GCH,  IGJ  rencontrera  seulement  en  deux  points  G  et  H 
et  J.  Donc  le  théorème  IV  entraine  la  proposition  suivante  : 

Théorème  V,  —  Si'  les  deux  fondions 

«^F(x,j),         i'^/(x,^). 
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étant  nulles  pour  les  valeurs  de  x,  y  qui  correspondent  à  un  point  donné  C, 
restent,  dans  le  voisinage  de  ce  point,  finies  et  continues,  ainsi  que  leurs 
dérivées  du  premier  ordre 

(ht       du       ai*       ôv 
ôjr       ôy       âx       ôy^ 

sans  que  la  valeur  de  w  relative  au  même  point  et  déterminée  par  la  for- 
nade  (27)  s  évanouisse,  on  poiurra  tracer  autour  du  point  C,  et  dans  son 
voisinage,  un  contour  fermé  OS,  de  telle  manière  que  l'on  ait 

S  désignant  lare  de  la  nouvelle  courbe  OS  compté  positivement  dans  le 
sens  du  mouvement  de  rotation  direct,  v^  u  étant  considérés  dans  V équa- 
tion (19)  comme  fonctions  de  la  seule  variable  s,  et  c  représentant  la  lon- 
gueur totale  du  contour  fermé  OS.  Ajoutons  que,  dans  le  second  membre 
de  l'équation  (19)»  le  double  signe  devra  être  réduit  au  signe  -h  ou  au 
signe  — ,  suivant  que  la  valeur  de  w  relative  au  point  C  sera  positive  ou 
négative. 

Théorème  VI.  —  Soient  œ,  y  deux  variables  que  nous  considérerons 
comme  représentant  deux  coordonnées  rectangulaires,  et 

une  fonction  de  ces  deux  variables.  Traçons  d'ailleurs  dans  le  plan  des 
X,  y  une  courbe  fermée  OS,  dont  la  longueur  totale  soit  désignée  par  r, 
et  nommons  s  l'arc  de  cette  courbe  compté  positivement  dans  le  sens  du 
mouvement  de  rotation  direct,  à  partir  d'un  point  fixe  0  Jusqu'au  point 
mobile  S.  Si  l'on  partage  le  périmètre  c  de  la  courbe  OS  en  plusieurs 
parties 

« 

respectivement  comprises  entre  les  extrémités  des  arcs 
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en  sorte  qu'on  ait 


et,  par  suite, 

C,  +  (',  H-  .  .  .  +  C„  =:  J„  —  Sg  =  C  : 

alors  u  étant  considère  comme  fonction  de  la  seule  variable  s,  l'indit 
intégral 


T.m 


sera  la  somme  des  indices  de  même  forme  qui  correspondent  aux  divers 
parties 

c„-    c„     ....    c« 

du  périmètre  c,  en  sorte  qu'on  aura 

>-.^:((;))=r((;))=x:((^))-7:(œ)--x:-,(fâ: 

Démonstration.  —  En  cffel,  dans  l'équation  (33),  le  premier  membi 
représente  la  somme  totale  des  indices  de  la  fonction  -  correspondai 
aux  points  du  contour  OS  pour  lesquels  cette  fonction  devient  infîni 
tandis  que  chaque  terme  du  second  membre  représente  une  somii 
semblable,  mais  relative  seulement  aux  points  situés  sur  une  partie  (i 
même  contour.  Or  il  est  clair  qu'en  réunissant  les  sommes  partielli 

relatives  aux  diverses  portions  c,,  c, c„  d»  contour  c,  on  obtiend: 

la  somme  totale  relative  au  contour  entier. 

Corollaire!.  —  Si  l'on  nomme  C  l'indice  intégral  relatif  au  conloi 

fermé  OS,  et 

C,  c„    ...,   (;„ 

ce  que  devient  cet  indice  quand  on  remplace  successivement  le  coi 
tour  entier  c  par  ses  diverses  parties 

un  aura 

(34)  C-C,+  C,  +  ...+  C„. 
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Corollaire  II.  —  Les  raisonnements  dont  nous  avons  fait  usage  suf- 
fisent évidemment  pour  établir  la  formule 

dans  le  cas  même  où  Ton  n'aurait  plus  5^  =  o,  5„=  c,  par  eonséquent, 
dans  le  cas  où  Tare 

ne  serait  lui-même  qu'une  partie  du  contour  OS, 

Si  Ton  suppose  en  particulier  /i  =  2,  la  formule  (35)  donnera  sim- 
plement 

Corollaire  III.  —  Si  l'on  veut  rendre  la  formule  (35)  applicable  au 

cas  même  où  la  fonction  -  devient  infinie  pour  l'une  des  valeurs  de  5 
représentées  par 


•^o>      ^if      ^î>       •  •  •»      ^n-lf      * 


H9 


il  sera  nécessaire  d'admettre  que,  dans  la  somme  d'indices  représentée 
par  une  expression  de  la  forme 


m)) 


on  doit  réduire  à  moitié  l'indice  correspondant  à  une  valeur  donnée 
de  s  toutes  les  fois  que  cette  valeur  coïncide  avec  l'une  des  limites  ^^^  5,. 

Corollaire  IV.  —  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  implicitement 
admis  que  les  quantités 

forment  une  suite  croissante.  Si  l'on  veut  que  les. formules  trouvées 
s'étendent  au  cas  même  où  cette  condition  ne  serait  pas  remplie,  on 
tirera  de  ta  formule  (3G),  en  y  posant  s^  =  5o, 
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par  conséquent 

Au  reste,  pour  obtenir  immédiatement  la  formule  (39),  il  suffi 
d'étendre  la  définition  que  nous  avons  donnée  de  l'indice  intégral  d'uni 
fonction,  dans  le  paragraphe  I,  au  cas  même  où  la  variable  comprisi 
dans  cette  fonction  décroit  au  lieu  de  croître.  En  effet,  si  une  fonctioi 
d'une  seule  variable  change  de  signe  dans  un  certain  sens,  tandis  qui 
la  variable  croit  en  passant  par  une  valeur  donnée,  elle  changera  di 
signe  en  sens  opposé,  tandis  que  cette  variable  décroit  en  passant  pa 
la  même  valeur.  Donc  l'indice  de  la  fonction  correspondant  à  une  va 
leur  donnée  de  la  variable  se  réduira  dans  le  premier  et  le  second  ca: 
à  deux,  quantités  de  signes  contraires,  et  par  suite  l'indice  intégral 
pris  entre  deux  limites,  restera  le  même  au  signe  près,  mais  changeri 
de  signe  si  l'on  échange  les  deux  limites  entre  elles. 

La  formule  (37)  étant  obtenue  comme  on  vient  de  le  dire,  on  ei 
conclura  sans  peine  que  la  formule  (35)  subsiste,  quel  que  soit  l'ordn 
de  grandeur  des  quantités 


D'ailleurs  la  formule  (iy)  comprend  un  théorème  que  l'on  peu 
énoncer  comme  il  suit  : 

Thëorëhe  VII.  —  Soient  x,  y  deux  variables  que  nous  considéreron. 
comme  représentant  deux  coordonnées  rectangulaires;  u  =  ¥(^x,  y)  un. 
fonction  réelle  de  ces  deux  variables  gui  ne  change  jamais  de  signe  san 
devenir  nulle  ou  infime;  PQ  une  ligne  droite  ou  courbe  tracée  dans  / 
plan  des  x,  y  entre  deux  points  donnés  F,  Q  e/  s  une  longueur  compté 
sur  cette  ligne  à  partir  d'un  point  fixe  0.  Alors  u  étant  considéré  comm 
fonction  de  la  variable  s,  si  l'on  nomme  C.  D  les  valeurs  qu'acquiert  l'in 
dice  intégral  de  la  fonction  ~ ,  quand  on  passe,  en  suivant  la  ligne  PQ 
1"  du  point  P  au  point  Q;  2,"  du  point  Q  au  point  P,  on  aura 
(38)  C^-D        0»        C  +  D-o. 
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Nota,  —  Il  est  aisé  de  s'assurer  que  ce  théorème  s'étend  au  cas  même 
011  la  fonction  -  deviendrait  infinie  en  l'un  des  points  P,  Q. 

Théorème  VIII.  —  Soient  x^  y  deux  variables  qui  représentent  deux 
coordonnées  rectangulaires  ; 

une  fonction  de  ces  mêmes  variables^  et  supposons  tracés  dans  le  plan 
des  a?,  V  deux  contours  PRQ,  QSP  qui^  offrant  une  partie  commune  PQ, 
enveloppent  respectivement  deux  aires  A,  B,  contiguis  l'une  à  l'autre. 
Le  système  de  leurs  parties  non  communes  formera  un  nouveau  con- 
tour  RQSPR  qui  servira  d'enveloppe  à  l'aire  totale  A  -h  B.  Cela  posé^ 

nommons  A  ou  B  l'indice  intégral  de  la  fonction  ~  étendu  à  tous  les 

points  du  contour  PRQ  ou  QSP  et  calculé  dans  la  supposition  qu'un  poini 
mobile  parcourra  chacun  de  ces  contours  avec  un  mouvement  de  rotation 
direct,  la  somme 


A-^B 

représentera  l'indice  intégral  de  la  méràe  fonction  -  étendu  à  tous  les 

m 

points  du  contour  RQSPR  et  calculé  dans  la  supposition  que  ce  dernier 
contour  soit  encore  parcouru  par  un  point  mobile  doué  d'un  mouvement 
de  rotation  direct. 

Démonstration.  —  Soient  C  la  partie  de  l'indice  intégral  A  ef  D  la 
partie  de  l'indice  intégral  B,  relatives  à  l'arc  PQ,  c'est-à-dire  à  la  partie 
(*onimunc  des  deux  contours  PRQ,  QSP.  Soient  au  contraire  R,  S  les 
parties  des  indices  A  et  B  qui  correspondent  aux  parties  non  communes 
d«*s  deux  contours.  On  aura 

i39)  A=:C-+-R,        B-D-^S, 

et  la  somme  R  -h  S  représentera  évidemment  l'indice  intégral  de  - 

étendu  h  tous  les  points  du  contour  RQSPR,  dans  le  cas  où  un  point 
mobile  parcourt  ce  dernier  contour  avec  un  mouvement  de  rotation 
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direct.  Or.  pour  s'assurer  que  ta  somme  R  -i-  S  ne  diflere  pas  de  la 
somme  A  -t-  B,  il  suffira  de  combiner  entre  elles  par  voie  d'addition  les 
Formules  (39),  en  ayant  égard  à  la  condition  (38)  qui,  dans  l'hypo- 
thèse admise,  se  trouvera  évidemment  vérifiée. 

Corollaire.  —  En  réunissant  successivement  les  unes  aux  autres 
plusieurs  aires  contiguès  terminées  par  divers  contours  qui  offrent  des 
parties  communes,  on  déduira  sans  peine  du  théorème  VIII  celui  que 
nous  allons  énoncer. 

Thëorëhe  IX.  —  Soient  x,y  deux  variables  qui  représentent  des  coor- 
données rectangulaires  ; 

une  /onction  de  ces  variables,  et  considérons  dans  le  plan  des  x,  y  une 
awe  finie  qui  soit  partagée  en  autant  d'éléments  que  l'on  voudra.  L'in- 
dice intégral  de  la  /onction  - .  étendu  à  tous  les  points  du  contour  qui 
termine  cette  aire,  sous  la  condition  que  ce  contour  soit  parcouru  dans  le 
sens  du  mouvement  de  rotation  direct,  sera  la  somme  des  indices  sem- 
blables calcules  sous  la  même  condition  pour  les  divers  contours  qui  ter- 
minent les  divers  éléments. 

Du  théorème  IX,  joint  aux  ihéorèroes  III  et  V,  on  déduit  immédiate- 
ment la  proposition  suivante  : 

TaÉORÈHE  X.  —  Les  variables  x,  y  représentant  des  coordonnées  rec- 
tangulaires, si,  pour  tous  les  points  ren/ermés  dans  un  certain  con- 
tour OS,  les  deux  /onctions 

u  =  V{.T,y),         v  =  /(x,y) 
restent  finies  et  continues  aussi  bien  que  leurs  dérivées  du  premier  ordre 

du        àa        f)v^       dv 

ôx       dy       dx      dy' 
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si\  de  plus,  dans  cet  intérieur^  ia  fonction 

di^  du       dv  on 

~  àx  dy       ~dy  dx 

offre  une  valeur  différente  de  zéro  pour  tous  les  points  où  se  rencontrent 
les  courbes  représentées  par  les  équations 

(3a)  ii  =  o,        I'-— o, 

alors  en  nommant  M  le  nombre  des  points  de  rencontre  qui  correspondent 
à  des  valeurs  négatives  de  w^  N  le  nombre  de  ceux  qui  correspondent  à 
des  valeurs  positives  de  w^  c  le  périmètre  du  contour  OS,  enfin  s  un  arc 
compté  positivement  sur  ce  contour  dans  le  sens  du  mouvement  de  rotation 

direct,  et  supposant  d'ailleurs  le  rapport  -  exprimé  en  fonction  de  la 

seule  variable  s^  on  cuira 

« 

Démonstration.  —  Dans  l'hypothèse  admise,  et  en  vertu  du  théo- 
rème V,  on  pourra,  autour  de  chacun  des  points  de  rencontre  C,  C,  ... 
des  courbes  représentées  par  les  équations  (32),  tracer  un  contour  fermé 
dont  les  dimensions  soic^nt  très  petites  et  dont  la  forme  soit  telle  que  la 
substitution  de  ce  contour  au  contour  OS  fournisse,  au  lieu  du  premier 
membre  de  l'équation  (4<^)f  une  expression  équivalente  à  l'unité,  abs- 
traction faite  du  sij^ne,  mais  affectée  du  même  signe  que  la  valeur  de  w 
relative  au  point  C,  ou  C,  etc.  Il  y  a  plus,  les  aires  infiniment  petites, 
comprises  dans  les  contours  tracés  autour  des  points  C,  C,  ...,  pour- 
ront être  considérées  comme  autant  d'éléments  de  l'aire  finie  comprise 
dans  le  contour  OS,  les  autres  éléments  étant  eux-mêmes  infiniment 
petits  et  tracés  de  manière  que  chacun  d'eux  soit  traversé  par  une 
seule  des  courbes  (32)  ou  qu'il  n'ait  de  points  communs  avec  aucune 
d'elles.  Or  comme  l'indice  intégral  relatif  au  contour  qui  termine  l'un 
de  ces  derniers  éléments  sera  nul  dans  le  premier  cas,  en  vertu  du 
théorème  III,  et  s'évanouira  encore  dans  le  second  cas,  où  la  fonc- 
tion -  ne  deviendra  infinie  pour  aucun  des  points  de  ce  contour,  il  suit 
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lin  théorème  IX  ^ue  l'expression 


im 


se  réduira  simplemont  à  la  somme  des  indices  relalils  aux  élémei 
qui-  eontiennent  les  points  C,  C.  ....  D'autre  part,  chacun  de  ( 
indices  étant  le  double  de  +  i  ou  de  —  i,  suivant  (jne  fa  valeur  de 
correspondant  au  point  C  ou  C,  etc.  est  positive  ou  négative,  le 
somme  sera  évidemment  égale  au  double  de  N  —  M.  Donc  lit  valeur 
l'expression 


:i:m 


sera  déterminée  par  la  formule  (4o)- 

Corollaire  I.  —  Lorsque  u  et  r  sont  des  fonctions  entières  Av  x, 
ces  fonctions  sont  toujours  finies  et  continues  aussi  bien  que  lei 
dérivées  du  premier  ordre 

du       Ou        (Je        ôv 
àj:       <)y       ùx       ùy 

pour  <les  valeurs  finies  des  variables  a:,  y.  Donc  alors  la  formule  (/] 
subsiste  sous  la  seule  condition  que  w  dillére  <le  zéro  pour  tous 
systèmes  de  valeurs  de  x,  y  propres  à  vérifier  les  équations  simul 
née8H  =  o,  v=  o,  et  l'on  obtient  le  théorème  qu'ont  énoncé  MM.  Stii 
etLiouville  dans  une  Note  que  renferma  le  Compte  rendu  de  la  séance 
l' Académie  des  Sciences  du  ij  mai  iSSy. 

Corollaire  II.  —  Lorsque  u  et  e  cessent  d'être  des  fonctions  entiè 
de  ar,  y.  alors  pour  des  valeurs  de  x,  y  propres  à  vérifier  le  systé 
des  équations  simultanées 

(33)  ,/  =  o,       r  =  o. 

il  peut  arriver  que  la  valeur  et  même  le  sifjne  de  w  soient  indélermin 

mmrtideC.  -  s.  II.  l.  I,  ■")« 
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Ainsi,  par  rxrmple,  si  Ton  a 


les  rquations  (12),  réduites  à  la  (onao 


i —  ^=  o,         .r  I—  <). 

JT 


SfToiil  vérifiées  par  des  valeurs  nulles  de  x^  v,  et  ces  valeurs  rendront 
indéterminée  la  fonction 

àv  au        dv  ou  _  Q  >• 
ôx  <)y       dy  ôjc        jt 

que  Ton  pourra  supposer  é^ale  à  une  quantité  quelconque  positive 
ou  négative.  Alors  le  signe  même  de  <v  restant  indéterminé,  la  for- 
mule (  /Jo)  cessera  d'être  applicable. 

Mais  si  les  fonctions  //,  v,  étant  fractionnaires  ou  même  transcen- 
dantes, restent  finies  et  continues,  aussi  bien  que  leurs  dérivées  du 
premier  ordre  relatives  ik  x,  v^mur  tous  les  points  renfermés  dans  le 
contour  donné,  on  n'aura  plus  à  craindre  que  la  valeur  de  iv  se  pré- 
sente dans  l'intérieur  de  ce  contour  sous  une  forme  indéterminée,  et 
l'équation  ({<0  continuera  de  subsister  sous  la  condition  énoncée. 
C'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si  l'on  suppose 

Concevons  que,  dans  cette  hypothèse,  le  contour  OS  se  réduise  ii  un 
carré  dont  le  centre  soit  l'origine  des  coordonnées  et  dont  le  côté  soit 
égal  à  2,  on  trouvera 


C~:8, 


au  ôv       du*  dv  »  y    .V 

ôy  ôjc       ax  ôy 


D'autre  part  les  équations  simultanées 
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cnln'  ics  variables  x,  y  seront  vérifiéps  :  i"  par  les  valeurs 

jmur  lesquelles  iv  deviendra  négatil';  2"  par  les  valeurs 

x-i.        ^-o, 
et 

iT  =:  —  I,  y  ~0, 

pour  lesquelles  w  deviendra  positif.  On  aura  donc  M  =  r,  N  =  2,  pa 
conséquent 

et  la  formule  (4o)  se  trouvera  vérifiée. 
Corollaire  /II.  —  Posons,  pour  abréger, 

et  nommons  /(s)  ce  que  devient  •]i(j;,y),  quand  on  exprime,  sur  I 
contour  OS,  les  coordonnées  x.  r  en  fonction  de  l'are  s.  La  foi 
mule(/(0)  donnerj 

(',2,  l^y^((/(,)M^N_M. 

Corollaire  IV.  —  Si  le  contour  OS  se  réduit  à  la  circonréreiiee  d'ui 
cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec  le  ravon  K,  el  si,  en  sup 
posant  le  point  0  situé  sur  le  demi-axe  des  a'  positives,  on  nomni 
p  l'angle  polaire  que  forme  avec  ce  demi-axe  le  rayon  vecteur  r  men 
de  l'origine  au  point  (a?,  v),  ou  aura 
(iJj  :r  =.rcosp,         y  =:  rs'inp, 

(45;  c  =  2j:R, 

et  la  formule  (42)  deviendra 
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Comme  on  aura  (railleurs  pour  tous  les  points  situés  sur  le  con- 
tour OS 

la  formule 

(4;)  A'^)~-^(^,y) 

ilonnera  pour  ehaeun  de  ces  points 

/(  l\p)  ---  ^(  R  ces/),  R  sin/>  ). 

Donc  la  formule  (/iG)  pourra  être  réduite  à 

(48)  ^JJ''((  +  (Rcos/>,  Rsin/>)))^N-M, 

le  signe  7  étant  relatifs  la  variable /i. 

Corollaire   V.  —  Si  le  contour  OS  se  réduit  au  périmètre  du  rec- 
tangle compris  entre  les  quatre  droites  représentées  par  les  équations 

(49)  x-x^,       x:-X,      y~^o»       7  — Y; 
alors,  en  supposant 

(50)  J^o<X,       >'o<Y, 

et  la  longueur  s  mesurée  sur  le  périmètre  du  rectangle,  à  partir  du 
sommet  qui  a  pour  coordonnées  Xq.y^^  on  obtiendra  les  formules 

(51)  C:--2(X  — Xo)H-2(\— ^o). 

(52)  ' 

dans  lesquelles  les  côtés  du  rectangle  sont  représentés  par  les  diffé- 
rences 

\       Xq^         y  —  ^Vq, 

D'autre  part,  les  valeurs  de  x,  y,  exprimées  en  fonction  de  s  pour 
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les  points  situés  sur  le  premier,  le  deuxième,  le  troisième 
Irième  côté  du  rectangle,  seront  respectivement 

l^  —  jr^+s,  ,  y—y«; 

)^  =  X,  j.=y.+  ,-(X-a-.) 

'U-  =  X-[.!-(X-i.)-(Y-,v,)],  v  =  Y; 

\^  =  ^„  r  =  ï-[<-a(X-,r,) 

et  l*un'aura,  par  suite,  eu  égard  à  la  formule  (/i7), 

^'   '■((/(>)»=^'_((t(^,/.)»,        • 

J^"''*'""((/w))=^\(<Kx,j')))=J"^™*';""((/M))=-^y^ 

Donc,  on  tirera  de  l'équation  (52) 

et  la  formule  (/|2)  donnera,  dans  l'hypothèse  admise, 
i'-\     ^J(+(i,7.)))+^\(+(X,^))) 
'  -j7„"  +  ''' ^"'    -^^^((  +  (J:„J')))J  =  N-M. 

Au  reste,  pour  établir  directement  la  formule  (54)  et,  p 
formule  (55),  il  suflU  d'observer  que,  dans  le  cas  oîi  le  t 
devient  un  rectangle,  les  quatre  parties  de  l'indice  intégral 

^,'«/(«))) 

correspondant  aux  quatre  cotés  de  ce  rectangle  sont  évidem 

^iMl^'.y.n,   ^'(CKX,,)-))),   ^^■((+(»,Y))) 
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o\  qu'on  vertu  do  la  formulo  (27)  los  doux  domioros  se  réduisent  à 

■ 

Théorème  XI.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  X. 
si  la  /onction  iv  reste  positive  pour  tous  les  points  renfermés  dans  le  con- 
tour  OS,  ou  du  moins  pour  ceux  où  se  rencontrent  les  courbes  représentées 
par  les  équations  (32),  ori  aura 

.-;:((;;))  ^- 

Démonstration.  —  Alors,  en  ofFet,  Al  sera  évidemment  nul  et,  par 
suite,  la  difïéronro  N  —  M  se  réduira  simplement  à  N. 

Corollaire  L  —  Dans  le  cas  dont  il  s*agit,  les  formules  (48)  et  (3  >) 
deviennoni 

(5;)  ^  7*''u^(Rcos/?,Rsin/?)))-N, 

Corollaire  //.  —  f{x)  étant  une  fonction  entière  de  .r,  préparéo  do 
manière  que  Téquation 

n'oflro  pas  de   racines  égales,  si   Ton   nomme  //,  e  deux   fonctions 
recolles  do  x,y  déterminées  par  la  formule 


on  aura 


ôv      on   —       / —  /  ôv       du   f — \ 


par  conséquent 

du        ^)<'  àv  du 

ÔY       ôx  Oy  Ox 
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"      '  t)j;  dy       ày  O.t  "{Oj-J        \à.c }  ' 

Or,  foUe  dernière  valeur  de  w  ne  pauvant  s'évaiinuir  que  dar 
où  l'on  aurait 


<■(,  par  suite, 

<)v        au 


-/'U-+rv'--.')-o. 


sera  oiUièrement  positive  pour  les  valeurs  de  x,_v  propres  iivér 
équations  (32)  et,  par  suite,  la  formule 

(6.)  /(J-  +  VV-1)   r.O, 

puisque  les  rondiliiiiis 

/(^  +  y  v'^)  ■---  o,       f{^+y\  "T.)  =  o 

ne  peuvent  subsister  simultanément  lorsque  l'équation  (Si)) 
point  de  racines  égales.  Il  en  résulte  que,  dans  l'Iiypotlièse  ad 
nombre  N  des  valeurs  de  x,  y  propres  à  vérifier  l'équatiuii 
correspondant  à  des  points  situés  dans  l'intérieur  du  contour  ( 
déterminé  par  la  formule 

(56)  N 


^mB 


Si  le  contour  OS  se  réduit  à  une  circonférence  de  cercle  dé 
i'origine  comme  centre  avec  le  rayon  R,  ou  bien  encore  au  p» 
du  rectangle  compris  entre  les  droites  que  représentent  le 
lions  (49).  la  formule  (56)  devra  être  remplacée  par  la  forint 
(lu  (58).  Alors  aussi  les  diverses  valeurs  de  1+ v\/—  1,  cor 
dantaux  points  où  se  rencontreront  dans  l'intérieur  du  contou 
les  courbes  représentées  par  les  équations  (32),  seront  préc 
celles  des  racines  réelles  ou  imaginaires  de  l'équation  (f»9)  q 
plissent  certaines  conditions,  savoir  :  celles  qui  offrent  un  modi 
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rieur  à  R,  ou  colles  qui  offrent  une  partie  réelle  comprise  entre  les 


limites  x^^'X  et  un  coefficient  de  y—  i  compris  entre  les  limites  v„,  Y. 
Si  d'ailleurs  la  fonction  /(x)  est  de  forme  réelle,  Téquation  (Go^ 
entraînera  la  suivante  : 

(63)  /(jc  —  7V  —  ')  =  i'  —  «V'—  i; 

en  sorte  qu*on  aura 

/(  a-  -h  r  V  "^  )  -f-  /(  X  -  y  V  —  I  ) 

(04)  I  .  ^ "*     .  ,._ 

_  /(x-H.vy'-i;-- Ax-   ry/—i) 

il  —   '^ -pzz î 

2  y —  I 

et  les  formules  (57),  (j8)  coïncideront  avec  les  formules  (i74),  (^72) 
du  Mémoire  lithographie  à  Turin,  sous  la  date  du  27  septembre  i83i. 
On  déduirait  avec  la  même  facilité  de  Féquation  (56)  les  autres  for- 
mules contenues  dans  le  Mémoire  dont  il  s'ajçit,  et  relatives  à  la  déter- 
mination du  nombre  des  racines  réelles  ou  imaginaires  des  équations 
algébriques  ('). 

Théorème  XII.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  A", 
si  le  système  des  équations 

(6r>)  u  -=:  O,  UT—  o 

ne  se  vérifie  pour  aucun  des  points  situés  dans  l'intérieur  du  contour  OS, 
alors  en  nommant  N  le  nombre  des  points  où  se  rencontrent^  dans  l'inté- 
rieur de  ce  contour,  les  courbes  représentées  par  les  équations  (Sa)»  on 
aura 

(■««)  -7"((-))  =  -v, 


mm 


Démonstration.  —  Pour  déduire  le  théorème  XII  dû  théorème  X,  il 

(  ^  )  J'ai  appris  que  des  démonslraliuits  élémentaires  de  mes  théorèmes  sur  les  racines 
ima^'inaires  ont  été  données,  pour  la  première  fois,  par  MM.  Sturm  et  Liouville,  dans  un 
Mémoire  que  jc  ne  connais  pas  encore,  l'exemplaire  qu'ils  ont  bien  voulu  m'adresser  ne 
nVétant  pas  encore  parvenu. 
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suffit  de  remplacer  h  fonction  v  par  le  produit  co'.  Alors,  en  eOet,  \ei 
équations  (32)  devront  être  remplacées  par  celles-ci  : 

(67)  u  =  o,       r«.  =  o. 

et  la  différence 

par  la  suivante 
(68) 


Ox  Oy       dy  âx 


'>(■•"■)  au 
dx     dy 


D'ailleurs,  les  formules  (65)  n'étant  pas  simultanément  vérifîéf 
dans  l'intérieur  du  contour  OS,  les  équations  (67)  5'y  réduiront 
celles-ci  : 

{33)  M=^0,  V  =  0, 

et,  pour  chacun  des  points  déterminés  par  ces  dernières,  la  diflii 
renée  (68)  deviendra 

\dx  dy      dy,  Ox)  ~ 
Donc,  cette  différence  étant  constamment  positive,  l'expression 


mm 


se  confondra,  en  vertu  du  théorème  X,  avec  le  nombre  total  N  de 
systèmes  de  valeurs  de  x,  y  propres  à  vérifier,  dans  l'intérieur  d 
contour  OS,  les  équations  (32). 

On  peut  d'ailleurs  observer  que  le  nombre  ici  désigné  par  N  est  I 
somme  des  nombres  représentés  dans  le  théorème  X  par  M  et  N,  e 
sorte  qu'on  a 

(69)  A'=M  +  N. 

Corollaire  I.  —  Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

, ,  ,        V  f  dv  du        dv  au  \       l'ii' 

OKurret  dt  C.  —  S.  H,  1.  I.  Sg 
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et  si  l'on  nomme  f(^)  ce  que  devient  l'expression  'K^*  v),  quand  on 
exprime  les  coordonnées  rectangulaires  x^  y  en  fonction  de  Tare  j,  la 
formule  (66)  donnera 

(70  ^^ï^^o^^''^"^"- 

Corollaire  IL  —  Si  le  contour  OS  se  réduit  à  la  circonférence  d'un 
cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec  le  rayon  R«  ou  au  péri- 
mètre du  rectangle  compris  entre  les  quatre  droites  que  représentent 
les  équations  (49)»  on  tirera  des  formules  (48)  et  (55),  dans  le 
premier  cas, 

et,  dans  le  second  cas, 

La  formule  (78)  coïncide  avec  celle  qui  termine  le  Mémoire  du 
i5  juin  i833.  Seulement,  à  l'énoncé  du  théorème  que  fournit  cette 
même  formule,  et  qui  est  le  théorème  VIII  du  paragraphe  1",  il  con- 
vient de  joindre  la  condition  ci-dessus  indiquée,  savoir,  que  le  système 
des  équations 

u  —^  O,  «'  =  o 

ne  se  vérifie  pour  aucun  des  points  renfermés  dans  Tîntérieur  du  con- 
tour donné. 
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SBUTITES   A   LA 


THÉORIE  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES, 


ET  SUR  LA 


CONVERSION  DES   DIFFÉRENCES   FINIES   DES  PUISSANCES 
EN  INTÉGRALES  DE  CETTE  ESPÈCE  («). 


Journal  de  l'École  Pofytechnique,  XXVIII*  Cahier,  t.  XVII,  p.  f47;  1844. 


Ce  Mémoire  est  divisé  en  trois  Parties  dont  je  vais  donner  une  idée 
en  peu  de  mots. 

La  première  Partie  est  relative  à  la  détermination  des  intégrales 
définies  par  les  intégrations  doubles.  On  sait,  depuis' longtemps,  que 
la  méthode  des  intégrations  successives  peut  servir  à  fixer  la  valeur 
d'un  grand  nombre  de  transcendantes  que  les  procédés  directs  de  Tin- 
tégration  ne  sauraient  déterminer.  Toutefois,  il  existe  deux  manières 
d'appliquer  cette  méthode  à  la  théorie  qui  nous  occupe.  La  première 

(1)  Le  Mémoire  qu'on  va  lire,  présenté  à  F  Académie  des  Sciences  le  1  janvier  181 5,  a 
reçu  quelques  additions  vers  la  même  époque.  Mais,  quoique  cité  plusieurs  fois,  particu- 
lièrement dans  le  premier  Volume  des  Ejcercices  et  dans  le  XIX*  Cahier  du  Journal  de 
l'École  Polytechnique,  il  n'avait  pas  encore  été  imprimé.  Cependant,  parmi  les  résultats 
qu'il  renferme,  il  en  est  plusieurs  qui  paraissent  pouvoir,  môme  aujourd'hui,  intéresser 
les  géomètres;  et  c'est  ce  qui  nous  décide  à  le  publier.  {Note  de  Cauchf,) 
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consiste  à  chercher  des  intégrales  doubh's  que  Ton  puisse  décomposer 
de  deux  façons  diflerentes  en  intégrales  simples;  la  seconde  à  trans- 
former une  intégrale  simple  donnée  en  une  intégrale  double  dont  on 
puisse  obtenir  facilement  la  valeur.  C'est  sous  le  premier  point  de  vue 
que  j'ai  considéré  la  question  dans  le  dernier  Mémoire  que  j'ai  eu 
l'honneur  de  soumettre  à  la  Classe  et  qu'elle  a  daigné  honorer  de  son 
approbation.  Envisagé  sous  Tautre  point  de  vue,  le  problème  se 
résoudra  facilement  dans  plusieurs  cas  si  l'on  décompose  la  fonction 
sous  le  signe/en  deux  facteurs  et  si  l'on  remplace  un  de  ces  facteurs 
par  une  intégrale  défînie.  Cette  intégrale  a  souvent  pour  diviseur  une 
des  transcendantes  que  M.  Legendre  a  désignées  par  la  lettre  F.  On 
avait  déjà  fait  ces  remarques;  mais  il  m'a  semblé  qu'on  n'en  avait  pas 
encore  tiré  tout  le  parti  possible.  En  suivant  ces  idées,  je  suis  pan'enu 
à  quelques  résultats  nouveaux,  ainsi  qu'à  la  démonstration  directe  de 
plusieurs  formules  que  M.  Laplace  a  déduites  du  passage  du  réel  à 
l'imaginaire,  dans  le  troisième  Chapitre  du  Calcul  des  probabilités  {^)^ 
et  qu'il  vient  de  confirmer  par  des  méthodes  rigoureuses  dans  quelques 
additions  faites  à  cet  Ouvrage.  L'une  de  ces  formules,  fondée  en  partie 
sur  la  considération  des  intégrales  singulières,  fournit  une  nouvelle 
preuve  des  avantages  que  peut  offrir  en  Analyse  l'emploi  des  intégrales 
dont  il  s'agit. 

La  deuxième  Partie  du  Mémoire  a  pour  objet  la  démonstration  d'un 
théorème  général  assez  remarquable,  relatif  aux  intégrales  simples 
prises  entre  les  limites  o  et  oc  de  la  variable.  On  déduit  facilement  de 
ce  théorème  les  valeurs  de  plusieurs  intégrales  définies  déjà  connues, 
et  de  quelques  autres  qui  ne  l'étaient  pas. 

La  troisième  Partie  se  rapporte  à  la  transformation  des  différences 
finies  des  puissances  en  intégrales  définies.  Lorsqu'on  suppose  la  va- 
riable positive,  cette  question  se  divise  naturellement  en  deux  autres, 
suivant  que  l'exposant  de  cette  variable  est  positif  ou  négatif.  Dans  le 
second  cas  la  question  était  depuis  longtemps  complètement  résolue 
au  moyen  de  la  formule  générale  que  M.  Laplace  a  donnée  pour  la  pre- 

(*)  Œuvres  de  Laplace,  l.  VU,  Liv.  I,  2*  Partie,  p.  128. 
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mière  fois  dans  les  Mémoires  de  l' Académie  des  Sciences ,  année  1782  (*). 
Mais  on  peut  de  cette  première  solution  en  déduire  une  infinité  d'autres, 
par  l'application  des  méthodes  exposées  dans  mon  dernier  Mémoire. 

Dans  le  premier  cas,  c'est-à-dire  lorsque  l'exposant  de  la  variable 
est  positif,  la  question  n'avait  d'abord  été  résolue  que  pour  des  valeurs 
de  ces  exposants  inférieures  à  l'indice  de  la  différence  finie  que  l'on 
considère  [voir  les  Mémoires  déjà  cités,  et  la  première  Partie  de  la 
Théorie  analytique  des  probabilités,  n**  41  (*)].  Lorsque  l'exposant 
devient  supérieur  à  l'indice,  la  formule  insérée  dans  ces  Mémoires 
cesse  d'être  applicable,  parce  que  l'intégrale  relative  à  x  qu'elle  ren- 
ferme, et  qui  doit  être  prise  entre  les  limites  a?  =  o,  a?  =  00,  acquiert 
une  valeur  infinie.  Mais  je  fais  voir  que,  pour  rectifier  alors  la  formule, 
il  suffira  de  diminuer  dans  cette  intégrale  le  numérateur  de  la  fonction 
renfermée  sous  le  signe  y  d'une  fonction  rationnelle  et  entière  de  a?, 
assujettie  à  la  seule  condition  de  rendre  à  l'intégrale  une  valeur  finie. 
Si  l'on  conçoit  le  numérateur  que  l'on  considère  développé  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x^  la  fonction  cherchée  sera  toujours  égale 
à  la  somme  des  termes  qui,  dans  ce  développement,  renferment  des 
puissances  de  x  inférieures  à  l'exposant  de  la  variable.  Le  nombre  de 
ces  termes  croîtra  donc  avec  c^  même  exposant;  d'où  il  est  aisé  de 
conclure  que,  pour  la  facilité  des  calculs,  on  devra  restreindre  l'emploi 
de  la  formule  à  des  valeurs  de  ces  exposants,  qui  surpassent  au  plus 
de  quelques  unités  l'indice  de  la  différence  finie. 

M.  Laplace,  ayant  repris  dernièrement  la  question,  a  donné  dans  la 
seconde  addition  faite  au  Calcul  des  probabilàés  (p.  473)  (*)  une  nou- 
velle formule  également  applicable  à  toutes  les  hypothèses  possibles 
sur  la  valeur  positive  que  l'exposant  de  la  variable  peut  recevoir.  Je 
déduis  des  résultats  exposes  dans  la  première  Partie  de  ce  Mémoire 
deux  équations  différentes,  dont  chacune  peut  remplacer  la  formule 
dont  il  s'agit,  et  qui,  ajoutées  entre  elles,  reproduisent  une  troisième 

(*)  Œuvres  de  Laplace,  t.  X. 
•  («)  Ibid.,  t.  Vn,  p.  i65. 
(»)  Ibid,,  t.  VII,  p.  480.   . 
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équation  équivalente  à  celle  de  M.  Laplaee.  Cette  troisième  équation 
transforme  la  différence  finie  donnée  en  une  intégrale  définie,  qui 
renferme  une  constante  positive,  mais  indéterminée,  dont  on  peut  dis- 
poser à  volonté.  Seulement,  lorsque  Texposant  de  la  variable  surpasse 
l'indice  de  la  différence,  on  doit  éviter  de  donner  à  cette  constante 
des  valeurs  très  petites.  On  n'est  plus  assujetti  à  la  même  condition 
dans  le  cas  où  l'exposant  devient  inférieur  à  l'indice;  et,  dans  cette 
dernière  hypothèse,  on  peut  même  supposer  la  constante  tout  à  fait 
nulle.  On  obtient  alors  une  formule  qui  renferme  des  sinus  et  cosinus 
sans  exponentielles,  et  qu'on  peut  ainsi  déduire  de  la  formule  insérée 
dans  les  Mémoires  de  178a,  en  appliquant  à  cette  dernière  la  méthode 
fondée  sur  le  passage  du  réel  à  l'imaginaire. 

Lorsque  la  différence  finie  donnée  se  rapporte  à  une  variable  néga- 
tive, elle  se  divise  en  deux  parties,  l'une  réelle,  l'autre  imaginaire. 
Mais  on  peut  alors  essayer  de  représenter  séparément  chacune  d'elles 
par  une  intégrale  définie.  M.  I^place  a  résolu  ce  dernier  problème 
dans  le  cas  où  l'indice  de  la  différence  donnée  surpasse  l'exposant  de 
la  variable.  Je  parviens  à  résoudre  la  même  question  dans  tous  les  cas 
possibles,  en  supposant  toutefois  que  l'exposant  de  la  variable  soit 
positif. 

Il  me  reste  à  indiquer  un  corollaire  assez  remarquable  des  formules 
dont  je  viens  de  rendre  compte.  L'une  de  ces  formules  m'a  conduit  à 
l'expression  générale  de  la  transcendante,  que  M.  Legendre  a  désignée 
par  r(a),  en  intégrale  définie.  On  sait  que  pour  des  valeurs  positives 
de  a  cette  transcendante  peut  être  représentée  par  l'intégrale 

prise  entre  les  limites  a?  =  o,  a?  =  x.  Mais,  lorsque  a  devient  négatif, 
la  même  intégrale,  devenant  indéfinie  quel  que  soit  a,  ne  peut  plus 
servir  à  représenter  la  transcendante  dont  il  s'agit.  Pour  rendre  géné- 
rale l'expression  précédente,  il  suffit  de  diminuer  l'exponentielle  e~' 
d'une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x^  assujettie  à  la  seule  condi- 
tion de  donner  à  l'intégcale,  s'il  est  possible,  une  valeur  finie.  Pour 
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des  valeurs  négatives  de  a,  cette  fonction  est  toujours  égale  à  la  soi 
des  termes  jjui,  dans  le  développement  de  e"',  renferment  clos  j 
sauces  de  x  inférieures  î^  —  a.  La  même  fonction  devient  nulle  tr 
les  fois  que  a  est  positif,  et  la  formule  générale  rentre  alors  dai 
formule  connue. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

SUR    T,A   TRANSFORIIATIOM    DES    INTÉGRALES    SIMPLES    PAR    LE   MOYEN 
DES    INTÉORATIONS    DOUBLES. 


§  I.  —  Exposition  générale  de  la  méthode. 
Soit 


■f> 


une  intégrale  relative  à  :r  et  à  laquelle  les  -procédés  directs  de  1' 
gration  ne  soient  pas  applicables.  Supposons  de  plus  la  fonctî 
composée  de  deux  facteurs  F  et  Q,  en  sorte  qu'on  ail 
X  =  PQ. 

Si  l'on  désigne  par  =  une  nouvelle  variable,  par  R  une  fonction 
et  de  s,  et  par  A  une  quantité  constante,  on  pourra  donner  à  R  e 
une  infinité  de  valeurs  différentes,  de  manière  à  satisfaire  à  l'équ 


(') 


Q  =  A  f  Rd 


Cela  posé,  si  l'on  peut  trouver  pour  R  une  valeur  telle  que  la  ■ 

rentiellc 

PRrfx 

soit  immédiatement  intégrable,  en  faisant 
(3)  f  PRda:  =  Z, 
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on  aura 

(3) 


f  \dx=i\  f  Zds. 


Par  suitf,  si  la  valeur  de  Tintégrale  f  Zds  est  connue,  on  en  déduira 

immédiatement  la  vajeur  de  l'intégrale  /    Xdx.  Dans  le  cas  contraire, 

... 
Téquation  (3)  donnera  simplement  une  transformation  de  Tintégrale 

proposée.  Appliquons  ces  principes  à  quelques  exemples. 

j5  II.  —   Première  application. 
Soit 

}/l  étant  une  nouvelle  fonction  de  x;  on  aura 


>  e-^  dz 


(4)  Q-m7:=^ 


^'  '     z^-^e-'dz 


J. 


On  pourra  donc  supposer,  dans  le  cas  dont  il  s'agit, 


A  = 

1 

1 

•1\«)' 

Kr: 

rc"- 

«e-"-; 

et, 

par  suite, 

si 

l'on 

fait 

(5) 

Zr 

=  ,.-'/•  fe- 

"»  dx. 

on 

trouvera 

Exemple  /.  —  Soit  proposé  de  trouver,  entre  les  limites  x  =  o. 
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iT  =  a,lA  valeur  de  l'infégralc 

n  étant  •<  i;  on  aura 

l'  =  e-^         M  - -c, 

et,  par  suite,  les  équations  (5)  et  (6)  deviendront 

Corollaire  I.  ~  Si  dans  l'équation  (i)  on  suppose  a  ~  x,  on  aura 
/     x-''e~'  da!^=T{t  —  n),        e-''"-^"—o, 
et,  par  suite, 

ce  que  l'on  savait  déjà. 

Exemple  II.  —  Soit  proposé  de  transformer  l'intégrale 

m,  n  et  a  étant  trois  constantes  arbitrairoa.  On  pourra  supposer 
i  P  =x"'-'e-', 

<"  1  „=.... 

Cela  posé,  les  équations  (5)  et  (6)  deviendront 

Œurrci  de  C.  —  S.  U,  l.  1.  'io 
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Corollaire  I,  —  Si  dans  l'ôquation  (g)  on  suppose  a  ==  o,  h»  premior 
monibro  (ioviondra  simploment  égal  à 

•    0 

(*U  par  suite,  on  obtiendra  la  formule  connue 

Corollaire  II.  —  (domine  dans  les  équations  {g)  les  intégrales  rela- 
lives  à  X  et  à  s  sont  prises  entre  les  mêmes  limites,  on  peut  y  rem- 
placer z  par  x;  on  aura  en  conséquence 


Ola  posé,  Tèquation  (g)  donnera  ce  résultat   remarquable  par  sa 
symétrie  à  l'égard 'des  deux  constantes /w  et  n 


I 


•*    j^m-\  f3—Jr 


(  i)  — 


-  dx 

(.  +  -) 


•» 


) 


.1  (-r 


Exemple  m.  —  Soil  proposé  de  déterminer  la  valeur  de  Tintégraie 


(/)  /      e-''(f'-^~i)"«- 


x**"^» 


» 


«  étant  <Cm,  et  a/î  éUint  un  nombre  entier. 
On  aura  dans  le  cas  présent 

/i~^-hi,         Prre  '-^(c  '— I)'",         M  — J-; 

et,  par  suite,  l'équation  (5)  deviendra 

•    0 
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On  a  d'ailleurs 


et,  par  suite, 


r 


e-^'-^=J'(e-'  — i)'"^^ 


( —  i)"*.i  .2.3 m 


Donc 

_  (— i)'«.i.2.3 m  ^  (— i)"»r(m-+-i) 

et,  par  conséquent,  l'équation  (6)  deviendra 
•"  dœ 

^   ^         '  (— iV"r(m-4-i)   /'•* z^dz 

« 

Soit  maintenant  X  le  plus  grand  nombre  entier  compris  dans  a,  et 
faisons 

V 

l'intégrale  relative  à  5,  qui  se  trouve  comprise  dans  le  second  membre 
de  l'équation  (/),  pourra  être  mise  sous  la  forme 

z"*      dz. 

On  déterminera  facilement  la  valeur  de  cette  dernière  intégrale,  si  l'on 
décompose  en  fractions  simples  la  fraction 


\s  -f-  z)[^s-{'  z-^i).  .  .ys  -^  z  -^  niy 


et,  par  suite,  on  déduira  de  l'équation  (/)  la  valeur  de  l'intégrale 

proposée 

/•*  dx 


.r***-» 


'♦76 
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Au  rosle  on  pout  éviter  la  décomposition  dont  il  s'agit  de  la  manière 
suivante  : 

Si  l'on  suppose  la  caractéristique  A  des  différences  finies  relative  à 
la  quantité  5  considérée  comme  variable,  l'équation  (k)  donnera 


Z  "  ;;«!'"  (    /     e-^'^'^'  dx  \  — 


-'^j  =  ^"'^'"(rii,) 


ou,  ce  qui  revient  au  même. 


1^    I         .'   -x*-i 


On  a  d'ailleurs 


(r-r,) 


-A+l 


S  -^  Z 


et 


—  J^  —  iJ*  "*H-.Ç' J^    -  — 


A'"5-o,         A'«5'  — o, 


\).  *x 


4-  (—  I  )'\r  —  (  -  i) 


A"*  s^  ---  o. 


r      Ç 


/.-ri 


î  "H  5 


Cela  posé,  la  valeur  de  Z  se  trouvera  réduite  à 


l~{-iY^'z' 


On  trouvera  par  suite 


./. 


Zr/5  =  (—  i)'^+'A'«(  s 


!)<>  plus,  on  a 


«-'0 


-'^      dz 


•VH-  3 


.     U  SI  II  «'lie 

sin-TT 

V 


Donc  en  lin 


/     ^dz^-^A—A"'^. 

K  snirlTT 


En  vertu  de  cette  dernière  formule,  l'équation  (G)  se  réduit  a 


Km) 


dx 


RELATIVES  A  LÀ  THÉORIE   DES    INTEGRALES,   ETf 
Ce  résultat  coïncide  avec  ta  formule  (u.")  du  Calcul  des  pi 
tités,  pafçe  iG3  [voir  aussi  Ips  Mémoires  de  l'Académie  des  Se 
année  1782  (')]. 

Corollaire  /.  —  Si  dans  l'analyse  précédente  on  suppose  ^ 
a  deviendra  un  nombre  entier,  et  l'on  aura  \=:n.  Dans  le  mêi 
on  trouvera 

A"'f*"l  rf«  A'"(î"lofr«1       (-11",,»,,, 

-r ~  -T~^ = ^-  ~ ■A'"(î-l0gJ   , 

Sinnn         rfsmnTT  ircosflîT  - 

j     /,</=  =  (-. r^'A'Mï-logJ), 
et,  par  suile. 

Si  dans  cette  équation  on  suppose  a  ='0,  on  obtiendra  la  de 
formule  de  l'article  41  du  premier  Livre  des  Probabilités  (p.  iG.'î 

Si  dans  la  formule  (/i)  on  fait  e-^=l.  m -- r,  et  que  l'on 
place  r(a  +  i)  par  le  produit  1.2. 3 a,  on  trouvera 

La  nouvelle  intégrale  élant  prise  entre  les  limites  /  =  o,  t^ 
pourra  changer  dans  la  formule  précédente  /  en  /",  on  aura  ainsi 

Si  dans  cotte  dernière  on  fait  a  +  i  =  r,  en  ayant  de  plus  é^ 
Péquation  n" y{^\o^s)  =  A''[(n5)''Iog«5]  qui  est  toujours  vraif 


(  1 1  OEwre.'!  de  Lapince.  1.  V»,  p.  166,  et  l.  X,  |).  287. 
(')  Ibid..  t.  VII,  p.  16H. 
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qu'on  suppose  a<C,r,  on  trouvera 


cv  qui  s'arccwde  avor  los  formules  données  par  M.  Legendre  (troisième 
Partie  des  Exercices  du  Calculintépral,  p.  372). 

Corollaire  IL  —  Si  l'on  compare  entre  elles  les  deux  valeurs  de  Z 

trouvées  ci-dessus,  savoir 


( —  i)*".  1 .2.3 m  _  . 

-«         Z  —  3«  A 


^5  -h  5)(5  -h  ^  -h  I).  .  -i-Ç  -+-  5  -h  W)       ' 

on  en  conclura 


\s-f-  5/ 


m 


[Tii)  - 


(   -  i)*".  I.CÎ.3 m  {^\)'^lim'^\)V{s^  z^ 


(.V  -+-  -.)  (  .V  -f-  ^  -+-  Il . . .  (.V  -V  5  -H  m  )  '  ~  Ti  5  -h  5  -h  m  -H  I  i 


Si  dans  cette  dernière  équation  on  fait  5  =  o,  on  aura 

\  s  /  ï(s  4- m -h  I)  ^  ./      (I 


S-h  tu  -*- 1 


Exemple  IV.  —  Soit  proposé  de  transformer  les  intégrales 


• 


fir 


•'0 

/i,  ret  5  étant  des  constantes  positives,  et  n  étant  <i.  On  aura  pour 
la  première  intégrale 

Z  =  z"^^  I     e-^'  *  =J'  sin  rx  dx  —  j«-' ' ^ ^ , 

et  pour  la  seconde 

,  r'     ,  ^.x-.  ,  ,  5 -h:; -h  ^  ^''*"-^  F'*  sin  ar  — (54-5)  cosrt/1 
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On  trouvera  donc  par  suite 

I     °_      I      r  f~      rs"''dz         _      „,  r'rCQSflr  +  ft+slsii 

I     ~r(«HJ.    /■'  +  (*  +  3)'       ^  J„  r»  +  (j  +  3)' 

1    /     j-''e-"cosrj:(la- 

°  _      ,      [-  /",.,_|_.i;»-irf.        _„.  f" /■sin>7r-(.t-)-j)cn 

Corollaire  I.  —  Si  dans  les  éq.uations  (p)  on  suppose  a  = 
l'on  y  change  /i  en  i  —  «  et  a:  en  s,  elles  (ieviendronl 

D'ailleurs,  si  l'on  fait  -  =  tangO.  on  aura,  en  supposant 

■K    '■+(■'  +  =)  sin«TC      ^       ^'.•. 

et 

Cela  posé,  on  aura 


(.,  '  • 


\r-- 


cosrsdz^:^  ■ — - — —^T{it); 

ce  qui  s'accorde  avec  les  formules  trouvées  par  Eulcr. 
Corollaire  II.  —  Soit  en  général 
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on  aura 
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R.r^-- 


cosnO  ( 


II 


IX,^ 


si  II  w  9 


■  \  «      /  ' —  \  -« 

s    '  r\'  -  -  \)      -+-  (  .f  -+-  r  \   -  I  ) 

'À 


-  I 


^r^^s^') 


n 
2\7 


Ola  posé,  si  l'on  change  5  en  i:  et  ren  j:-,  les  équations  (r)  prendront 
la  forme  suivante 


(O 


!- -i_ "■  «, —  /     5"   'p'"  sin-Ts^c. 


Kn  (lilTérentiant  ces  dernières  une  ou  plusieurs  fois  de  suite  par  rap- 
port à  k^  on  prouvera  facilement  qu'elles  s'étendent  à  toutes  les  valeurs 
positives  de  la  constante  n. 

Exemple  V.  —  Considérons  encore  les  intégrales 

/     (k  -^  x)  "  <'  *'  si  n  /*.r  dx^ 

•  0 

I      {k-\-x)   "e  "cosrxr/j:, 

*  0 

/*,  5,  n  étant  des  nombres  positifs  quelconques.  En  faisant  pour  la 
première  intégrale 


P  :.-  e"" sinrj",        M  -  -  Ar  -h  x, 


et  pour  la  seconde 


P  .-  e  '''  cosrx,         M  '-  k  -h  x. 


on  trouvera 


(O 


/      [k-hx)   "e  ''  a^lnrxdr    -  r~  ^  I       ,     "^ --5«-»<'  *=  ^/s, 

I    I      (k-hx)-"e-*-'vi)srx(Ix-r.^    --   / -- z^'^e  '''  dz. 
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Exemple  VI.  —  Soit  proposé  du  trouver  la  valeur  de  rintéj.r--' 


rfjT, 


m  élHnt  un  nombre  onticr  quelconque,  et  a  un  nombre  pc 
petit  que  m. 

On  Rura  dans  le  cas  présent 


l'  =  9in"';F,        M  =  j: 


ailleurs,  i 


On  trouvera  d'ailleurs,  si  rn  est  un  nombre  impair, 
..„.'_  '■=■■3 „ 


(i  +  ='K9-i-5")---('" 
c(.  si  m  est  un  nombre  pair, 


i    ''"""'~' 


rim  +  il 


i(4  +  j')(i(>+s')...(m 
On  aura  donc  par  suite 

rim-i-i)  /•■  ="* 


est  un  nombre  impair 


("f 


,/„     ^■■*''  1(1)    .'„    =(4  +  =')tie  +  3'). ..(/"'  + 

dans  le  cas  cuiilrairo. 

Soit  maintenant  a  =  \-h~>  X  étant  le  plus  grand   nomi: 
compris  dans  a.  Pour  déterminer  la  valeur  de  l'intégrale  re! 

OEwtfi  dr  C.  —  S.  Il,  1. 1. 
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que  renlorme  la  première  des  équations  (m),  il  suffira  de  décomposer 
en  frartions  simples  la  fraction 


(l-i-5*)(9-h5«)...(/«^4-5«) 

si  X  est  un  nombre  pair,  et  la  fraction 


(I  -h  5»)  (9 -+-5*)..  .(m* -h  5') 

dans  le  cas  contraire.  On  déterminera  avec  la  même  facilité  la  valeur 
de  l'intégrale  relative  à  s  que  renferme  la  seconde  des  équations  (//); 
et,  par  suite,  on  obtiendra,  dans  tous  les  cas  possibles,  la  valeur  de 
l'intégrale  cherchée 


Au  reste,  on  peut  simplifier  considérablement  les  calculs  à  l'aide  des 
procédés  que  nous  allons  appliquer  à  l'intégrale 


/     cosa.çj: r-dx^ 


*   0 


intégrale  qui  se  réduit  à  la  précédente  lorsqu'on  suppose  s  =  o. 

Exemple  VIL  —  Soit  proposé  de  déterminer  la  valeur  de  l'intégrale 

r"  sin'"x  . 

/      cosasx — TTT-dXf 

m  étant  un   nombre  entier,  a  et  s  deux  constantes  arbitraires,  et 
a  étant  <^m.  On  aura  dans  le  cas  présent 

/i  — a-hi,         P  ~  coS25xsin'"vF,         M==:j;; 

et,  par  suite. 

D'ailleurs,  si  l'on  suppose  la  caractéristique  A  des  différences  Hnies 
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relalive  à  la  quRnlilé  s  considérée  comme  variable,  et  que  l'on  déve- 
loppe le  produit  cosaixsin"'a;  en  série  ordonnée  suivani  les  sinus  ou 
cosinus  des  arcs  multiples  de  x;  on  reconnaîtra  sans  peine  que,  dans 
le  cas  oïl  m  est  un  nombre  pair. 


cos:xsxs\n'"x^=  — ^^  à^lco&i^s  —  t>i)x]; 


et  que,  dans  le  cas  où  m  est  un  nombre  impair, 

cosajxsin'"^^ ■  ■  A'"[3in(2j—  ni)a:]. 


Ola  posé,  la  valeur  de  Z  deviendra 


-0'     r' 

———z"  j     e-'=  A"'[cos(aj  —  m)^]rfx, 
si  m  est  un  nombre  pair 


_(_,)  1 


"  /     e-"  A"'[sin{aj  —  n()j-]</x, 
1  si  m  est  un  nombre  impair. 

Pour  achever  le  calcul,  il  est  nécessaire  de  distinguer  deux  hypothèses 
différentes,  suivant  que  l'on  aj>—  oui<— ■ 

Première  hypothèse.  —  Soit 

s>  ~, 

3 

e(  supposons  d'abord  m  pair.  On  aura 

/     e-"A"'[cos(2î  —  m)a;]rf:c  =i™     /     e-«cos(3J  —  »()xrfx 


kSk> 
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Soit  mainlcMiant  </  — X-f-'*,  X  étant  le  plus  grand  nombn»  entier 
compris  dans  a;  on  aura,  à  cause  de  \<^m* 


L(2.ï--  ///  )'-♦-  S'J 


--:(--•) 


y 


si  X  esl  un  nombre  pair,  et 


>m 


h 


25  —  m) 


A -4-1 


(-0  '  A 


«     \m 


2  5  —  m  y -h  s*] 


si  X  est  un  nombre  impair.  Par  suite,  on  trouvera  : 


;  dans  le  premier  cas 


7_  ^->) 
gj    -      —  -  

2  m 


(»V) 


(25  —  m)* H"  - 


.2 


et,  dans  le  second, 

m  +-X  4- 1 


z 


^-'^    À  _  ,V  ^.  r   (25^m)X^'   1 
a'"  "  [( 25— /«)*-+- ^'J 


On  a  d'ailleurs 


x-Hî     !lï   , 


/     ; 71 5  5      ^2 


/ -:i^      dz~{'xs-- 


enfin 


-    (25- 

X 
m) 

f 

/      z""'   dz 

f         \^  z* 

II 

;^ 

t: 

2  SUl^-- 
2V 

(25  — 

w)«. 

—  (25  — 

X 

'•j 

\    .  +  =« 

TT 

(25  — 

m)«; 

2COS^-- 
2V 

.    ai: 
sin  — 

2 

-( 

X 

.    ut: 
sinî-— 

2V 

• 

quand  X  est  pair,  et 


X-j 

Sin ^r:i(— l)    -     COS  — 

2  2 


dans  le  cas  contraire.  Cela  posé,  la  valeur  de  l'intégrale  /    Zdz  sera. 
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dans  i'un  et  l'autre  cas,  déterminée  par  l'équation 


Dans  les  calculs  qu'on  vient  dp  faire,  on  a  toujours  suj 
m  était  un  nombre  pair.  Si  le  contraire  avait  lieu,  il  faudrait  s 
la  seconde  des  équations  (c)  à  la  première,  et  l'on  trouverait 


r- 


Kn  vertu  de  ce  qui  précède,  l'équation  (6j  deviendra 


/■ 

COSaSJ^Sin™.!:-;;;:;^:::: 

(     .i~                 "" 

v'o 

,-"?(»  +  .)! 

ûn^ 

si/i 

1  est  un  nombre  pair 

e1 

/■ 

cosasxsm    ■p^„^., 

./ 

ait 

si  m  est  un  nombre  impair. 

(les  deux  dernières  équations  peuvent  être  comprises  dans 
et  même  formule,  savoir 


(/)      i      cosaij'sin"'^-;^  — i'"(a 

"  a'"'*''r(a  + i)  siti — ; Tt 


Seconde  hypothèse.  ■—  Soit  maintenant 


et  supposons  d'abord  m  pair  :  les  quantités  2s  —  m,  2s  —  m 
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(Ipviondront  négatives,  et  l'on  aura 

cos(a5  — //j)jr  r^  cos(/ii  —  2s)x^ 

C0S(a5  —  m  -H  2)J^=  COS(/ll  —  2S —  2)j*, 


'f 


A'"cos(a5  — /;i).r  —      cos(m-|- a5)x cos(m -h  35    -a)x4-... 

I  • 

-H  COS(//l  —  2S)X COS(//t  --  3*     -  2)X  -h 

On  pourra  en  conséquences  dans  toute  la  suite  des  calculs,  remplacer 
celles  des  quantités 

a.ç  —  m,     25  —  m -h  2f     2s  —  m -h  4,     , 

qui  seraient  négatives,  par  les  quantités  positives  correspondantes 

m  —  2Sf     m  —  2S  —  2,     ///  —  ai  —  4»     •••î 

et,  par  suite,  pour  corriger  l'équation  (  j),  il  suffira  de  remplacer  dans 
le  second  membre  de  cette  équation  la  différence  finie 

A'"(25  —  w)'»^:       (25  -h  /w)^ (25  H-  m  —  2)*H-.  .  . 

fil 

H-  (35  —  /n)" (25  —  m  —  2)**-+-. . ., 

par  la  somme  des  deux  séries 

nt 

(m  -h  25)** (m  4-  25  —  2)*-H. . ., 

{m  —  25)" [m  —  25  —  a)"-h. . ., 

dont  chacune  doitêtre  prolongée  seulement  jusqu'au  dernierdes  termes 
qui  renferment  des  puissances  de  quantités  positives. 
Si  donc  on  fait,  pour  abréger, 

S^rz:  (w  -h25)« ( /M  -+-  25  —  2  )<»  4- .  .  .  , 

Ta— (W  —  25)^ (m  —  25  — 2  )«-♦-.  .  ., 
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en  excluant  de  chaque  aério  les  puissances  de  quantités  négatives;  on 
aura,  dans  l'hypothèse  que  l'on  considère. 


'=>  r 


a'"*'r(a  +  i)sin^ 


Supposons  maintenant  m  impair.  Dans  ce  cas  on  devra  subs 
ta  seconde  des  équations  (c)  k  la  première,  et  remplacer  en  c 
quence,  dans  l'intégrale  relative  à  x, 

i^CcosCai  —  Hi)x]        par        A'"[sin{aj—  m)jc]. 

D'ailleurs,  m  étant  impair,  le  dernier  terme  de  la  difle 
A"[sin(2i  —  m)x],  savoir  sin(25  —  m)x,  sera  affecté  du  sigr 
et  comme  on  a  de  plus 


sin(2i 

-  m 

)T 

—  —  8in( 

.n-ï.)x, 

sin(ji 

'-•» 

-1-V 

|^:^-sin(, 

m-"-'}^. 

on  trouvera 

A'"[sin(3j 

-"Ox] 

= 

sin(j 

n  +  asjx- 

î!si„(».  +  « 

+ 

sin( 

m  -  2,)^  -- 

—  sinfm  —  ai 

Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  que  dans  ce  cas,  comme  dans  le  j 
dent,  il  suffira,  pour  corriger  l'équatinn  (j),  de  remplacer 


Ainsi  l'équation  (s)  sera  également  vraie  et  dans  le  cas  où  m 
nombre  pair,  et  dans  celui  où  m  est  un  nombre  impair. 

Corollaire  /.  —  Si  «  est  un  nombre  entier,  on  aura 

i'"(3J— /»)'=0. 

Si  dans  le  mémo  cas  on  suppose  que  a  -h  m  soit  un  nombre  impi 
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aura 

sin 71  —  ±  i; 


l,  par  suite,  Téquation  (y)  donnera 


'"''  /' 


dx 


Mais,  si  a  -h  m  est  un  nombre  pair,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si 
les  deux  nombres  entiers  a  et  m  sont  de  même  espèce,  on  aura 


.    a  -¥■  m 

SHî —  o; 

'À 


et,  par  suite,  le  second  membre  de  Têquation  (y)  se  présentera  sous 

la  l'orme  -•  Pour  déterminer  sa  valeur  dans  cette  hvpothèse,  il  sutlira 
o  •  * 

de  difFérentier,  par  rapport  à  a,  le  numérateur  et  le  dénominateur  de 


la  fraction 


,    a  -}-  m 
sin  —  — 71 
a 


qui  se  trouvera  ainsi  changée  en  cette  autre 

A*" f  ( a .V  — /// )<*  lof?(  2.Ç  — //i  )] 

TT        a  -\-  m 

-  ces TT 

1  À 

Si  dans  cette  dernière  on  suppose  a  -h  m  entier  et  pair,  on  aura 


ft   ♦    Wl 
fl     1-     ///  T— 

cos r,    -(—I)    *    ; 


l'équation  (y)  se  réduira  donc  alors  à 


/ 


cos2.çj?sin"'x 


*  0 


t 


"=  ^■"  '^    *     ÏM>TT)  ^'"^^''*  ~  "*^*  ^''^^''^  "  '"^^* 
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Corollaire  II.  —  Des  remarques  ahalogues  à  celles  qu'on  vient  de 

faire,  relativement  à  l'équation  {y),  s'appliquent  ii  l'équation  (3)  :  et, 

en  eifet,  soit  toujours  a  un  nombre  entier,  et  supposons  d*abor(l  que 

a  +  m  soit  un  nombre  impair;  on  aura  évidemment 

Sa  — T„=A'"(2J  — m)»=o, 

et,  par  suite,  l'équation  (s)  deviendra 

i  r"        ■  «  '^^    ,    i±^     ^ 


{C) 


^(~I) 


Soit,  en  second  lieu,  a  +  ;n  un  nombre  pair;  on  aura 
S„-(-T„=A'"(2ï— m)«  =  o, 
sin ^TT  =  0. 

Dans  cette  hypothèse  le  second  membre  de  l'équation  (s)  se  présen- 
tera sous  la  forme  —  Mais,  pour  obtenir  sa  vraie  valeur,  il  suffira  de 
différentier,  par  rapport  a  a,  la  fraction 

S„  +  Ta 

,    a  -t-  m 

sin ;: 

On  trouvera  de  cette  manière 


cosaiaïsin^x- 


(«i') 


pourvu  que  dans  le  développement  de  la  différence  finie 

i-'Uaj-mriogCaj-wO] 

OF.u<irtt  de  C.  —  S.  ir,  l.  I. 
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on  remplace  les  logarithmes  des  quantités  négatives  par  ceux  des 
mêmes  quantités  prises  en  signe  contraire. 


Corollaire  III.  —  Si  Ton  donne  à  s  une  valeur  nulle,  on  aura  évi- 
demment 

m 

a 

On  devra  donc  alors  employer  Téquation  (s);  et,  comme  on  aura  dans 
le  même  cas 

I  I  .a 

l'équation  (z)  deviendra 

J  8»"'"^:^^ 

a'"r(a-i-i)sm tt  ^  -^ 

a 

Dans  cette  formule,  la  série  du  second  membre  doit  être  seulement 
prolongée  jusqu'au  dernier  des  termes  où  la  quantité  renfermée  entre 
parenthèses  a  une  valeur  positive,  c'est-à-dire  jusqu'au  terme 

m{m  —  i). ..( ha  j 

w  — a 
a 

dans  le  cas  où  m  est  un  nombre  pair,  et  jusqu'au  terme 


m{m  —  I 


2  fH i 


dans  le  cas  contraire. 

Corollaire  IV.  —  Si,  a  étant  un  nombre  entier,  a  -h  /w  est  un  nombre 
impair,  l'équation  (e')  fournira  immédiatement  la  valeur  do  l'intégrale 


f 


sin'^^T 


o?"-^» 
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Mais,  si  a+m  est  un  nombre  pair,  l'équation  (e')  devra  être  r 
par  la  formule  suivante 

Nota.  —  Dans  les  calculs  précédents  nous  avons  toujo 
posé  a<m.  Cette  condition  est  nécessaire  pour  que  les  va! 
intégrales 

f  dx  C    .  dx 

ne  deviennent  pas  infinies.  En  cfiet,  pour  chacune  de  ces  ir 
la  partie  comprise  entre  les  limites  x  =  o,  x  ==a(a  étant  une 
très  petite)  est  sensiblement  égale  à 

et  cette  partie  ne  peut  rester  finie  qu'autant  que  m  — a  est  une 
positive. 

Exempte  VIII.  —  Soit  proposé  de  déterminer  la  valeur  de  1' 

/    sii)3. 


■isxs\n'"x  — 


m  étant  un  nombre  entier,  a  ai  s  deux  constantes  arbitr 
a  étant  <m-i-  i. 

Il  serait  facile  d'obtenir  la  valeur  de  l'intégrale  proposée 
analyse  semblable  à  celle  dont  nous  avons  fait  usage  dans  I 
précédent.  Mais  on  arrive  plus  promptement  au  même  b 
manière  suivante. 

Supposons  d'abord  i<  — ■  Si  l'on  différentie,  par  rappor 
deux  membres  de  la  formule  (/),  en  ayant  égard  à  l'équatic 
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on  trouvera 

ig')        I     sinasxsin'^d:--- =1 A'"(a5 — m)*-'. 

'"^  2'»*^*r(a)sm TT 

2 

Si  dans  cette  dernière  équation  on  change  a  en  a  +  i«  on  aura 

.    a  -h  m  -+- 1                a  -h  nt 
siii n  =  cos TT, 

et,  par  suite. 

f     sina5arsin'"j:-—:T  = ^^ A'**(a5 — m)*. 

a 

Comme  Inéquation  (y)  subsiste  seulement  dans  le  cas  où  Ton  a  a  <  m, 

et  que  pour  obtenir  Téquation  (A')  il  a  fallu  changer  a  en  a -h  i,  il 

semble,  au  premier  abord»  que  cette  dernière  équation  exigerait  la 

condition  suivante 

a  <  m  —  1. 

Néanmoins  elle  subsiste  dans  le  cas  où  a. surpasse  m  —  i,  et  même 
dans  celui  où  a  surpasse  m,  pourvu  toutefois  que  Ton  ait 

C'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  en  cherchant  directement  la  valeur 
de  l'intégrale 

•    0 

par  la  méthode  que  nous  avons  employée  dans  l'exemple  précédent. 
En  effet,  cette  méthode  est  applicable  toutes  les  fois  que  l'intégrale 
proposée  a  une  valeur  finie;  et,  comme  pour  de  très  grandes  valeurs 
de  or,  la  quantité 

sina5a:sîn'"j: 

est  sensiblement  égale  à  zéro;  pour  que  la  condition  qu'on  vient 
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d'énoncer  soit  remplie,  il  suffira  que  l'intégrale  donnée,  conserve  une 
valeur  finie  entre  les  limites  a;  =  o,  a:  =  a  (a  étant  une  quantité  très 
petite).  D'ailleurs,  comme  entre  ces  dernières  limites  on  a,  à  très 
peu  près, 

la  condition  dont  il  s'agit  se  trouvent  réduite  à  la  suivante 

Supposons  maintenant  *•<  —  ■  Si  l'on  dilîérentie  par  rapport 
deux  membres  de  la  formule  (s),  en  ayant  égard  aux  équation: 

r(a  +  i)-r(«)'       rf5 -'*"-"       ds  -    ^*-" 

et  que  l'on  change  ensuite  a  en  a  +  i,  on  trouvera 

(t')        f   sin»ixsin™x-^z=: î^ (S„— T„). 

Cette  dernière  équation  peut  être  démontrée  directement,  ain: 

la  formule  (k');  et,  comme  cette  formule,  elle  exige  seulemeri 

Ton  ait 

a<m-hi. 

Corollaire  I.  —  L'application  des  formules  (A')  et  (i')  ne  pn 

aucune  difficulté  dans  le  cas  où,  a  étarft  un  nombre  entier,  a  + 

un  nombre  pair.  Mais  si  dans  la  même  hypothèse  a  +  m  est  un  n( 

impair,  les  seconds  membres  des  équations  (h')  et  (t')  prenn 

forme  indéterminée  -•  Dans  ce  dernier  cas,  il  est  facile  de  voi 
o 

chacune  des  équations  dont  il  s'agit  doit  être  remplacée  par  I 
vante 


<*''  £ 


sinaiicsm^a:— ^  ~  -j^TTl r ^""[(25  — m)''log(ai  — m) 
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pourvu  que  dans  le  développement  de 

A'"[(ai—  m)'»log(a5—  m)] 

on  substitue  aux  logarithmes  qui  pourraient  affecter  des  quantités 

négatives  les  logarithmes  des  mêmes  quantités  prises  en  signe  con- 
traire. 

Corollaire  IL  —  Si  dans  Téquation  (i')  on  suppose  *  =  o,  on  aura 

Sa=  Ta» 

et,  par  suite,  l'intégrale  relative  à  x  s'évanouira;  pe  qui  d'ailleurs  est 
évident,  puisque  la  supposition  5  =  0  fait  évanouir  le  facteur  sin2xa7. 

Corollaire  III.  —  Si  Ton  suppose  a  =  m,  on  aura 

A'"(aj  — /m)«=i  .a.3 a  =  r(a  -h  1), 

a  -h  m 

cos 7r=  ( — i)*"; 

et,  par  suite,  l'équation  (A')  deviendra 


(/')  /     slna*x8in»x^^=(-i) 


2'»»-*-l 


Cette  dernière  équation  suppose  5>  —  •  Ainsi  l'intégrale 


/     sin 


dx 

isxsin'^x 


/*»/«-»- i 


conserve  la  même  valeur,  quelle  que  soit  d'ailleurs  celle  de  la  quan 
tité  5,  pourvu  que  cette  quantité  reste  comprise  entre  les  limites 


m 

s^  — >  5=*  00, 

a 


Si  l'on  différentie  m  —  a  fois  de  suite  par  rapport  à  5  l'équation  (/'), 


RELATIVES   A  LA  THÉORIE  DES  INTÉGRALES.  ETC.     M5 

on  trouvera 


("•■)    jet 

if: 


C0335J:  sin^ar  — —;  =  0,       si  a  +  m  est  un  nombre  impair 


La  première  de  ces  formules  coïncide  avec  l'équation  (a');  la  secoi 
n'est  qu'un  cas  particulier  de  l'équation  (h'). 

§  ni.  —  Deuxième  application. 
Faisons  successivement 

X-PX„       X  =  PX„ 
X,  et  X,  étant  respectivement  déterminés  par  l'équation 

de  laquelle  on  tire 

'  a  '  • 

A,—  r=  , 

et  n  étant  un  nombre  positif  pris  à  volonté. 
On  aura,  en  vertu  des  équations  (s)  (§  11), 

."  r 

X,=  çî— —   /      3"-'«-"sinj:srfa. 

Si  donc  on  suppose  X  =  f  X,,  on  aura 


t 
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et,  si  Ton  suppose  X  c=  PX,, 


Par  suite,  si  Ton  fait 


Z,  =  5"-«e-*-r  Pcosxsdsy 


(8) 


•^  0 

a  • 


on  aura 


(9) 


f  Z,  — s'"-»^-*^  /     P  9\nxzdz, 

rp\,dx=^  f\,dz, 
rp\,djr=jr^  ri,dz. 


Exemple  I.  —  Considérons  à  la  fois  les  deux  intégrales 

A  ~  /     X,  e""  ces  r X  ^x, 

t.   0 

B  z=  /     X,e~'*  sinrjTf/x; 

•0 

X,  et  Xj  ayant  les  mêmes  valeurs  que  ci-dessus.  On  aura  pour  la  pre- 
mière intégrale 

Z|  =  5»-'  tf-**  /     e-*'  cos  zx  cos  r x  dx. 

et  pour  la  seconde 

Zi=:  5"  "'e"^*  /     e""sin5a:  sinrxrfj:. 

On  trouvera  par  suite 


•'0 


ZjdiZjrrs^-'e-*-  /     e'''co^{r:^z)xdx=  -^ — ;-^ rt«""*^^*^ 


0 

ot 


A  ±:  B  =  p-î—  r"  (Z,  ±  Z,)  rfs  =  -îT^  r"  -; — 7^ rra— «e-**  rfi. 


KELATIVES   \  LA  THEORIE  DES  INTEGRALES,   E 
Cette  dernière  équation  se  décompose  en  deux  autres,  savoi 

d'où  l'on  tire 

Ainsi  les  intégrales  proposées  qui  renfermaient  cxplicitei 
imaginaires  se  trouvent  ramenées  à  d'autres  intégrales  qui 
ferment  plus. 

Corollaire  I.  —  SI  l'on  suppose  r  =  o,  la  première  des  équal 
deviendra 

Quant  a  la  seconde,  elle  donnera  B  —  o,  ainsi  qu'on  devait  s'y 
Corollaire  II.  —  Si  l'on  suppose  5  =  0,  l'intégrale 

j,  »"+(/■+«)= 

s'évanouira,  et.  par  suite,  la  seconde  des  équations  (n)  donni 

A  =  B. 
D'ailleurs,  si  l'on  suppose  s  très  petit,  l'intégrale 


r.-'TT^ 


-'e-*'rf3 

*--r  (J  —  -r 

■t  rft  c.  -  s.  Il,  l.  I. 
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n  aura  do  valoiir  sensible  qu'entre  les  limites 

a  étant  une  quantité  très  petite.  Par  suite,  si  Ton  désigne  par  2[  une 
nouvelle  inconnue  qui  puisse  varier  seulement  depuis  ÎI  =  —  a  jusqu'à 
^  ^  a,  on  pourra,  dans  le  cas  dont  il  s*agit,  supposer 

On  aura  à  très  peu  près,  dans  cette  hypothèse. 


-«-l-_^ii.  1^  ^    ^s^^-*»". 


1,  par  suite,  l'intégrale 


/ 


*m 


-  t1 


f^     .ç«-h(/--5; 


5"   ^e'^'dz 


sera  sensiblement  égale  à 

r 

t        a.  ' 


On  a  de  plus,  entre  les  limites  2^  =  —  a,  î[  =  a. 


I     -,-  V-  i^aarclanp-- 


Ainsi,  dans  le  cas  où  l'on  suppose  5  très  petit,  la  première  des  équa- 
tions (n')  devient 


A  H-  B  ---  ïT —  r"   *  e  * ''  arc  lang  - 


si  dans  cette  dernière  on  suppose  s  -  o,  on  aura 


et,  par  suite. 


A  —  B,        a  arc  tang  -  =  tt, 


RELATIVES  A  LA  THÉORIE  DES   INTÉGRAL! 
En  remettant  pour  A  et  B,  X,  et  X^,  leurs  valeurs  i 


ir 


Le  succès  de  l'analyse  précédente  tient,  comme  l'oi 
eirconstance  particulière  qu'entre  les  limites  s  =  o, 
et  dans  le  cas  où  l'on  suppose  après  l'intégration  s  = 
I  ,._.,,s"''g"*' (/s obtient  une  valeurfinie égale  à 

L'intégrale  dont  11  s'agit  ici  est  une  de  celles  que  no 
gnées  dans  le  précédent  Mémoire  sous  le  nom  d'tntegr. 
On  a  ainsi  une  nouvelle  preuve  désavantages  que  peut 
dération  de  cette  espèce  d'intégrales. 

Si  l'on  suppose,  dans  les  équations  (y'),  k  =  n,  r  = 
ajoute  ensuite,  on  obtiendra  la  formule  que  M.  Laplace 
la  lettre  (0)  [p.  i34  tlu  Ca/cul  des  probabilités  (')]. 

Corollaire  III.  —  On  peut  déduire  des  équations  {q')  p 
quences  dignes  de  remarque;  et  d'abord,  si  l'on  suppo 
imaginaires  disparaîtront  par  le  développement  des  pui 
obtiendra,  en  faisant  successivement  n  =  i,  n  =  2,  n 
sieurs  équations  à  l'aide  desquelles  il  sera  facile  jle 
valeurs  des  intégrales 


r^ 


Par  exemple,  si  l'on  suppose  n  = 
/■"  cosrx   ,  ît      ., 

et  ainsi  de  suite. 

(  '  )  OEueret  île  Laplace,  t.  VU,  p.  lïG, 
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Supposons  en  second  lieu  n  =  — ,  m  étant  un  nombre  entier  quel 
conque  pair  ou  impair;  si  Ton  fait 


=^(=-lV 


kr—  2Sf 


les  limites  relatives  à  la  nouvelle  variable  s  seront  5  =  i,  5  -  «.  On 
aura  de  plus 

et,  par  suite,  les  équations  (q')  deviendront 

m 


(/•') 


2'    r("M 

2 


m 

—  ■*■  I 


Si  dans  celles-ci  on  développe  les  puissances,  les  imaginaires  dispa- 
raîtront. 

Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  suppose  /w  ~  1,  on  trouvera 


(-0'---"--" 


(=*0 


t2  2Z 

1  \  f^-h  I  —  (Z  —  l)  v/ —  l]"* —  f5-hI-H(5  —  l)v/— ll~*  _   -  —  f 


2  2Z 

1 


a)"'^ 


et,  par  suite,  les  équations  (r)  donneront 


2'5' 


RELATIVES   A  LA  THÉORIE  DES  INTÉGRALES,   ETC.    M 
Ces  dernières  peuvent  aussi  se  metlrc  sous  la  forme  suivante 


Ces,  résultats  coïncident  avec  les  formules  que  nous  avons  donnéi 
dans  notre  premier  Mémoire  sur  les  intégrales  définies  (I"  Parti 
§  II,  exemple  III). 

Si  dans  les  équations  (r')  on  suppose  m  =  3,  on  obtiendra  li 
formules 


qu'on  peut  aussi  présenter  sous  la  forme  suivante 


/ 


-x'(3-«) 

(^-i)' 

-J(3  +  i) 

et  ainsi  de  suite. 

Revenons  maintenant  aux  équations  (ç').  Si  l'on  désigne  par  m  i 
nombre  entier  quelconque  inférieur  à  n,  et  que  l'on  différentie  m  — 
fois  de  suite  par  rapport  à  r  les  équations  (g'),  on  trouvera,  pour 


("•') 
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cas  ou  m  —  i  sera  pair. 


if 


m  -  I 

1 : 1_     —1 — J-'"-*  COSr.r^jr=: =5 j-=— i 

_     _  M—t 

:z:z.r J?'""*  S\nrxdx= 


\  »/  0  2  y  —  I 


T{n)  dr 


m-  1 


Si  m  —  I  était  un  nombre  impair,  il  faudrait  dans  les  premiers  membres 
des  équations  précédentes  changer  les  sinus  en  cosinus  et  récipro- 
quement. 

Si  l'on  suppose  r=o,  m  étant  inférieur  à  n  par  hypothèse,  les 
seconds  membres  des  équations  (tv)  sévanouiront.  On  aura  de  plus 
sinr,r  =  o,  cosrx  =  i;  et  comme,  pour  passer  du  cas  où  m  est  un 
nombre  impair  à  celui  où  m  est  un  nombre  pair,  il  faut  changer  dans 
les  premiers  membres  de  ces  équations  les  sinus  en  cosinus,  en  faisant 
successivement  Tune  et  l'autre  hypothèse,  on  trouvera 


/ 


X'"- *  dx  —  G, 


2 

si  m  est  impair, 


(X') 


et 

«/  ri 


X"^-^  dx  izrO, 
0  ^V— * 


\  si  m  est  pair. 

Au  reste,  il  est  bon  de  remarquer  que  m<^n  est  la  condition 
nécessaire  pour  que  les  intégrales  (a;')  conservent  une  valeur  finie. 
Ainsi  ces  intégrales  seront  toujours  nulles,  lorsqu'elles  ne  seront  pas 
infinies. 

Il  est  facile  de  vérifier  cette  conclusion  par  un  simple  chan- 
gement de  variable.  ¥m  effet,  si  dans  les  équations  {œ')  on  fait 
X  =  Xtang//,  on  aura 


/ 


sJQ/n-i  ^  c^^gn  -m-1  ^  cos/iM  du  ^=^  o,        si  //i  cst  impair 


RELATIVES   A   LA  THÉORIE   DES   INTÉGRALES,   El 

ot 

/     sin''-'«cos"-'"-'«  %\nnudu  =  o,        si  m  est  pair; 

ce  qu'il  est  très  aisé  de  démontrer  immédiatement. 

Si,  au  lieu  de  difTérenticr  par  rapport  à  r  les  équations  {q'),  i 
rentie  plusieurs  fois  de  suite,  par  rapport  à  s,  tes  équations  (; 
(/').  («'),  (v),  on  déduira  de  ces  dernières  plusieurs  formul 
remarquables.  Mais  nous  ne  nous  arrêterons  pas  plus  longtei 
cet  objet. 

Corollaire  IV.  —  Si  l'on  compare  la  seconde  des  équations  ( 
la  première  des  équations  (/),'on  obtiendra  la  formule  suivantf 

\  {••(k-j-^/:^,y''+(k-\-a:s/~i)"      „ 


Ç'ik-j- 


vEir:-i*±wEL^"\ 


Exemple  II.  —  Considérons  à  la  fois  les  deux  intégrales 
C  — /     \.,e~"  smnrdjc, 

X,  et  X,  ayant  toujours  les  mêmes  valeurs  que  nous  leur  avon 
demment  assignées.  On  aura  pour  la  première  intégrale 

et  pour  la  seconde 
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On  trouvera  par  suito 

et 

Otto  dernière  équation  se  décompose  en  deux  autres,  savoir  : 


y^''^^-'TÙr).i  s^^iî^z) 


(-')  ' 

d'où  Ton  tire 


Ainsi  les  deux  intégrales  proposées,  qui  renfermaient  explicitement 
des  imaginaires,  se  trouvent  ramenées  a  d'autres  intégrales  qui  n'en 
renferment  plus. 

Corollaire  I,  —  Si  l'on  suppose  r  =  o,  la  seconde  des  équations  (a") 
deviendra 


(//) 


Quant  à  la  première,  elle  donnera  C  --  o,  ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre. 
Corollaire  IL  —  Si  l'on  suppose  s  —  o,  les  équations  (a")  deviendront 


'•  « 


1      f'r:'-' 
in/-xrfr=r=-— ■  I     — -e  *-rfj. 


RELATIVES  A   LA  THÉORIE  DES  INTËGR. 
Corollaire  III.  —  Si  l'on  compare  ta  première  des  é 
la  seconde  des  équations  (/),  on  aura 


Il     {/•-{-  x)-''e  "  co&rxdsc 


(      -f. 


/-a-^v^^r+(*+^v/^)-% 


§  IV.  —    Troisième  application. 
Soit 

On  aura 

it''  " 
On  pourra  donc  supposer  dans  le  cas  dont  il  s'agit 

et,  par  suite,  si  l'on  fait 

(II)  Z  — cosais  /     l>e-"'dx, 

on  aura 

(13)  r"p.c"'e"rfj:=-^   f'zds. 


Exemple.  —  Soit  proposé  de  déterminer  les  valei 
grales 

.T  *t     *■     ''  cos  rxdx, 

OEuvrtl  Jt  C.  —  S.  ft,  I,  I. 
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On  aura  pour  la  première 

et,  par  suite, 

/••  r 

Z  =  coS255  /     tf-<'*^**^'sînrjrdlr  =r  — — —- —rcosajs. 

J^  r*-+.(.v*-h5*)« 

On  aura  pour  la  seconde 
et,  par  suite, 

Ola  posé,  Téquation  (12)  fournira  les  deux  suivantes 


u 


j:  «e     ^      ^    sinrxdxr=-^J     -————cos-issdi. 


Pour  obtenir  en  termes  finis  les  valeurs  de  E  et  de  F,  il  ne  reste  plus 
qu'à  déterminer  les  valeurs  des  intégrales 

/•*  COS255  ,  /*"        3*COS2.Ç3 

I)*ailleurs,  si  Ton  fait 

on  aura 

Tout  le  problème  se  réduit  donc  à  la  recherche  de  Tintégrale  désignée 
par  K.  On  obtiendra  facilement  la  valeur  de  cette  intégrale  soit  par  les 
méthodes  connues,  soit  par  celles  que  nous  avons  exposées  dans  le 


RELATIVES  A   LA  THÉORIE  DES   INTÉI 
précédent  Mémoire;  et  si  l'on  fait,  pour  abréger 

j  n<=--[(r'  +  .')'+r]'-[(r-+.')'* 
(  ii6  =  ((/-'+.i')'-i-r]'  +  [(r«+«')' 
on  trouvera 


Cela  posé,  les  équations  {e")  donneront 

j       /*"     -1    -••(-r+i)  Tt'e"''" 

I     /     x*e      ^      '    sinrccdx— ^(^sir 

1    i      a-  'e      '^      ■■    cosrj:dx:= tL(«' 

Corollaire  I.  —  Si  dang  It's  équations  {g')  on  si 
aura,  en  s'arrétant  aux  quantités  du  premier  ordr 


(r'  +  .ï*)'  — j',        a—  —,        s  =  5,        sinaas  = 
et,  par  suite,  les  équations  {g")  deviendront 

Ces  dernières  équations  s'accordent  avec  les  fc 
pourrait  les  obtenir  directement  en  supposant 
les  équations  (i  i)  et  (12) 

P  -  jre  '■', 
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Corollaire  II.  —  On  peut  déduire  des  équations  (^)  plusieurs  consé- 
quences remarquables.  Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  différentie  les  deux 
membres  de  chacune  dVIIes  m  fois  par  rapport  à  r,  et  /t  fois  par  rap- 
port à  5*,  on  obtiendra  les  valeurs  des  intégrales  définies 


ir) 


Si  dans  la  dernière  on  suppose  r  =  o,  /i  =  o,  on  obtiendra  Tintéjçrale 


/■ 


/'\-''^'*'')<Lr, 


dont  la  valeur  est  déjà  connue  :  voir  les  Exercices  de  Calcul  intégral 
OlI'Partie,  p.  3G6). 


Soit 


§  V.  —   Quatrième  application 


X  =  Parctang  — , 


on  aura 


(i3)  arciang^- =  1     dz\ 


i 


t,  par  ^uite,  si  Ton  fait 


(.4)  i^!^!l!!!irve"^dx. 


on  trouvera 


f     P  arclang  —  e/jr  —  I     Zdz. 
Exemple.  —  Si  l'on  fait  P  =  sinro?,  on  aura 

Il  est  aisé  de  vérifier  cette  dernière  équation  par  les  méthodes  connues. 
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§  VI.  —  Cinquième  appUcatit 
Soit  (') 

X^PIogi- 
On  aura 
(.6)  \o^^^.J'''"''-^"'dz. 

De  plus,  si  l'on  désigne  par  c  la  constante  do 
à  la  page  444  dp  «O"  Calcul  différentiel,  et  dont 
est  0,577216...,  on  aura 


."/^ 


(!)ela  posé,  si  l'on  ajoute  l'équation  (17)  à  t'équal 


■r^' 


(18)  '«Bi^*:-* 

(•t,  par  suite,  si  l'un  fait 

(,9)  z=Uj"p>^-"dx--^J"p 

on  aura 

(.0)  J'  P\og^dx  .=J"  Zdt  +  çj'  l 

Exemple  1.  —  Soit 

P  =  x«->e-'; 

les  équations  (19)  et  (20)  deviendront 

(  '  I  [ci,  comme  dans  le  paragraphe  II,  l'abréviation  log,  ou  r 
employée  pour  indiquer  un  logarithme  népérien. 
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D'ailleurs,  si  l'on  fait  i  -h  s  —  -»  on  trouvera 

On  pourra  donc  présenter  Téquation  (m")  sous  la  forme  suivante 

1/*')  f   ^"   ^e  '\o^-dx~V{n)lc-  j    -"'^^     dtY 

Corollaire  /.  —  T(n)  étant  égal  à  /    a^^^e'-^dx^  on  a 


dn 


Il  est  aisé  d'en  conclure  que  l'équation  (n")  équivaut  à  cette  autre 


—  —  c+  / dt. 


Cette  dernière  formule  coïncide  avec  celle  qu'a  donnée  M.  I^gendre 
[IV*  Partie  des  Exercices  de  Calcul  intégral  {^\  p,  4>]« 

(1)  La  formule  (o';  a  été,  il  est  vrai,  donnée  en  1814  par  M.  Legendre;  mais  dès  1814 
M.  Gauss  avait  formé  ré(|uation 


d\T{n) 
dn 


=  -/(n-S)^^ 


et  reconnu  que,  pour  /i  =  i,  le  second  membre  de  celle  équation  représente,  au  signe 
près,  la  constante  c  d'Eulcr.  Ëfleclivement,  on  déduit  sans  peine  de  la  formule  1 1 7  )  Téqua- 
tion  connue 


=/'(n  -  ^)  *• 


qui,  combinée  avec  la  précédente  par  voie  d'addition,  donne 


d\r(/t)             rS-r'»-»  . 
-hc  —  I    dt. 


dn  ..Q 


Ainsi  la  formule  obtenue  par  M.  Legendre  ne  diffère  pas  de  celle  do  M.  Gauss,  qui  parait 

avoir  considéré  le  premier,  sous  forme  d'intégrale  définie,  la  quantité  — -^ Eu4er, 

en  s'occupant  des  mt>mes  intégrales  défînies,  n'avait  pas  observé  qu'elles  fournissaient  les 
différentielles  de  la  fonction  r(//)  qu'il  dénotait  quelquefois  par  [n  —  1]. 


RELATIVES  A   LA  THÉORIE  DES   INTEGRALE! 

Corollaire  II.  —  Si  l'on  fait 


et,  par  suUo. 

U\)  =  ir(«)  +  ir(m-«)--ir(«o- 

Si  Ton  difTérentie  successivement  les  deux  membres  de  i 
équation  par  rapport  &  nel  par  rapport  à  m,  eu  égard  à  la 
<m  obtiendra  les  deux  équations 

à"       J.  •  —  • 

qu'on  peut  aussi  mettre  sous  la  forme  suivante 

\  J,  (i  +  ^r   "i-n       J,  (i  +  a-r    J,        1 

On  peut  encore  déduire  de  ces  dernières  la  formnli' 

(y)         / Og dx=l    . (ir  (    


CoToUairr.  111.  —  Soil 
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d'où  l'on  conclut 

Si  l'on  diflerentie  colle  dernière  équation  par  rapport  à  p^  en  ayant 
égard  à  la  formule  (o"),  on  trouvera  facilement  la  suivante 

(]elle  dernière  formule  est  l'expression  d'un  théorème  donné  par  Euler 
(t.  IV  du  Calcul  intégral,  p.  i66);  voir  aussi  les  Exercices  de  Calcul 
intégral  de  M.  I^gendre  (!!•  Partie,  p.  259). 

Bemarque.  —  La  valeur  générale  de  Z,  donnée  par  Téqualion  (19), 
est  la  différence  des  deux  quantités 

-  rVe-'-djc,     î r  Vdx, 

dont  chacune  devient  infinie  du  premier  ordre  lorsqu'on  suppose  5  =  0. 


Par  suite  l'intégrale 


/ 


Zêdz 


est  elle-même  la  différence  de  deux  intégrales  qui,  étant  toutes  deux 
infinies,  ne  peuvent  être  calculées  indépendamment  l'une  de  l'autre. 
On  lèvera* cette  difficulté  si  l'on  fait 

a  étant  une  quantité  très  petite.  Dans  cette  dernière  hypothèse  on  pourra 
déterminer  séparément  chacune  des  deux  parties  de  l'intégrale  /    Zdz. 

Mais,  après  les  avoir  retranchées  l'une  de  l'autre,  on  devra  supposer 
dans  le  résultat  a  =  o.  Appliquons  ce  procédé  a  un  exemple. 


KELATIVES   A   LA  THÉOIIIE  DES   INTÉGRALES.  E 

Exemple  //.  —  Soit  proposé  de  ilétcrmincr  les  valours  ilps  i 


/     3;''-'c-"cosrj|og-rfj, 
/     x"-'c  "  s\nrx\o%-djc. 


Dans  le  eas  présent  la  valeur  de  Z,  déduite  de  l'équalinn  ( 
pour  la  première  intégrale 


(-S^[^ 


■  ^;^ir^+(.  +  ,^■,■^/I^Tr 


I  ^     ,     C-,^/:^7)-^■(.^f^/■^7j-j 

On  a  d'ailleurs 


f'^ 


=  J,    (■  +  =)" 

De  |>lus,  si  l'on  l'ait,  pour  abréger, 

-  =  tiingë,        /■*+i'=  A', 
on  aura 

=  A-"[cosne  +  «(cosrtei*-i-9siiiHÔ)+...J. 
Cela  posé,  on  trouvera 


Si  dans  cette  dernière  équation  on  suppose  a  très  petit,  on  at 

OEa^rctde  C.  —  S.  II,  l.  I. 
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poil  près 

./    ÏTTVr''    "TT^—  -'^^""^^i' 
of,  par  suite,  réquafioii  (/")  cloviondra 

On  tninvera  do  mémo  pour  la  sorondo  intéj^ralo  proposer 


Kntin  on  a,  on  vortu  clos  équations  (r)  trouvôos  oi-dossus  (JJ II). 

/     x'*-*p"'-^  sinrxrto?  ~    — ; — r(/i). 
Dono,  si  dans  Téquation  (20)  on  fait  sucoossivomont 

P  ^=  x"   *  r»  '-^  cos  /•  j*, 

on  obtiendra  los  doux  fonnulos  suivantes 

1    /     .r"-*<?-"cosrj:Iof;-t/jr  —  -y--  I  cos/i9(  c  -h  lA:  —  / ^/  |  -4-  5  sin«{/  j , 

1    I     j-«-i^-<x  sinrxlo^^-t/j7  =  -- -     sin/i^ic-hU—  1 dt  1  -    $'cos/i6'  1 , 

0  et  ^  étant  déterminés  par  les  deux  équations 

■ 

/  y  ~  arc  tang  -  • 
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i'orollaire  I.  —  Si  dans  la  première  di's  équations  (n")  on  fait  r  =  o. 
on  aura 

e  =  o,        X-  —  s, 

cl,  par  snitc, 

(..-•)  j"  j-'-'e-"  loft^rf:r  =  I^  (c  +  \s  -  f  *-^~  dt\ 

Si  dans  cette  dernière  on  fait  j  =  i.  on  retrouvera  la  formule  i 

Corollaire  If.  —  Si  dans  l'équation  («•")  un  fait,  pour  abrég 

e(  si  j'on  y  remplace  ^  ~~  par  N  /    x^' e.-"' dœ,  on  aura 

Si  l'on  prend  la  différence  finie  m"""'  de  chacun  des  inenibrei 
dernière  équation  relalivemeni  à  s,  un  obtiendra  la  formule 

(7')  |'\"--'^-"(^--..)"'fl«(:j-N)rfj:^r(«)i"'(J^)- 

Il  serart  facile  de  prouver  que  cette  formule  subsiste  dans  I 
n  (levienl  négatif  et  égal  à  —  a.  Dans  le  mérne  cas,  on  doil  r 
r(rt)  par  —  -p- ^^r— : (in  a  donc  généraleinenl 

a  étant  un  nombre  positif  quelcnn()iR'  inférieur  à  m. 
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DEUXIEME    PARTIE. 

SCn     UNE    FORMIXE    GKNKHALR    RELATIVE    A    LA    TRANSFORSIATIOIV 

DES   INTÉGRALES   SIMPLES 
PRISES    ENTRE    LES    LIMITES   O    ET   00   nE    LA    VARIABLE. 


Théorème.   —  Soil  ¥(x)  une  /onction  quelconque  de  ,r,  telle  quon 
puisse  obtenir  en  termes  finis  la  valeur  de  l* intégrale 

a 

•   o 

pour  toute  les  valeurs  entières  et  positii^es  de  la  constante  n. 
On  pourra  toujours  en  déduire  la  valeur  de  l'intégrale 

(2)  f  JT^'^ïi^JT-^^y dx  -.{:,„, 

prise  entre  les  mêmes  limites,  ainsi  quon  va  le  faire  tHïir. 
Démonstration.  —  Si  Ton  supposr  Tintôgralf» 

t 

prise  entre  les  limites  s  =  —  «,  s  —  m,  on  aura 


(3)  /     5*"F(5*)t/5  -  aA 


Si  dans  eette  dernière  équation  on  fait 


I 

Z  ~-  X  --    -  ) 
X 


elle  d(»viendra 


la  nouvelle  intéfçrale  étant  prise  entre  les  limites  a:  =  o,  a;  =:  x. 
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Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  qu'on  a 


et,  par  siiite, 

(5)  j  Yj;'"*'  + 

Ënfm  on  a  généralement 

l  cos(a/j  +  i)a  — cos« 

(fi) 


-  ^\{^n-i--î)in{-xn- 


Si  dans  cette  dernière  formule  on  fait 


e(.  par  suite. 

Si  mainlonant  on  multiplie  les  deux  membres  de  I 
par  F{aî  —  ■  -  )  —  >  et  qu'on  intègre  de  part  et  d'autre  en 
a:  —  o,  x^-x,  en  ayant  égard  aux  équations  (4)  et  (5) 
la  formule  suivante 
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Olt(»  formule*  déterminera  la  valeur  de  (]j,  toutes  les  fois  que  celles 
de  Ao,  A3,  A4,  ...,  Ajj„  seront  connues.  On  peut  remarquer  que  le 
eoeiricient  de  A^^  y  ^^^  égal  à 

(/i-l-/n)(/i-4-m--iK..(/i~m-hi) (2m-i-i)(2/M-»-a)...(/i  -h//*) 

1.2.3 2  /M  1.2.3 (  /i  —  m) 

Exemple  L  —  Soit 

F  (  r  )  —  e-". 

On  trouvera 


I 


^0  ^m-^l,ç"'"'é  «^O  2.V* 

et,  par  suite. 

,     ^  .  1.2.3 {lin  —  I  ) 


On  aura  de  plus 


(.1-1)'  /•-  *(-«'^--.) 


•'0  «^t» 


(/>)  t:,„rz:/      .r««e  ""    dx  ~  €^*  t      x^" e  ^"' dx 


Ola  posé,  la  formule  (8)  deviendra 


/     .x'«e     ^        *'cix 

.1 


Si  dans  cette  dernière  formule  on  chanjçe  xen  x\  n  en  k^  et  5  en  /?, 
on  obtiendra  précisément  celle  qu'a  donnée  M.  Legendre  dans  ses 
Exercices  de  Calcul  intégral  (IIP  Partie,  p.  36()),  et  dont  les  équa- 
tions (/*"),  trouvées  ci-dessus  (K*  Partie),  n'olfrent  que  des  cas  par- 
ticuliers. 

Exemple  IL  —  Si  Ton  fait  successivement 

¥\^x]  —  e  '-^  sin/'a% 
F (  »r  )  :=z  e-  *-^  eus  /•  j^. 


KELAÏIVES  A   LA   THEORIR   DES  INTEGHALES.  ETC 

on  déduira  clf  la  formule  (8)  Ins  valeurs  drs  inlégralrs 


et,  par  suite,  cplles  des  intéjîrales 


id) 


Ces  dprniproB  sont  entièrement  semblables  à  celles  que  nous  avons 
considérées  dans  le  précédenl  Mémoire  (I''*  Partie,  §  ]II,  exemple  IH), 
Si  dans  les  mêmes  intégrales  on  fait  n  =  o,  j  —  o.  et  que  l'on  change 

ensuite  r  en  s  H  x  on  x^,  on  obtiendra  celles  qui  forment  les 
premiers    membres    des    équations    (t'),    divisées    chacune    par    le 


nomorc  2. 


Exemple  II!.  —  Si  l'on  fait 

K(x')  =  e-"'co%rx, 
on  déduira  facilement  de  l'équation  (8)  la  valeur  de  l'intégrale' 

et.  par  suite,  celle  de  l'intégrale 

/     x'*"e    ^'^    ■"' coscf^  —  -1  dx. 
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TROISIKME   PARTIE. 

SCR     LA     TRANSFORMATION     DRS     I>IFFKREN<:BS     FINIES     DES     PUISSANCES 

EN    INTÉGRALES    DEFINIFJ5. 


1$  I .  —  Sur  la  transformation  de  la  différence  finie  A"*  s'^ 
en  intégrale  définie,  s  et  a  étant  des  nombres  positifs  pris  à  volonté. 

Pour  transforiîHT  la  diflTérenco  finir  A"'5~"  (mî  intégrale  définie,  il 
laul  rommoncor  par  transfornuT  do  la  même  manlèro  la  quantité  s'*". 
Soit  rn  ronséquonec 

A  étant  uno  conslanto,  X  une  fonction  inconnue  <ie  x  et  de  s^  et 

I  Xdx  une  intégrale  définie,  que  nous  supposerons,  pour  plus  de 

«. 

simplicité,  prise  entre  les  limites  a:  =  o,  x  =  oc.  On  aura  entre  les 
mêmes  limites 

(9.)  A'*5-"— \/     A"*\^/vr. 

II  ne  reste  plus  maintenant  qu'à  déterminer  X  de  manière  que  Ton 
puisse  obtenir  facilement  la  différence  finie  A^'X,  et  que  l'on  ait  de 
|>lus 

•    0 

On  satisfera  k  la  première  condition  si  Ton  fait 

P  et  Q  étant  deux  fonctions  do  x.  On  satisfera  à  la  seconde  condition 

si  Ton  suppose 

V  =  x^-\        Q  —  x. 


RELATIVES  A  LA  THÉORIE  DES  INTEGRALES,  ET 
On  trouvera  dans  cptto  hypolhèso 

<A'h  posé,  l'équation  (i)  deviendra 

et  comme  l'on  a 

A"'e-"=e-"(c~'— i)", 

.  l'équation  {2)  se  trouvera  réduite  à 

(4)  A'"(«-")  =  jr-î—     /       «-"{€-"— II"  X'"^dx, 

Cette  dernière  formule  était  déjà  connue;  elle  fournit  une  solu 
problème.  Mais  on  peut  de  cette  première  solution  en  dédu 
infinité  d'autres,  comme  on  va  le  faire  voir. 
Soit,  pour  abréger, 

et  supposons  que  la  substitution  de  ax  +  Sa;^— i,  au  liei 
change 

p        en        P'  — P'v/^n". 
Si  l'on  fait 

?=l«ng9, 

on  aura,  en  vertu  des  formules  démontrées  dans  le  Mémoire  pr 
[Mémoire  sur  les  intégrales  définies,  lu  à  l'Institut  le  22  aoij 
I"  Partie,  §  III,  théorème  IV  (')). 


I      Vx       dx=z I      px^-' dx. 


■  I  ')  OEtivrcs  lie  Cnuchj,  S.  1,  T,  I,  p.  35*. 

OEwrcs  ,h  C.  -  S.  n,  l.  I. 
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D'ailleurs  si  Ton  suppose 

on  aura 

m 

On  pourra  donc  à  la  formule  (4)  substituer  une  quelconque  des  deux 
suivantes 


m 


(•>)       \ 


r(rt)cosay./ 


(«) . 


m 

r{rt)siiirty.f. 


(")- -0 


Si  dans  ces  dernières  formules  on  suppose  a  rr:  i  et  6  très  petit,  on 
aura  à  très  peu  près 

sinaO"  aS,        cosad  —  i, 


(a'-h6*)*— I,        vzzz — ,        cos6x  =  i, 

e  *  —  ï 

co%(^sx  -h  mv)  —  I,         sin(65a:  -h  /nr)  =  Sx/*  H ^j )• 

Ola  posé,  les  formules  (5)  deviendront 

I       /**  /  me  '  \ 

Os  deux  dernières  formules  s'accordent  avec  l'équation  (4).  De  plus, 
si  on  les  compare  entre  elles,  on  obtiendra  l'équation  de  condition 

(6)  5A'"5-«- »H-mA'«  »5-«-':^  A'*5-«. 

Corollaire  1.  ~  Si  dans  l'équation  (4)  on  suppose  a  =  i ,  on  aura 


A'"-  —  I     e-"(e-'—i)"'dx. 


RELATIVES  A  LA  THÉORIE  DES  INTÉGRALES.  ETC.  523 
On  peut  aussi  obtenir  la  valeur  de  ^""{-j  au  moyen  do  t'équalion  qav. 
nous  avons  trouvée  cî-dessus  (1"  Partie,  §  I,  exemple  III,  corollaire  I 

._nm4-.)r(t>_ /"     x^rf:. 

s-  T{s  +  m  +  »'J^    (,+^)".-^+- 

Corollaire  II.  —  Les  intégrales  définies  dans  lesquelles  niius  avo 
transformé  la  valeur  de  A™*""  sont  toutes  prises  entre  les  limites  ic  = 
a;  =  oc.  Mais,  comme  leurs  éléments  décroissent  très  rapidement 
mesure  que  x  augmente,  on  peut  en  obtenir  des  valeurs  fort  appi 
chées  par  la  méthode  des  quadratures.  On  peut,  aussi,  pour  renr 
l'application  de  ccttt^  méthode  plus  facile,  transformer  par  la  su 
stitution 


ou,  ce  qu 


revient  au  même. 


'(O' 


les  intégrales  proposées  en  d'autres  intégrales  relatives  à  s  et  ( 
soient  prises  entre  les  limites  3  =  0,  s  :^  i. 

!^  II,  ~  Sur  la  transformation  de  la  différence  A™*"  en  intégrale  défia 
s  et  a  étant  deux  nombres  positifs  pris  à  volonté. 

Pour  transformer  la  différence  finie  A'"*^  en  intégrale  définie,  il  I'î 
commencer  par  transformer  de  la  même  manière  la  quantité*  ".  Pt 
résoudre  ce  dernier  problème,  et  par  suite  la  question  proposée, 
peut  suivre  deux  méthodes  différentes,  que  nous  allons  dévelopi 
successivement. 


Première  méthode.  —  Si  l'on  su 


ppose 


X  étant  le  plus  grand  nombre  entier  compris  dans  a,  et  si  dans  l'éqi 


(«) 
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lion  (3)  (§  I)  on  remplace  a  par  i  —  ^i  on  trouvera 

(7)  *^      ^  -^-    -    -   /     X    "r  "dx. 

Pour  obtenir  maintenant  la  valoiir  de  s^,  exprimée  par  une  intégrale 
(létînie,  il  suffira  d'intégrer  Xn-  i  fois  de  suite,  par  rapport  à  s^  les 
deux  membres  de  Téquation  (7).  On  aura  ainsi  la  formule 


?(-?)■•■(»-?)  K-?) 


—■=—, — ■ — r   /     X    "(e-«-X,-sX,-...-«*Xx)-T— 


l'intégrale  relative  à  x  étant  toujours  prise  entre  les  limites  jr  =  o, 

.r  =  QC.  Dans  cette  dernière  équation,  Xq,  X Xx  désignent  les 

X  4- I  (M)nstantes  introduites  par  les  intégrations  relatives  à  5,  cons- 
tantes qui  peuvent  être  des  fondions  quelconques  de  x. 

Pour  déterminer  ces  constantes,  on  observera  que  le  premier  membre 
de  Téquation  (8),  divisé  par^\  s'évanouil  encore  pour^=rro.Le  second 
membre  doit  donc  satisfaire  à  la  même  condition;  ce  qui  exige  que 
l'intégrale 

(9)  /     ^   ^(e-"-Xo-5X,-...-s>Xx)-^- 

et  ses  coefficients  différentiels  du  premier,  du  deuxième,  etc.,  enfin 
du  X**'"*  ordre,  pris  relativement  à  5,  s'évanouissent  pour  5  =  0.  Cette 
dernière  condition  ser^  remplie,  si  l'on  détermine 

\o,  Xi,  \|,  ••*,  \X9 


de  manière  que  la  fonction 


^-sx 


'~~  \q       «î  .\.|  "^  •  .  .  "~~  \  A.X 


et  ses  coefficients  différentiels  du  premier,  du  deuxième,  etc.,  enfin 
du  X*""""  ordre,  pris  relativement  à  s,  s'évanouisseiit  pour  s  =  o;  ce 
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qui  revient  à  faire 


X  ^y.  X'  .  «r  .  .^  OC^ 


et  d'ailleurs  il  est  facile  de  s'assurer  que  les  autres  manières  de  rem- 
plir la  condition  exigée  conduiraient  toutes  à  la  même  valeur  de 
l'intégrale  (9).  On  est  donc  autorisé  à  remplacer  dans  cette  dernière 
intégrale 

par 

I  —  S h  5* . .  .  H-  (—  I  )^i^ • 


1  1.2  1.2 


c'est-à-dire  par  la  partie  du  développement  de  e~*^  qui  renferme  des 
puissances  de  s  et  de  a?- inférieures  à  X-+-i.  Si,  pour  abréger,  l'on 
désigne  cette  partie  par 

o{x)  étant  la  partie  du  développement  de  e'^  qui  renferme  des  puis- 
sances de  X  inférieures  à  X  -h  i,  l'équation  (8)  deviendra 

s     ^ _  J-"!]^      /^"g-^-^— 9(5^)  dx 


H-f)-f-?)  f(-ï 


X      ^ 


et  comme  on  a  d'ailleurs 


t       ^x-^.l  sm!-7r 


'•(ï)^(-y 


TT  7; 


on  trouvera  enfin 


(lô)  5^=:  — 


sina7rr(a -t-i)  f**  e-*'—o(sx) 


71 


/ '-==^;?^.'«  (■). 


(0  Si  dans  la  formule  (10)  on  fait  *  =  i,  et  si  Ton  a  de  plus  égard  à  l'équation 


r(— rt)= — , 


8inaitr(a-h  1) 
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Si  Ton  prcMid  la  (lifférence  finie  /n**""*  de  chacun  des  membres  de 
Téqualion  précédente,  on  obtiendra  la  formule 

(II)  A'"  5**= ^ I      ; djT. 


^^ 


Dans  les  applications  que  Ton  peut  faire  de  la  formule  précédente, 

il  est  nécessaire  de  distinguer  deux  cas  différents,  savoir  :  celui  où  Ton 

suppose 

a  <  /«, 

et  celui  où  Ton  suppose 

a  >  m. 

Premier  cas.  —  Supposons  d'abord 

rz  <  m. 

On  aura,  a  fortiori,  \<^m.  Par  suite, 

SX  5'X*  ^^  S^X*' 

q{sx)  =  1 1 . .  .-h  (—  ir 


I  I .  a  1 . 2 .  .> 


on  irouvera 


On  a  par  ce  moyen  une  expression  fort  simple  de  la  valeur  que  reçoit  la  fonction  V{a). 
lorâque  a  devient  négatif.  De  plus,  il  est  facile  de  voir  que,  si  Ton  désigne  par  X  une 
fonction  rationnelle  et  entière  de  x,  le  seul  moyen  de  rendre  finie  Tintégrale 

r-'— X 


dx 


« 

sera  de  supposer  X  =  9(x).  EnGn,  lorsque  a  est  positif,  on  a 


On  conclut  aisément  de  ces  diverses  remarques  que,  pour  toutes  les  valeurs  possibles  soit 
positives,  soit  négatives  de  la  quantité  #i,  on  aura  la  formule  générale 


Y{a)--^  f    x«-»(r-'-X)<ir, 


X  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  X,  assujettie  à  la  seule  condition  de  rendre 
unie  la  valeur  de  Tintégralc  que  l'on  considère.  Cette  fonction  est  toujours  nulle,  lorsque 
a  est  positif.  Mais,  lorsque  a  devient  négatif,  elle  est  égale  à  la  somme  des  premiers  termes 
da  développement  de  v 


*—x 


RELATIVES  A  LA  THÉORIE  DES   INTÉGRALES,   ETC.     527 

étant  une  fonction  rationnolle  et  entière  de  s  dans  laquelle  la  plus 
haute  puissance  de  s  est  inférieure  à  m,  on  aura 

Ainsi,  dans  ce  cas,  la  formule  (i  i)  se  réduira  simplement  à 
(12)  !"■*-= /      '-^^, dx. 

Cette  dernière  formule  coïncide  parfaitement  avec  l'équation  (m] 
trouvée  ci-dessus  (!'*  Partie,  §  11);  ce  qui  confirme  l'exaclitude  dr 
nos  calculs. 

L'équalion  (12)  fournit,  pour  le  cas  où  l'on  suppose  fl<m,  unr 
solution  du  problème  que  nous  nous  étions  proposé.  Mais  on  peut  df 
cette  solution  en  déduire  une  infinité  d'autres,  ainsi  qu'on  va  le  fairr 
voir. 

Soient  a  et  6  deux  constantes  arbitraires,  et 

9  =arclang-- 
Si  l'on  fait 

et  si  l'on  désigne  par 

ce  que  devient  y  lorsqu'on  y  change  a:  en  ax  +  €xy/—  1;  on  aura 
r"J^^  =  (ot'+6')'cosa9/*   -^dx, 

On  pourra  donc  remplacer,  dans  l'équation  (12),  l'intégrale  définie 
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par  un  des  deux  produits 

-  Q'  dx 


» 


f. 


a  f  X**"*"* 


(a*H-€*)«cosa9' 

Q'djr 


r»*  rk» 


ti 


(a*-h6»)*sin/ï5 


1     ^^^^ 


Supposons,  par  exemple,  a  =  o,  6  =  2;  on  trouvera 

rt 

(  a* -h  6*  )*  rr:  Q«,  0=-. 

siriflrr  .    az  sin<ir  «t: 

?=rasin  —  »        -^ =iacos 

cosac;  1  mxiiaj  2 

On  aura  de  plus,  si  m  est  pair, 

m 

~-(—  i)*2"*[cos(a5-hm)a: — y'—  1  sin(  25  H-in)r]  sin'"^*. 


m  m 

1-4-  — 


Q'=:  (—  1)^  2'"  cos(25  -h  m)xsin"*x^       Q'=:(—  I)     *  2'"sin(25-h  m)xs\n'^x; 
et,  si  /w  est  impair, 

w  -*-l 

r:^  (~  i)   *    2"*\  — I  [cos(2  5  4-m)j?  — \/ —  I  s\n(2s -h  m)x]  siii'^x. 


m-*-\  /«•*-! 


Q'— (~i)   «    a"»sih(a5-hA?0-rsin"*a:,       Q''  — (— 1)    *    a"' cos(2.v-Hm)j?sin'".r. 

Ola  posé,  on  pourra,  si  m  est  pair,  substituer  à  la  formule  (12)  les 
deux  équatiorts 

(a-h  I)  sm  —      ,.        ,       ,       ,      ,   ^ 
A-ç- -.(-,)        2-^1 _ j     __ dx, 

(i3) 


m  r(a-}-i)cos—       .,    . 


Km  a      f       \T       ,H-ut  '^     /      siii(a.v-h  m)a:sm"*;r    , 
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et,  si  m  est  impair,  les  deux  suivantes 

I                        m+i         r(a  +  i)sin—     „.   .    ,              ,       .   „ 
^A-i"=(-i)    ■    a-+' —_ /      ^î jjjl dx. 

(■4) 


On  peut  réunir  les  équations  (i3)  et  (i4)  <'n  un  seul  }<roupc.  t-n  Ii'ï 
mettant  sous  la  forme 


1 4.^^^  '    "''^"""^'  rsîî^ 


3"*' Tfa +  i)cos t:    ,.    .    ,  ,       ■    ™ 

a-Tt  J^  ^■'+' 

Si  dans  ces  dernières  on  change  s  en  5 m,  et  si  l'on  a  égard  à 

l'équation 

on  obtiendra  précisément  les  formules  que  nous  avons  désignées  dans 
la  première  Partie  de  ce  iVIémoirc  par  les  lettres  (y)  el  {h'). 

Second  cas.  —  Supposons  maiiileniinl 


Alors  ^{sx)  sera  une  fonction  ralionnellc  el  enlière  de  x  d'un  doj^ré 
égal  ou  supérieur  à  m;  et,  par  suite. 

A'"9(.9,r) 

n'étant  plus  égal  à  zéro,  l'équation  (12)  cessera  d'être  exacte;  ce  (jui 
d'ailleurs  est  évident,  puisque  dans  ce  cas  l'intégrale 


f^^^^S^ 


ORu-ris  ,1e  C.  —  S.  Il,  l 
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obtiendra  une  valeur  infinie.  Dans  le  même  cas  Téquation  (ii)  sera 
toujours  vraie;  mais  la  valeur  de  la  difTérence  finie 

A'"o(5x), 

qui  entre  sous  le  signe  /dans  le  second  membre  de  cette  équation, 
dépendra  de  la  quantité 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  du  plus  grand  nombre  entier  compris 
dans  a  —  m,  ainsi  qu'on  va  le  faire  voir. 
Et  d'a*bord,  si  Ton  suppose  X  =  /w,  on  aura 


SX  .Ç'X*  .  S'^JT"* 


<P(*X)  —  I 1 ..  .-H(—  l)'" 5 1 

I  1.2  1.2.0 m 

t,  par  suite,  la  formule  (ï  i)  se  trouvera  réduite  à 

r(rt-M)sina7:  Ce  *'{e  '-- i V— (— jr)"»   . 

dx. 


,  y,,             .                 via  -^  i)  sinar  C 
(i6)  A'".?"— ^ / 


./•«  *  ' 


(]cttc  dernière  formule  résoudra  la  question  proposée  pour  toutes  les 
valeurs  de  a  comprises  entre  les  limites  m  et  /;?  -+-  i . 
Supposons,  en  deuxième  lieu,  X  =  /w  -h  i,  on  aura 


$x       5*.r' 


©(.VX)  =  I 1 ...-h(— l)*" ,5 ), 

I  1.2  \i.2 m        I.2.J /n-hi/ 


.     /         O..Ç  ^  m     \ 
ûk^  q{sx)  —  (— x)"'(  I x\\ 


et,  par  suite, 


e~tsi^e  ^-i)m_(_j.)m/|_  ^^"^^'x) 


(17)    A'"5«  = / -^^^ -^.r. 


Cette  nouvelle  formule  résoudra  la  question  proposée  pour  toutes  les 
valeurs  de  a  comprises  entre  /n  4-  i  et  w  -i-  2. 
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Supposons,  en  troisième  lieu,  X  =  m  +  2;  011  aura 

SX       s''x' 
'         '  I  1 ,1 

[s'^x"              s'"*'x'"+^                s^+'x™-^' 
1.3 m  ~  i.a (».  +  i)  ^  1.2 («1^ 

et,  par  suite. 

Cette  dernière  formule  pourra  être  employée  poitr  toutes  l 
de  a  comprises  entre  m  -h  2  et  m  +  3. 

En  continuant  de  même,  on  déterminerait  successivemen 
divorces  valeurs  de  la  quantité  désignée  par  X  les  valeurs  c 
dantes  de  la  fonction  A"'f(sx).  Mais  on  peut  trouver  dans  le 
possibles  la  valeur  de  la  même  fonction  d'une  manière  plu 
Kn  eflet.  '^(sx)  désignant  toujours  dans  l'Analyse  précédent 
du  développement  de 

qui  renferme  des  puissances  de  x  inférieures  ii  aP"'',  A^.ç) 
gnera  par  suite  la  partie  du  développement  de  l'"e~",  ou  d 

e-"{e-'-ir, 

qui  renferme  de  telles  puissances.  On  a  d'ailleurs  en  général 

Donc,  si  l'on  fait 

'^(x)  désignera  la  partie  du  produit 

/         SX        s'x^  \/  ^  ^'  V 

('-T-T^---)!'-?:;^!^  — ■) 

qui  contient  des  puissances  de  jc  inférieures  à  a?*'"*'. 
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On  aura  donc 

si  Ton  suppose  X</w; 


, ,    ,  25  -h  /n 


si  A  =  m  -h  I  ; 


,,     ^              'Î5-I-//1       .   6s(s-h  m) -j- m(3m  —  i)     _ 
•!( jc)  —  I jr  H »r% 

^3  12 

si  X  =  /?i  4-  2,  etc.  ;  et  ainsi  de  suite. 

On  peut  remarquer  que,  si  Ton  désigne  par  X  une  fonction  ration- 
nelle et  entière  de  x^  le  seul  moyen  de  rendre  finie  la  valeur  de 
l'intégrale 


ax 


jr.U.^1 


sera  de  supposer 

X  —  A'"9(.vx). 

Ainsi,  pour  transformer  en  intégrale  définie  la  différence  finie  A"*/',  il 
suffira  de  faire  en  général 

(»9)  A'"5'=/      î^ — — ^ djT, 

X  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  or,  assujettie  à  la  seule 
condition  de  rendre  finie  la  valeur  de  l'intégrale  que  Ton  considère. 

La  fonction  X  ou  à"*o(sx),  ainsi  qu'on  l'a  déjà  remarqué,  est  nulle 
quand  on  suppose  a<^m.  Mais  lorsqu'on  suppose  a^m,  le  nombre 
des  termes  de  cette  même  fonction  croît  indéfiniment  avec  la  diffé- 
rence X  —  w.  C/est  pourquoi  la  formule  (19)  ne  peut  être  appliquée  à 
la  détermination  de  la  différence  finie  A'" 5^  que  dans  le  cas  où  a  est  <im. 
et  dans  celui  où  a  surpasse  m  d'un  petit  nombre  d'unités.  Lorsque  la 
différence  a  — w  est  très  grande,  les'calculs  qu'exige  cette  formule 
deviennent  impraticables.  On  peut  obvier  à  cet  inconvénient,  en  sui- 
vant, pour  la  transformation  de  la  différence  finie  A*"*"  en  intégrale 
définie,  une  autre  méthode  que  je  vais  développer  en  peu  de  mots,  et 
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qui  s'applique  égalcmcrit  à  toutes  les  hypothèses  que  l'on  peut  faire 
sur  les  valeurs  relatives  des  deux  quantités  a  et  m. 

Seconde  méthode.  —  Si,  dans  les  équations  (y')  (l"*  Partie),  on  lait 
r  =  s,  «  =  «  -I-  1 ,  on  obtiendra  les  deux  formules 


V  -      ■     ./. 

(no) 


Pour  débarrasser  ces  formules  d'imaginaires,  il  suffira  de  faire 
p  et  /  étant  deux  nouvelles  fonctions  de  x.  On  aura  alors 

p—  (A' +  ■»:■')',        /  =  arclang  jj 
e(,  par  suite,  les  formules  (  20)  deviendront 

(aa)  { 


On  a  de  plus 

e*'  COS*^  —  — — — . 

,(»«,=-,),_  j(.„^r;i. 

îv'^ 

el,  par  suite. 

p(*«V^b('e*-..j:/ri. 

_,)-+c('--.--He»-'--ir 

a 

^_                   e(i-.-x^.)*(et+*/^. 

-,)-_,u~.^.),(„.  -,=;_,)- 

"' 

avTTl 
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Si  dans  ces  dernières  équations  on  chanj^e  les  exponentielles  imaf^i- 
naires  en  sinus  et  cosinus*  et  si  Ton  fait,  pour  abréger. 


e*C08»r  —  I  =r.  £/cosr,        e*sinjr  —  i/sinr, 
on  trouvera 

I  A"*(e*'  sin.tjr)  —.  e^'u"*  »\n(sx  -h  me), 
//  et  e  étant  déterminés  par  les  équations 


«  :.  (e**— ae*cosj:  H-i)%         e--arctang: 


ci»sx  —  e  * 


Ola  posé,  si  Ton  prend  la  différence  finie  des  deux  membres  de  chacune 
des  équations  (22),  on  obtiendra  les  formules  suivantes 


^«  '«« 


''Via -ht)     I      (g**  — ae^ 


2<f*'r(«  -h  I)     /       (e**  —  ae*C08x  4-  n'  ces  fa  -H  i)/cos(jjr-H  /nr)  . 

■"  ■  «I-»- 1 


(24)      ', 

Qt**'r(a -H  i)     /      (e**  —  a^*cos.r  4- n*  sin(a -h  iWsin(5j:  H- WH)  . 


/ 


^A-îH_x=)    « 


dans  lesquelles  les  valeurs  de  /  et  de  e  sont  déterminées  par  les  deux 
équations 

l  /  =:arclang-r» 

(25)  < 

sin^ 
i;  tzr  arc  tanc: r  • 

'^  COSJ*  —  c* 

Si  l'on  ajoute  entre  elles  les  équations  (24),  on  obtiendra  la  suivante 


r(a4-i)     /* 


m 


,  ^       .              e*'r(a4-i)     /      (e'*— sie*cos.r4-i)*  cos(jx-hmi' — a4-i0   . 
(26)     A'^s-— / ^^5:^ d,i\ 


(A-'-H^»)  » 


f-,es  équations  (2/»)  et  (26)  sont  jçénérales  et  subsistent  quelles  que 
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soient  les  valeurs  respectives  des  quantités  rn  et  a.  On  peu 
remarquer  que  les  seconds  membres  de  ces  équations  rcnferm 
eonstante  désignée  par  t.  dont  la  valeur  peut  être  choisie  ar 
ment.  Ainsi  les  trois  équations  dont  il  s'agit  donnent  le  m 
résoudre,  d'une  infinité  de  manières,  la  question  proposée. 

Pour  que  l'on  puisse  déterminer  facilement  par  approxima 
valeurs  des  intégrales  détînies  comprises  dans  les  seconds  n 
des  équations  (24)  et  (26),  il  est  nécessaire  d'attribuer  ii  *  un 
positive  qui  diffère  sensiblement  de  zéro.  En  effet,  si  l'on  si 
k  très  petit,  alors,  pour  de  très  petites  valeurs  de  x,  la  fonct 
Fermée  sous  le  signe  /.  dans  chacune  des  intégrales  dont  i 
obtiendrait  généralement  une  valeur  très  considérable;  et,  c 
pour  des  valeurs  constantes  de  x,  celles  de  la  fonction  de' 
alternativement  positives  ou  négatives,  néanmoins,  comme 
nièrcs  ne  se  détruisent  pas  mutuellement,  on  serait  obligé  de 
les  premiers  éléments  de  chaque  intégrale  avec  une  extrême  pt 
On  doit  toutefois  excepter  le  cas  où  l'on  suppose 

car  dans  celte  hypothèse  la  fonction 


devient  elle-même  fort  petite,  pour  des  valeurs  de>tet  de  x  p 
rentes  de  zéro. 

On  peut  même,  lorsque  a  surpasse  m,  supposer  dans  le 
tions  (2/|)  et  (26)  i  tout  à  fait  nul.  On  a  dans  cette  dernière  hi 


(  *'  +  x» 
c  — —  arctaiigl 


(C0lix)  = 
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et,  par  suite,  les  équations  (2^)  se  réduisent  à 


^fn-t-l 


r(en-i)cos 71    /      sin"*-xcos( z-^ — tt  ) 


en-i)cos 71     /      sin"*-xcos(  — 


-  -•  -SI  3/, 

A'".v'*— ; /  ^ ax, 

(37)    '. 

rjm^t  r(a-i-i)sin 7:    /  sin'^-xsin  ^n — tt  ) 

a  1  a  \      a  a     / 


-7 


^wça— ___ / ^ ^^. 


X*'*-*  ./  71 


Comme  dans  les  équations  précédentes  les  intégrales  rejatives  à  la 
variable  x  sont  prises  entre  les  limites  a:  —  o,  j?  =  x,  on  peut,  sans 
nul  inconvénient,  y  changer  x  en  ix.  De  plus,  m  étant  un  nombre 
entier,  chacun  des  produits 


a  -¥■  I 
cos 7:  cos 


/2s  -^  m  m    \ 

1  X  H 7:  I» 

\       a  a     / 

sm TT  sin  I  .r  -I 7: 

2  \       a  a     / 

est  nécessairement  égal  à  l'un  des  deux  suivants 


.    a  -h  m            a  .v  ■+-  m 
sin TT  cos X, 


a  -h  m  a  .V  -I-  m 

cos 7:  sm X. 

a  a 


Il  est  aisé  d'en  conclure  que  les  équations  (27),  obtenues  par  la 
seconde  piéthode,  sont  identiques  avec  les  formules  (i5)  obtenues 
par  la  première;  ce  qui  confirme  l'exactitude  de  nos  calculs. 

Dans  les  équations  (24)  et  (26)  on  doit  toujours  prendre  pour  /  le 

plus  petit  des  arcs  qui  ont  pour  tangente  x»  <>w  celui  qui  devient  nul 

quand  on  suppose  x=^o;  et  en  ellét  l'équation 

^ ^ _-     —- ~ —/>"■+■*  sin(rt -M)/ 

2  y/-    I 

donne,  dans  cette  hypothèse, 

sin  (a  -+-  i)^  -—  o 

qucî  que  soit  rt,  et  par  conséquent  /  ^  o.  Quant  à  l'arc  i^,  il  peut  être 
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choisi  arbitrairement  parmi  tous  ceux  qui  ont  pour  tangente 

sin.r 

ces  a'  —  c:^' 

car,  m  étant  un  nombre  entier,  tous  ces  arcs  donnent  la  même  valeur 
pour  chacune  des  quantités 

cos(5j? -+- mr),         sin(s^ -4- /?!«')• 

Corollaire  I.  —  Les  intégrales  définies,  dans  lesquelles  nous  avons 
transformé  par  les  méthodes  précédentes  la  différence  A'"5",  sont  toutes 
prises  entre  les  limites  x  =  o,  a?  =  x.  Mais,  comme  leurs  éléments 
décroissent  rapidement  à  mesure  que  x  augmente,  on  peut  leur 
appliquer  la  méthode  des  quadratures.  On  peut  aussi,  pour  rendre 
cette  application  plus  facile,  les  transformer  d'abord  par  la  substi- 
tution 


en  de  nouvelles  intégrales  qui  soient  prises  entre  les  limites  s  =  o, 

5  —  I  . 

Scolie,  —  Dans  les  calculs  précédents  nous  avons  toujours  supposé 
que  s  était  une  quantité  positive;  et  cette  condition  était  nécessaire,  du 
moins  en  général,  pour  que  la  différence  finie  A"'s"  fut  réelle.  Lorsque 
s  devient  négative,  la  même  différence  se  compose  d'une  partie  réelle 
et  d'une  partie  imaginaire.  Mais  alors  on  peut  essayer  de  représenter 
chacune  de  ces  parties  par  une  intégrale  définie.  Tel  est  l'objet  du  para- 
graphe suivant. 

i^  ni.  --  Sur  la  transformation  fie  la  différence  finie  A"V  en  intégrales 

définies,  a  étant  un  nombre  positif ,  et  sun  nombre  négatif 
pris  à  volonté. 

Dans  la  question  qui  nous  occupe,  il  est  nécessaire  de  distinguer 
deux  cas  différents,  suivant  que  m  est  inférieur  ou  supérieur  au 
nombre  positif  —  s  que  nous  désignerons  par  s'. 

OFMvrexàc  C  —  S.  II,  t.  l.  ()8 


538  MÉMOIKE  SUH  DIVERSES  FORMULES 

Si  d'abord  on  suppose 

* 

m  <  .v', 

on  substituera  sous  la  caractéristique  des  différences  finies  la  quantité 
positive  5'  —  m  à  la  quantité  négative  s  par  le  moyen  de  Téquation 

où  le  si^ne  A  se  rapporte  dans  le  premier  membre  à  la  variable  5,  et 
dans  le  second  à  la  variable  s\  On  transformera  ensuite,  par  les 
méthodes  du  paragraphe  précédent,  la  différence  finie  ùk"*{s  —  mf  en 
intégrale  définie. 

Si  Ton  suppose  au  contraire 

m  >  s\ 

la  différence  finie  A'"^^  renfermera  deux  espèces  de  termes.  Dans  les 
uns  la  quantité  élevée  à  la  puissance  a  sera  positive;  dans  les  autres 
elle  sera  négative.  I^  somme  des  premiers  sera 

(m  —  5')« /w    -5'— i)«H i .'(,/, —5'^  a)«__.  ..^ 

I  1.2  ' 

» 

la  série  étant  continuée  jusqu'au  dernier  des  termes  où  la  quantité 
.     affectée  de  Texposant  a  reste  positive.  I-a  somme  des  autres  termes 
sera 

la  nouvelle  série  étant  assujettie  à  la  même  condition  que  la  précé- 
dente. Si  donc  on  représente  la  somme  des  premiers  par 


'  /n  -  <  » 


la  somme  des  autres  se  trouvera  naturellement  représentée  par 

(~.i)«-^'«A,; 
et  Ton  aura  par  suite 

^m^^a  _-  A^_,.  -h  (  —  I  )«-^'"  Ac  . 
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Cela  posé,  pour  obtenir  on  intégrales  définies  la  valeur  df  A**",  il  suf- 
fira évidemment  de  déterminer  par  de  semblables  intégrales  la  valeur 
de  A,„_/  el  celle  de  A,.  On  y  parvient  de  la  manière  suivante. 

Les  équations  (20),  que  nous  avons  considérées  ci-dessus  (§  II), 
supposaient  la  quantité  s  positive.  Si  dans  ces  mêmes  équat 
change  s  en  r,  et  si  l'on  fait,  pour  abréger. 

a  " 

(A'  — jry/ir])-"'^"  — (<t-  +  j^^^r'°-^"- „  X 


on  en  conclura  facilement 
'(28)  /     (X|e*''cosrx-h  X,e*'ri\nrj-)(/j;  =  = -r°, 

/■étant  positif. 

Au  contraire,  si  l'on  suppose  r  négatif  et  égal  à  —  r',  on  trou 


TWTT,' 


/      X.e*''  sinr^rfx:^  —  e^"""  j      X,c*''  sinr'xrfar  =—  rrr — '■ — -r 


et  l'on  aura  par  suite 

(39)  /     (Xiff*''cos/-x-t-X,e*'"sin/-jr)rf^  =  o. 

Soient  maintenant  m  et  s'  deux  nombres  positifs  dont  le  ph 
soit  s";  en  faisant  successivement,  dans  l'équation  (28), 

et,  dans  l'équation  (29). 
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on  obtiendra  les  formuler  suivantes 

/YX,f*('»-''>  cos(m  —  s')j:  -h  Xje^e"'  >  sin(  /«  —  s'  )x]  dx  ^  ^—^ — -  (m'  -  5')", 
/'[\,f^^<'"-'  -»>cos(//i— 5'— i)ar-+-X,€f*^'«-''  »^sin(m  — 5'— i)xlrf^==— ^^ — (,„_s'_,)'', 

y*[\,e*^»   '   roh(i  — .ç')^-i-X,e*<»   '' sin(i  -  5')xl  ^.r  =  o. 

Si  l'on  multiplie  respectivement  les  deux  membres  de  la  première 
équation  par  i,  les  deux  membres  de  la  deuxième  par »  ceux  de 

la  troisième  par —  >  etc.,  et  en  général  ceux  de  la  /i'**'"**  équation 

par  le  eoelïieient  de  j?"~  '  «lans  le  développement  du  binôme  (i  —  x)*"; 
on  trouvera,  en  ajoutant  toutes  les  équations  entre  elles,  et  remplaçant 

s  par  —  s\ 

'-"-fT^'lT)|<'"-^*)"-7<'"^*--'>"^--J^-r(TT7r*'"-'' 

d'où  Ton  conclura 

(3o)     A,„  ., -.:  — --'^--  f    [X,A'"(e*^cos5x)-+-X,A'»(c*'sin*x)]r/x. 

Si  dans  le  scc^ond  membre  de  celle  équation  on  substitue,  au  lieu  des 
fonctions  X,,  X^,  A'"(a^'cos5x),  A'"(e*''sin^j:^),  leurs  valeurs  données 
par  les  équations  (21)  et  (23),  et  si  Ton  remplace  s  par  —  s  ,  on  aura 


•  ao 


nt 


(3i)    \„-s—  --     -    —   /      --  :rri ^^^» 


les  valeurs  de  /  et  de  e  étant  toujours  déterminées  par  les  équation 


t  =arclan^-r, 


i»  —  arc  lanjr-- 


^COSJ*  —  C"* 
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Si  dans  l'équation  (3 1  )  on  change  s' en  m  —  s',  on  trouvera 


"  J. 


(k'-^x'-)  ' 


Les  valeurs  négatives  de  A„_,'  et  de  A,-  étant  déterminées  p; 
mules  (3i)  et  (32),  on  obtiendra  la  valeur  cherchée  de  à'"i 
cas  où  s  est  négatif  et  égal  à  —  s',  au  moyen  de  l'équation 

(33)  A'«j^=:A,„_,-i-(— ir+'-A^. 

Corollaire  I.  —  Les  intégrales  définies,  qui  font  partie  df 
membres  des  équations  (3i)  et  (32),  renferment  une  const 
tive  i.  dont  la  valeur  est  tout  à  fait  indéterminée.  Néanmi 
que  l'on  puisse  facilement  obtenir  des  valeurs  approchées  ih 
grales,  il  est  i)écessaire,  dans  le  cas  où  a  surpasse  m,  d'à 
cette  constante  une  valeur  sensible.  Cette  nécessité  est  suf 
établie  par  les  raisons  que  nous  avons  déjà  exposées  ci-dess 
On  n'est  plus  assujetti  à  la  même  condition  dans  le  cas  où  l'c 


et,  dans  cette  dernière  hypothèse,  on  peut  donner  à  i  des  v; 
petites,  et  même,  si  l'on  veut,  faire 

k-O. 

On  trouve  alors 

71  1  ( 

/=-,  c  =  -x+-ii: 

3  1  a 

et,  par  suite,  les  équations  (3i)  et  (32)  se  réduisent  à 


L,   =!iriiii>/   ""•;""=°'(- 
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Corollaire  IL  —  Si,  au  lieu  de  supposer  dans  les  équations  (34) 

s  =  —  5,  on  y  suppose  s'  =z  -m  —  s^  et  si  l'on  fait  en  outre,  confor- 

niénienl  aux  notations  adoptées  dans  la  première  Partie  de  ce  Mé- 
moire (5^  II,  exemples  VII  et  VIII), 

S« --(/?i  -h  25)** (m  -h  as  — a)*»  H — ; ^(wn-  as  —  4)*  —  .... 

(35)     i 

f  T^z^  (m  —  a5)*« (m  —  35  —  2)«h ^ (m  —  as  — 4)«  — ..., 

'  I  I  .a 

en  excluant  de  chaque  série  les  termes  qui  renfermeraient  des  puis- 
sances de  quantités  négatives,  on  trouvera 

« 
^fn-s  —  ^  Sa,  A,  r~  —  T^. 

Cela  posé,  si  dans  les  seconds  membres  des  équations  (34)  on  change 
.r  en  'ax^  ces  mêmes  équations  prendront  la  forme  suivante 

/•••[■                              -^"1 
sin'^x  cos   1SX  —  (a  —  m  -h  i)- 
-— \ ~  ajT, 

{m) 


«r/          s    /      sin'"xcos   ! 
a^r(aH-0    / L 


a s^  -h  (a  —  /M  H-  i)  - 


.r''*» 


Les  valeurs  précédentes  de  S^  et  de  T^  coïncident  parfaitement  avec 
celles  que  Ton  obtiendrait  par  la  combinaison  des  formules  (s)  et  (/') 
{l^  Partie,  §  II).  On  peut  de  ces  mêmes  valeurs  déduire  immédiate- 
ment celle  de  la  différence  finie  A^(25  ~  m)**,  au  moyen  de  Téquation 

(3;)  A'"(a5-//0^---:S«-H(-i)'*-^'«Ta. 

L'analyse  qui  vient  de  nous  conduire  aux  formules  (34),  (35)  et  (36), 
fait  voir  en  même  temps  que  dans  ces  formules  5  est  une.  quantité 
positive  assujettie  à  la  seule  condition 

m 
s  <    - . 

»  '1 
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Si  dans  la  première  ties  équations  (36)  on  suppose  m  égal  a 
grand  nombre  entier  compris  dans  a  +  i,  on  obtiondra  la  formi 
M.  I^place  a  désignée  par  la  lettre  (/»)  dans  le  premier  Livre  du 
des  probabilités  (n"  42,  p.  i68)  ('). 

Corollaire  III.  —  Toutes  les  intégrales  définies  que  nous  avor 
sidérées  dans  ce  paragraphe  sont  prises  entre  les  limites  a:  =  o, , 
On  peut  appliquer  à  ces  intégrales,  comme  à  cclies  que  nous 
considérées  dans  les  paragraphes  précédents,  la  méthode  des  q 
turcs,  et  rendre  cette  application  plus  facile  par  la  substitulior 
minairc 

Considérations  générales  sur  tes  intégrales  qui  deviennent  inj 
pour  de  très  petites  caleurs  de  la  variable. 

Soit  P  une  fonction  quelconque  de  la  variable  x,  qui  ne  s'évaii 
pas  avec  jt.  Soit  de  plus  a  un  nombre  positif  quelconque.  L'in 


{>) 


r"'pdr 


prise  entre  les  limites  x  =  o,  x  —  x,.  aura  nécessairement  une 
infinie.  Mais  si  l'on  désigne  par  X  le  plus  grand  nombre  entier  ci 
dans  a,  et  par 

(a)  \  —  c  +  CiX-\-  c,x'  + . . .  -tr  Ci  J-* 

les  premiers  termes  du  développement  de  P  suivant  les  puissan 
.cendantcs  de  x,  l'intégrale 

■p-x,,_ 


'''  r 


obtiendra  en  général  une  valeur  finie;  et,  de  plus,  on  reeonnaiti 
(  '  1  OEiivret  lia  Laplace,  t.  Vil,  p.  171. 
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leinenl  que  le  seul  moyen  de  rendre  finie  Tintégrale  (3),  en  prenant 
pour  X  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  la  variable  x^  est  de  sup- 
poser X  détermine^  par  Téquation  (u).  La  fonction  rationnelle  X  et, 
par  suite,  Tintégrale  (3)  dépendent  donc  uniquement  de  la  fonction 

donnée  -^^i*  Pour  abréger,  je  désignerai  cette  dernière  intégrale  par 

rf  p 

le  signe  /    placé  devant  le  produit  —^^  dx\  en  sorte  qu'on  aura 


(  i  )  /       :  a  T  —  / dx. 


r  V  dx  c 

Ainsi,  tandis  que  l'intégrale  /     —^^^^  est  infinie,  Tintégrale  / 


ir 


.wi-t-1 


aura  en  général  une  valeur  finie,  déterminée  par  la  formule  (4).  On 
peut  encore   obtenir  cette  valeur  en  cherchant  d'abord   l'intégrale 

rP  ^  r       .  . 

—^^  prise  entre  les  limites  x  ~  a,  ^r  =  j:,  (a  étant  une  quantité  très 

petite),  ordonnant  cette  intégrale  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  a,  et  supposant  dans  le  développement  la  quantité  a  nulle,  après 
avoir  supprimé  les  termes  aflectés  de  puissances  négatives  de  cette 
même  quantité.  Nous  voici  donc  conduits  à  considérer  une  nouvelle 
espèce  d'intégrales  dont  on  ne  s'était  pas  encore  occupé  d'une  manière 
spéciale.  Je  désignerai  ces  sortes  d'intégrales  et  les  opérations  qui  s'y 
rapportent  sous  le  nom  iV extraordinaires.  Au  reste,  les  intégrales  dont 
il  s'agit  sont  soumises  aux  mêmes  lois  que  les  intégrales  ordinaires. 
Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  a  deux  intégrations  successives  à  effectuer. 
Tune  ordinaire  relative  à  la  variable  x^  l'autre  extraordinaire  relative  à 
la  variable  z,  on  pourra  commencer  indifféremment  par  l'une  ou  l'autre 
des  deux  intégrations  dont  il  s'agit;  et  dans  les  deux  cas  on  obtiendra 
généralement  les  mêmes  résultats.  De  même,  on  peut  appliquer  à  la 
détermination  des  intégrales  définies  extraordinaires  les  procédés  que 
nous  avons  employés  pour  déterminer  les  intégrales  ordinaires.  Sou- 
vent, à  l'aide  de  ces  procédés,  on  parvient  à  transformer  l'une  dans 
l'autre  les  deux  espèces  d'intégrales  dont  il  s'agit,  et  l'on  déduit 


RELATIVES   A   LA  THÉOIUE  DES   INTÉGRALE" 
<|iii'lqiierois  do  cos  tninsforinatlons  dos  résullitts  dignes 
Éclaircissons  tout  cooi  par  quelques  exemples. 

Problème  I.  —  Déterminer  (a  vaieur  du  l'intégrale  extra 

{.il     '  A  =  |'*J|^rfx. 

Solution.  —  Soit  X  le  plus  j^rand  nombre  enfier  comp 
l'on  diR'érentie  X  -h  i  fois  par  rapport  à  &  l'équalion  (5), 


U'ailteurs,  le  plus  grand  nombre  entier  compris  dans  a  - 
si  l'on  déterminé  rinlégrate  extraordinaire  /  —zî^'I^ 
l'équation  (J\).  on  Irouvera  X  =  o  c(.  par  suite. 

On  aura  donc 


(6) 


à'^-'\_,     ,a..rf.  +  >.->v) 


Si  l'on  intègre  X  +  i  lois  cette  dernière  équalion  par  rj 
déterminant  convenablement  les  constunles  arbitraires,  ( 

A  == , ■•.'■^'■-°' /-.= ^.  r(-», 

[h-a)(/.-a-t)...(-a) 
(In  a  donc  en  général 

(7)  |""l±;rf^^A.'r(-«,. 

Corollaire/.  —  Soit  yt  =  i,  on  aura  simpicmeiil 

(8)  /"'"  7777''-^=  !"(-«). 
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Si  dans  cotte  dorniero  équation  on  change  a  en  —  «,  on  retrouvera  la 
formule  connue 


•   n 


Corollaire  II.  —  Si  dans  Téquation  (7)  on  fait  k  =  s,  et  que  l'on 
remplace  r(  —  a)  par  ^ ^ —f  on  aura 

^  ^  '^       1  (/i -h  I  )siii(a -t- 1)7: 

r(«-hnsin(n-+-i)7r  /*'*£j;^  j 


.V" 


.   0 


Si  l'on  prend  la  différence  finie  m**""*'  de  chacun  des  membres  de  cette 
dernière  équation  relativement  à  5,  on  trouvera 


Iq)  l'^s"^  -         -- /        ,— ; djr. 


Lorsqu'on  suppose  a<^m,  l'équation  précédente  coïncide  avec  la  for- 
mule (ix*')  de  M.  replace. 

PllOB^ï^MR  II.  —   Déterminer  les  valeurs  des  intégrales  extraordinaires 


I  «-  n 

(10) 


I  «^    0 


''*é»-''cosc.r 


(tjr^' 


•    0 


•'«  4.-Ajr 


,-  -  ajT. 


Solution.  —  Si  l'on  différentie  X  •+- 1  fois  par.rapport  à  /t  chacune  des 
équations  (10),  X  étant  le  plus  grand  nombre  entier  compris  dans  a. 
on  trouvera 


—-. —  —  {  -iy-^«  / r —  cijr; 


ou,  ce  qui  revient  au  même. 
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En  intégrant  ces  dernières  équations  X -h  i  fois  de  suite  par  rapport 
à  k^  et  déterminant  convenablement  les  constantes  arbitraires,  on 
trouvera 

'À 

2  y —  1 

Corollaire.  —  Si  dans  l'équation  (i  i)  on  changea?  en  5  et  s  en  x,  on  aura 


{k—  j:- y  -7-  I )** H- ( Ar  -4-  j? v^ —  1 Y  _        i  /*'*  e-*^cos.r5 


(vx) 


\-^)i 


dZy 


IVailleurs,  si  Ton  fait 

/  — -  nVp  tancr 


/zzrarclangT:, 


les  premiers  membres  des  équations  (12)  deviendront  respectivement 


a 


{k*-h  x^ycosat^ 

a 

—  (Ar*-h  x^y  sinal; 

et  comme,  en  supposant  k  =  o^  on  trpuve  /=  ->  les  équations  (12) 
se  réduiront,  dans  cette  hypothèse,  à 

an                 I  /*'*  coSct;;   , 

.r^  ces —  =:      = ;       — -— --  dsj 

i     ^    .    aTT                 I         r     sinj^s    , 
f  x^  sm —  =—  «- ;      --rris-  «-. 

o-   1  j        •'  1         r«/         \  r(a  4- 1)  sin(a -I- 1)7: 

Si  dans  ces  dernières  on  remplace  r(—  a)  par ^^ >  on 

en  déduira  facilement  les  deux  formules  suivantes 

/     /-'•        /a-^i  \  dz 

l     cos(^-^7r4-x.-j^;^=o, 

/''•         /a  -Hi  \   dz  T. 

I       cos    i:  —  xz]  — — -  1=  =r— X". 
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Problème  III.  —  Déterminer  le  rapport  des  deuv  intégrales 


l  I)  -^  ^     x^ 


'^ 


Solution.  —  Pour  rôsoudrr  K»  probirmo  proposa,  il  sudîl  dr  trans 
tonner  les  doux  intégrales  ordinaires  1)  et  E  en  inté^^rales  extraordi 
naires.  On  a  d'abord 


•»  .  ■• 


I)  ru  j     x"  cos--^'  cos ikxdx  ^  1     x"  sin  — '  siii  a  Ux dx. 


«0  •    0 


Si  dans  cette  équation  on  substitue  pour 


x^cos--   •     el  •      x^'sin  — 


leurs  valeurs  données  par  les  formules  (i3),  on  trouvera 


Z  étant  une  fonction  de  z  déterminée  par  Téquation 


,  •  *  /««O 


z—  /     e  '* cos^kxcoszxdx  —  I     e'^*s\n2l:xs\iizxdx 

*    0  «0 

—  /      e'^* cos(2k -h  s}xdx  =  -  •  e         ' 


•-    0 

On  aura  donc  par  suite 

(l6) 


1  /^/*     .  1-  „1' 


Considérons,  en  second  lieu,  l'inléj^rale  E.  Si  dans  cette  dernière  «»n 
substitue  à 

(k-h  X  s  =7)"+  (k  -  .r  v^)" 


RELATIVES  A   LA  THÉORIE  DES  INTÉGRALES. 
sa  valeur  tirée  de  la  première  des  équations  (12),  on  tpouvi 

Z' étant  une  fonction  do  3  détorminée  par  l'équation- 
A  r=  I     e^^  r.osxs  dx  ^  —  e    * . 


On  aura  donc  enfin 


Si  maintenant  on  compare  entre  elles  les  équations  (iG) 
obtiendra  ce  résultat  remarquable 

On  a  donc  en  général 

!/     x° e~'' cos I  — '-  —  2kx]  dx 

Corollaire.  —  Si  dans  l'équation  (19)  on  suppose  a  =  X 
nombre  entier,  on  aura 

cosi a*icj  =;  (—  1)'C0S2A-^ 

si  X  est  un  nombre  pair,  et 

/ai:  \  *-^' 

dans  le  cas  contraire.  Si  dans  la  même  hvpothèse  on  d 
second  membre  de  l'équation  (18),  et  si  l'on  y  remplace  gt 


r^ 
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on  obtiendra  les  formules  suivantes  : 

I"  Si  ).  est  un  nombre  pair, 


1(1-^ t)  _  i_ 


X(X-0().  — a)(>  — 3)      I 


1 .9 


(ïX)* 


■} 


{'>A>) 


i"*  Si  X  est  un  nombre  impair, 


I     .r*e''**i\n2/cxdjc—(—i)*   ^ X^l  i  — 


Ml  —  i)     I         >.(X-0(>~2)(>-  3)      I 


(2X-)« 


1 .3 


Cikr 


Problème  IV.  —  Déterminer  la  valeur  de  l'intégrale  extraordinaire 


(21) 


e~'*  cos 


(^^z  +  aXx) 


H-  aXx  I  rf^ 


.< 


it  -1 


Solution.  —  Si  dans  Téquation  (21)  on  remplarr 


e 


-X* 


par 


on  trouvera 

(32) 


Z  étant  une  tbnetion  de  z  déterminée  par  Téquation 


cos h  'Jt(k  -h  s)a 


cos 


rt  -h  I  .        .    1 

7:  -+■  'Jt{k  —  5)j:  I 


djT 


•'  0 


.i 


.r 


cl-fl 


D'ailleurs,  en  vertu  des  équations  (i4)»  <»i  »•  quelle  que  soit  la  valeur 
de  5,  pourvu  seulement  que  eelte  valeur  soit  positive. 


cos 


—Z —  n  -^  2{k  -h  z)jc\ 


'2 


><t-i'  1 


En  vertu  des  mêmes  équations  on  a,   pour  des  valeurs  de  s  infé- 
rieures à  Jt, 


a  H-  I 
'À 


77  H-  a  (  A- 


—  z)x 


,u  -,- 1 


dar  —  o; 
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ot,  pour  des  valeurs  de  s  supérieures  à  k. 


(25  —  2A-)«. 


T(a-+- 1} 


Par  suite  la  fonction  de  z  représentée  par  Z  sera  toujours  nulle  entre 
les  limites  5  =  0,  z  =  i;  mais,  entre  les  limites  s  =  i,  5=x,  elle 
sera  représentée  par 


Ola  posé,  l'équation  (22)  deviendra 


"^  (25 -aA')". 


^      cosf-^7:  +  2A-^j  ^i     . 

-^^ -— dœ—r=~ /      i2z  —  ik)'^e--^di, 


Application  de  la  théorie  précédente  à  la  détermination  de  la  différence 

» 

finie  \'**s^\  s  étant,  négatif  et  <C^m^  et  les  nombres  a  et  m  étant  très 
considérables  y  mais  peu  différents  l'un  de  l'autre. 

Dans  le  cas  dont  il  s*agit,  la  différence  finie  A^V  renfermera  deux 
espèces  de  termes.  Dans  les  uns  les  quantités  élevées  à  la  puissance  a 
seront  positives;  dans  les  autres  ces  mêmes  quantités  seront  négatives. 
Soit,  pour  plus  de  commodité,  5  =  —  5',  en  sorte  que  s*  représente  une 
quantité  positive;  et  faisons  en  outre 


(a4) 


J  \    %    m 

(   A,'         =:5'« (.v'—  J)«-^ -^(5'_2   a__ 

I  1.2  • 


en  excluant  de  chaque  série  les  puissances  de  quantités  négatives.  On 
aura 

125)  A"'^«=:  A;„_,'-+-  (-  O'^^'^A,-. 

Ainsi,  pour  obtenir  la  valeur  de  A'"5",  il  suffira  de  déterminer  séparé- 
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mont  chacune  des  quantités  A,«_/,  A,  ;  et  comme  on  peut  déduire  la 
seconde  de  la  première  par  le  simple  changement  de  ^'en  m  —  s\  toute 
la  difficulté  se  trouvera  réduite  à  la  détermination  de  la  série  désignée 
par  A„,^/.  On  peut  d'abord  transformer  cette  série  en  intégrale  définie 
de  la  manière  !>uivante  : 

Si  l'on  suppose  successivement  dans  la  seconde  des  équations  (i{) 


X  =  /w  —  5',        X  -—  m  —  s'  —  \ 


et  dans  la  première 


.r  ^  s\        X  -=5'—  I, 


et  si  l'on  y  remplace  enî^uite  la  variable  z  par  x,  on  trouvera 

/       cos   7:  —  (m  -'S')jr\  --    -  -  =, (m— s')". 


♦ ••• •••. 9 


*  0 


/•'"       /«--i  ,    \  du- 


—  o. 


si  l'on  multiplie  n»spectivement  ces  diverses  équations  par  les 
coefficients  du  binôme  (1  —  xy\  si  on  les  ajoute  ensuite»  et  si  l'on 
remplace  dans  les  premiers  membres  s'  par  —5,  on  obtiendra  la 
formule 


/      A'"cos( —t:  —sxjdx 


T. 


V\a  -+- 1  ) 


{m— s'y {m-^s'—iy-i '  (,n-s'-~2y  —  „.     --  .. ; — :A„,  ,. 


On  a  d'aill(^urs 


A"*  cos    —    -  r,  —  SX]  --.  2"*  SU)'"  -  -rcosi 7:  H x  . 
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Cela  posé,  la  formule  obtenue  donnera 

(36)    A,„..,^ j^     sin--xcos[ -^ „  +  (^,' _  _ „. j^: J  ^^ . 

■ 

Si  dans  cette  dernière  équation  l'on  suppose  a<^m^  l'intégrale  extra- 
ordinaire qu'elle  renferme  se  changera  en  intégrale  ordinaire,  et  l'on 
retrouvera  évidemment  la  première  des  équations  (34)  de  la  page  241.. 
Il  nous  reste  maintenant  à  déduire  de  l'équation  (2G)  la  valeur 
approchée  de  A;,,_v»  dans  le  cas  où  a  et  m  sont  de  très  grands  nombres 
peu  différents  l'un  de  l'autre.  Nous  supposerons  de  plus  dans  cette 

recherche  que  2s' —  m  est  de  l'ordre  de  yjm,  et  nous  ferons  en  con- 
séquence 


(27)  2s'  —  m=i  rm^. 

('ela  posé,  si,  dans  l'équation  (26),  on  change  œ  en  207,  cette  équation 
deviendra 

çim-aY(a  -h  i)   /*'•   .    .„  fa-hi  —  m  J-    \   fl.r 


(28)    A,;,-,-— ■/      sm"'iccos( 


JT* 


it-1  y 


et  comme  on  a  d'ailleurs 


sin"*j:-  =  a:"*e    ®     (1 h...), 


on  trouvera  encore 


(29)     A.„.= J^     (^,-_+...je-     cos(^ ^-^rm^xj-^^ 

L 

6* 

Si  dans  cette  dernière  formule  on  change  x  en  —^cc,  on  obtiendra  la 


suivante 


r(a-f-i)        /''*     ,,       /a  —  m  —  i        A     \      dx 


A,„-,  = ^z^  /      e-^  cosf - 


7r-h6*ra7 


(3o)    \  -"--yin'       '^ 


\  2  IX 

5X        .  -0 


a— m-rl 


"      /  ,.        [a  —  m  —  l  i      \      rf.r 

"  5;r»  /    ''"'  '^«^ — T-  '^ + ^  ''^ j  :i=^ 


, .  •  •  •  • 

«s 


0 
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La  sério  renfermée  dans  le  second   membre  de  réquation  préeê- 

denle,  étant  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  —  ♦  sera 

très  converj^ente,  si  m  est  un  très  {^rand  nombre;  et,  par  suite,  il 
suffira,  dans  ce  cas,  pour  déterminer  la  valeur  approchée  de  A«.., .  dr 
ealculer  un  petit  nombre  d'intégrales  de  la  forme 

k  étant  un  nombre  positif.  Lorsque  dans  cette  dernière  intégrale  on 
adopte  le  signe  supérieur  relativement  si  ^,  elle  devient  ordinaire  et 
se  réduit  ii 


/     j^**r  -^'cosJ TT  — 6'rjrjrfx 

a.   Il  \  / 


(3i) 


*73i  _V"'     /s'  -  V"' 


e^*djc. 


« 


Lorsqu'on  adopte  le  signe  inférieur,  elle  reste  extraordinaire.  Mais, 
dans  ce  cas,  on  peut,  au  moyen  du  problème  IV,  la  transformer  en 
intégrale  ordinaire,  et  Ton  trouve  alors 

/   3  V  ' 


(i) 


D'ailleurs,  en    supposant    l'intégrale    relative   à   z*  prise    entre  les 

.1. 
limites  z  =  o,  5'=(-j  r,  on  a 


Par  suite,  si  l'cm  fait,  pour  pour  plus  de  commodité,  z'  =^l-\  «, 


1 

on 
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trouvera 


Corollaire  I.  —  Comme  on  a  on  général 


2^' —  m  T=z  rni'y 


on  trouvera  par  suite 

m{m  —  i)(  I      ,\«  1 

1.2  .         J 

.Cela  posé,  si  Ton  fait,  pour  abréger, 

■21.  <       r'"         :r.  /«±A'  i  \      fix 

(  33  )  -  jf      e-"  cos(^-^^  TT  -+-  6*  rxj  ^^^.  =  M,^,, 

la  formule  (3o)  deviendra 


\m  —  rni^j  —  --  \ni  —■  rm}  —  2)  -\-  .  \m  ~  rm^  —  4/  -  -  • 

(34) 


1  .2 

I     ••S«0>      •      m    Cl    m    A 


m  — a 


\m)        (M«_,„^,~v^Ma_,._,  +  ,..| 


Dans  cette  formule  on  suppose  les  puissances  de  quantités  négatives 
exclues  de  la  série 

\ni  —  rnr) \m  —  rm^ —  2)  h — r-^ \m  —  rm^  —  4;  — . . .. 

I  1.2  ^ 

« 

M 

Corollaire  IL  —  Si  Ton  veut  appliquer  la  formule  (34)  aux  diverses 
hypotlrèses  dans  lesquelles  a  est  un  nombre  entier,  il  suffira  de  calculer 
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1rs  diverses  valeurs  de  >!«  qui  correspondent  à  des  valeurs  entières 
positives  ou  négatives  de  l'indice  a.  On  y  parvient  aisément  au  moyen 
des  formules  (3i)  et  (32).  En  faisant  successivement  dans  ces  for- 
mules 


I  :;:  /  =^  3t  —  —  5, 


on  trouvera 


4,     — 3,    — a,    — I,    o,     I,    îi,    3,     ^,    5, 


''-^=   (À)''''^"t<^— '-^^'•*)' 


M_4=      — T^  '    (i  — 6r«H-3/*), 


M.,  =  - 


—;e  •    (i-3r'), 


(35)    \ 


M.  = 


,    ^»Ô 


'ÎTT 


M,   ^- 


-(i)ï'«-'"-]- 


—  r' 


dr 


M, 


--e   »    (2 


I 


377" 


3r')^(^yr 


(>+/•«)     I 


M. 


=-(À) 


4  f       ,  f 


g(5-+-3/'')4-- 


I  -h  6r- 


4 
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Exemple  I.  —  Soit  a  =  m  —  2.  La  formule  (34)  donnera 


( 


m  —  rni 


t 


) \in /77I* — -3/         ^-... 


(36) 


m  \ 


I  .îi.3. .  .(/w 
f 


—  i).'i 


m 


5/n 


«--•)= (À)' i-'"'i- 


20  m 


-(5  —  io/'*-+-  3/ 


••)+...] 


Exemple  IL    -  Soit  a  =:^  m  —  i .  La  formule  (34)  donnera 

I   \m -- nn  ) \m  —  rm^ — 2)        -h... 


(37) 


6 
m 


j .  2 . 3 . . .  (^  //i  —  I  ) .  2 

1 


m 


\2m7:/  L 


3 


20/71 


(I-  6r*-h3r 


M -+-...]: 


Exemple  Ifl.  —  Soit  a  —  m.  La  formule  (34)  donnera 


\m  —  rnr  J \//*  —  rm^ — 2) 


m 


(38) 


I  .  2  .  3  ...//{.  2 


m 


Exemple  IV.  —  Soit  a  =r  m  -f-  r .  —  La  formule  (34)  donnera 


( 


m  —  rm 


(39) 


r.  2 . 3 . . .  (  //i  -h  I  ) .  2 


i 

rr  ~  (  Mj  —  —  M-  Î-+-  .  .  .  ) 


m 
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Exemple  V.  —  Soit  a  =  m  4-  2.  La  formule»  (34)  ilonnora 


('|o) 


I .  i .  i5 . . .  ^  /;/  -t-  a  ) .  2 
-TT  (  Mj  —  z — •  M.  1  -H . . .  ) 


fit 


•^  m 


I       \ar/    6  i'2      \  },f^  /       iu/w\ar/ 


1  -ÎH 

re  * 


1 


Exemple  VI.  —  Soit  a  :=  /w  H-  î.  La  fopmuir  ('3/|)  doniit^ra 


m  ~  -  rnr  -  -  2/ 


m-t-l 


I  .2.3.. .  (  /!<  -i-  i  ) .  a 


/M 


('41) 


—  —  -  (  M4 My  H- .  .  .  ) 


Exemple  VU.   —  Soit  a  -^  m  -h  /|.  —  1-41  formule»  (3/| )  donnera 


m  —  rm 


î.-,) 


//!-«-( 


(U)    < 


1 . 2 . 3 . . .  ^  //*  -h  ^  ; .  2 
^(M,~  .--  M,-h...  ) 


//i 


-  =  /w^ 


/  3  y  r(5-h3r')    -\r* 

\  2  TT  /  2  I  () 


,-+.6r=-f-3r' 


12b 


iifti  dans  1rs  équations  (3()),  (i^),  (38)  ot (39)  (ui  change  r  vu  —  r, 
on  obtiendra  les  formules  des  p.  1 70  et  1 7 1  du  Calcul  des prohabiiitésC). 


(  ')  Œuvres  de  Ijnplacc,  t.  VU,  p.  173,  174 
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Remarque.  —  On  peut  déduire  aisément  de  l'équation  (3i)  la  valeur 
de  M_x,  toutes  les  fois  que  X  est  un  nombre  entier  positif.  Dans  le 
même  cas,  la  valeur  de  Mx  ost  donnée  par  la  formule 

Mx=-î-^ —  /".  (25-6'/)^"'«-'Vi, 

•        7:.T(X)^(j)V 

rintégrale  étant  prise  enlro  les  limites  5=^  ^-j  r,  s  -^ac.  On  ad^ailleurs 
entre  ces  mêmes  limites 


et,  par  suite,  si  l'on  fait 


on  aura  encore 


^'"^fhr)^'-' 


Ni=a(X-x)Nx_,-  6ïrNx-,. 


(43) 


Cela  posé,  les  valeurs  générales  de  M..x  et  de  Mx  (X  étant  un  nombre 
entier  positif)  se  trouveront  déterminées  par  les  deux  formules 

,x..„iL  .    «  ••>  J 

7t»r(X)v  '-         '  '  ^ 

(X  — 0(X  — 3)(X  — 3)(X  — 4)        i.a  (X-i)(X  — a) 


[ 


1  .2  J 


.15)    /  H-i^^-:A](6t^V...jr^'' 


(X-i){X--a' 


;i^=M=^w.)-....]ïi[,_(?)-Ç.^^-*]), 
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Problème.  —  On  demaiulo  la  valeur  approchée  de  la  série 

(I)         (m-s'Y-  --(m-5'-i)«H ~- — (,n-*'-2)«-...^A^  .,-, 

«le  laquelle  on  suppose  exclues  les  puissances  des  quantités  négatives; 
a  et  m  étant  de  très  grands  nombres  supérieurs  à  / ,  et  m  étant  inférieur 
à  a. 

Solution,  —  Nous  avons  donné  l'expression  de  la  série  (i)  au  moyen 
d'une  intégrale  définie  qui  renferme  une  constante  arbitraire  k  dont 
on  peut  disposera  volonté.  L^inté^traledont  il  s*agit  est 

(e»*- 2e*ros^-h  i)*        .,  .,        /  i^ 
-^-^ cos[(a-h  i)t-^  s'jT  —  m\'\dxy 

t  et  e  étant  déterminés  par  les  deux  équations 


)x 
i  —arc  laiijf-r  > 


(3) 

(sin.r 
r  —  arc  lang r  • 
y                        cosx  —  e"* 

Il  ne  reste  plus  maintenant  qu'à  déterminer,  au  moins  pour  une 
valeur  particulière  de  k,  la  valeur  approchée  de  cette  intégrale. 
Faisons,  pour  abréger. 


m 


,-^.  .    ^    ~ IL——' 

Q  r_  (rt  -f-  i)l  -^  s'x  —  mv: 

l'intégrale  proposée  deviendra 

(j)  /      V  CO^ Qdjr. 

*  0 

Ici  la  fonction  sous  le  signe  /  est  composée  de  deux  facteurs,  dont 
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run,  désigné  par  P,  reste  toujours  positif,  et  dont  l'autre,  désigné 
par  cosQ,  est,  pour  des  valeurs  croissantes  de.r,  alternativement  po- 


sitif et  négatif. 


La  fonction  P  a  plusieurs  maxima  et  minima  qui  correspondent  aux 
diverses  valeurs  de  x  déterminées  par  l'équation 

(6)  ^^ ,     _i.  ~(«H-l) 


e*  —  2  ces  X  -h  e"^  k*  -+-  x* 

.    Le  premier  mîiximum  correspond  à  a;=:o;  et  sa  valeur  que  nous 
désignerons  par  M  est 

(7)  M-i^^.-J^. 

Pour  chacun  des  autres  maxima,  la  valeur  de  P  peut  se  mettre  sous 
la  forme  suivante 


m  w 


D'ailleurs,  comme,  pour  une  valeur  de  x  différente  de  zéro,  on  a 
toujours,  abstraction  faite  du  signe, 

h\nx  I  I 

il'en  résulte  que  chacune  des  valeurs  de  P  déterminées  par  l'équa- 
tion (8)  sera  inférieure  à 


m 


et,  par  suite,  a 


p 

En  conséquence,  la  valeur  de  t?  sera  toujours  inférieure  a 


M 


A/rt 
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D'ailleurs  on  a,  quelle  que  soit  la  valeur  de  k^ 

k  A 

On  aura  donc  aussi 

P<M, 

quelle  que  soit  la  valeur  que  Ton  donne  à  x,  pourvu  que  rette  valeur 
ne  soit  pas  nulle.  Enfin  a:  =  oc  donne  P  —  o.  Si  donc  on  fait  varier  r 
entre  les  limites  j7  =  o,  a:  =  x,  la  fonction  P  obtiendra  une  série  de 
valeurs  qui  seront  comprises  entre  les  limites  extrêmes  P  =  M,  P  =  o. 
Par  suite,  si  Ton  fait 

(9)  V^~Me'\ 

la  valeur  de  z  sera  toujours  réelle  et  comprise  entre  les  limites  z  ~  o, 

Z  —  3C» 

Si  l'on  désigne  par  (jl  une  quantité  du  même  ordre  que  m  et  a^  et  si 
l'on  fait,  pour  abréger. 


I 

3 


[rï  -1-t  m  T        ^ 


on  tirera  de  l'équation  (9),  après  y  avoir  remis  pour  P  sa  valeur, 
d'où  Ton  conclura  par  le  retour  des  séries 


(12) 
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Pour  dos  valeurs  de  z  peu  considérables,  les  séries  renfermées  dans 
les  seconds  membres  des  équations  (12)  seront  très  convergentes,  au 
moins  dans  les  premiers  termes.  D'ailleurs,  pour  de  grandes  valeurs 
de  z,  la  valeur  de  P  déterminée  par  l'équation  (9)  l^era  sensiblement 
nulle.  On  pourra  donc,  sans  nul  inconvénient,  supposer,  dans  l'inté- 


grale 


P  cos  Q  dx, 

0 


M    /         3B;;^ 

2  A*|UL 


(i3)  V  dx  —  -- j— tH"*"  -^-rr-  ■+■•  •     ]e--*  dz. 


AV* 


(»t  s'arrêter  dans  le  second  membre  aux  premiers  termes  de  la  série 


3Bc^ 


2  A^jUL 


•    •    •  . 


Il  nous  reste  k  développer,  s'il  est  possible,  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  z,  et  en  une  série  qui  soit  convergente  pour  des  valeurs 
de  z  peu  considérables,  la  fonction  désignée  par 

cosQ. 

Pour  qu'on  puisse  .effectuer  ce  développement  de  manière  à  remplir 
les  conditions  exigées,  :;  conservant  d'ailleurs  une  valeur  arbitraire, 
il  est  nécessaire  que  la  fonction  Q  soit,  pour  des  valeurs  de  z  peu  con- 
sidérables, une  quantité  fort  petite.  Or,  si  l'on  fait,  pour  abréger. 


1  —  e 


(  1 4  )  ^  rt  -f-  I  m        .  / 1  e-** 


:U'      "  3( 


J 


la  valeur  de  Q,  développée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  .r, 
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sora 

« 

(i5)  Q  —  |ji(Cx-+-l)j-' -+-...); 

<»t,  par  suiUs  lo  lîromier  terme  du  développement  de  Q  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  z  sera 

r    X 
— /^*-- 

A* 

(le  premier  terme  aura  donc,  en  génC'ral,  une  valeur  très  considé- 

rable,  et  sera  de  Tordre  de  (x%  à  moins  que  Ton  ne  détermine  la  con- 
stante arbitraire  X*  de  manière  que  C  devienne  une  quantité  très  petite 
d'un  ordre  supérieure  celui  de 

I 

?■ 

Parmi  les  diverses  manières  de  remplir  cette  condition,  nous  choi- 
sirons la  plus  simple,  qui  consiste  à  faire 

C  —  o, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  déterminer  i"  par  Téquation 


ri  -+-  I  ,  m 

I  —  e 


('6)  — -+*'~7i_-7rx=o. 


On  a,  dans  cette  hypothèse, 

I)   c' 

La  dernière  des  équations  (17),  jointe  k  Téquation  (i3),  donne 
(18)  |>cosQrfx=  -  -î     i-h -— -^ 4-...)e-'rf^. 


,  '  » 
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On  a  d'ailleurs 

/     e"*'  dz=z  -  v^,  /     5'c""-'  d3=  -j  i/iif  I     5*e-='  dz=  -^  Jît. 


On  aura  donc,  par  suite, 


(.9)  j^    PcosQe/x=-^(^i-h        ^^^3^        +...| 


2AV^ 


Si  Ton  substitue  la  valeur  précédente  de  /    P  cosQ  rfa?  dans  la  valeur 
de  A,„./  donnée  par  l'équation  (3i)  du  Mémoire,  et  si  Ton  remplace 

par 

a     V-«(27r)M  n H...  )» 

on  trouvera 

__M^^^Je-^f        T2AB-i5n«  T 

(2A/J1)*        ^  ^ 

^  W (11    '^^^'-'•'>^'  ,     '     I    .  \ 

(aaAjui)*  \  r  / 

Corollaire  L  —  Si  dans  le  second  membre  de  l'équation  (20)  on 
suppose  s'  négatif  et  égal  à  — s,  on  aura 


ni— s 


L'équation  (20)  deviendra  donc  alors 

(21)      A'«5«=:-^-^^ j H — ^ 1 4-...    . 

■ 

Dans  le  même  cas,  l'équation  (iG),  qui  détermine  la  valeur  de  X% 
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(leviondra 


Quant  aux  valeurs  do  A,  B,  I),  rllos  srronl  toujours  détonninées  par 
los  rquations  (lo)  et  (i4)» 

On  pourrait  obtenir  immédiatement  la  formule  (/si  )eu  appliquant  à 
Téquation  (uG)  de  la  p,  53 'j  les  mêmes  raisonnements  que  nous  avons 
employés  pour  déduire  la  formule  (20)  de  Téquation  (3i).  Au  reste, 
on  doit  observer  que  la  formule  (21),  telle  qu'on  vient  de  la  donner, 
eoïneide  parfaitement  avec  l'équation  (a)  de  M.  I^plaee. 

Corollaire  II,  —  Iji  fgrmule  (20)  suppose  qu'on  puisse  toujours 
tirer  de  l'équation  (iG)  une  valeur  positive  de  k.  C'est  ce  dont  il  est 
facile  de  s'assurer.  En  effet,  si  dans  l'équation  (iG)  on  suppose  k  très 
petit,  le  premier  membre  sera  positif  et  éfçal  à 

a  -^  ï  --  m 

i ' 

et,  si  l'on  suppose  k  infini,  ce  premier  membre  deviendra  né}^atif  et 
égal  à 

-  (  /w  —  s'  ). 

Il  y  a  donc  entre  les  limites  o  et  oc  une  valeur  de  i  qui  rend  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (iG)  éj^al  à  zéro.  Il  serait  d'ailleurs  facile 
de  prouver  que  cette  valeur  est  unique. 

Pour  que  la  formule  (20)  puisse  être  employée,  il  est  nécessaire 
quc^la  quantité  k,  déterminée  par  l'équation  (iG),  ait  une  valeur  sen- 
sible, ce  qui  exige  que 

ne  soit  pas  fort  petit  relativement  à 

• 

m 

s 

'À 
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Si  Ton  suppose,  par  exemple, 

m  I  r— 

5  r= 1 —  r\J m. 

il  faudra,  pour  que  Ton  puisse  faire  usage  de  la  formule  (20),  que  la 
différence  a  —  m  soit  d'un  ordre  égal  ou  supérieur  h  celui  de  >Jm, 
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